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Ungleichungen zwischen den Quermaf6integralen 
beschrankter Punktmengen. Il. 
Von 
D. OHMANN in Frankfurt. 


In Verfolgung des gesteckten Zieles, die fiir konvexe Kérper bekanntlich 
giiltigen Ungleichungen W)~">vh~’ W?~” (r < p<n) zwischen den QuermaB- 
integralen W,, W,(v,= Volumen der n-dim. Einheitskugel) auf allgemeinere 
Mengenklassen zu iibertragen, wenden wir uns — nachdem in Teil I’) der Fall 


r= zur Debatte stand — in diesem zweiten Teil dem Spezialfall p = n — 1 zu: 
(1) a. os (r=0,1...n—2), 
den wir allerdings nur fiir beschrinkte, abgeschlossene Mengen erledigen. 
DaB sich unsere Betrachtungen von nun an stets auf solche Mengen beziehen, 
wird im allgemeinen stillschweigend vorausgesetzt. 

Ungleichung (1) wird in etwas verallgemeinerter Form induktiv beziiglich 
der Dimension n bewiesen. Im Falle r > 0 benutzen wir dabei eine Integral- 
umformung, die eine Weiterentwicklung der integralgeometrischen Formel dar- 
stellt, die bei Beschrankung auf konvexe K6rper und den Fall r = n — 2 von 
W. BLascHKE?) (x = 3) und H. Gericke’) (beliebiges n) zu gleichen Zwecken 
angewandt wurde. Fiir r = 0 bringen wir hingegen ein Abanderungsverfahren 
fiir die betrachteten Mengen zur Anwendung, das auf die G. Botsche Methode 
der Parallelkérper nach innen‘) zuriickgeht. Unsere Ausfiihrungen sind so 
gehalten, daB diese Note auch von Teil I unabhingig lesbar ist. 


§ 1. Einleitende Betrachtungen. 


Wir erkliren den r-ten NormalriB A(¢,,...,¢,) der abgeschlossenen 
Menge A des euklidischen R,, als Orthogonalprojektion von A auf eine zu den r 
linear unabhangigen Einheitsvektoren ¢,,...,¢, senkrechte (nm — r)-dim. 
Ebene sowie die QuermaBintegrale W, (A) durch die Formeln 

W,(A)=—-— [W,_1(4; 0480 (r=1,...,9-D), 
NUn-1 
(2) Qn 
W, (A) = M,(A), W,, (A) = », 


(W,_1(A; 0) = W,_1(A(0)); M,= n-dim. Lebesgue-MaB). 


1) D. Onmann: Ungleichungen zwischen den QuermaBintegralen beschrankter Punkt- 
mengen. I. Math. Ann. 124, 265—276 (1952). 

2) W. BiascuKe: Integralgeometrie 10. Eine isoperimetrische Eigenschaft der Kugel. 
Bull Sci. math. Roumaine, Bukarest 37 (2), 3 (1936). 

*) H. Gericke: Uber eine Ungleichung fiir gemischte Volumina. Integralgeometrie 23. 
Deutsche Math. 2, 61—67 (1937). 

‘) Vergl. etwa G. Bot: Beweis einer Vermutung von H. Minkowski (Abh. Mat. Sem. 
Univ. Hamburg, S. 37—56). 
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2 D. OHMANN: 


Aus spater ersichtlichen Griinden haben wir hier das in Teil I unter dem Inte- 
gral benutzte Oberflichenelement dw, durch die Dichte df der Punkte ¢ auf 
der Einheitskugel Q, ersetzt. Es ist dabei anzumerken, daB ¢ sowohl einen 
Einheitsvektor bezeichnet als auch dessen Richtung oder den von seiner Spitze 
auf 2, markierten Punkt. 


DaB sich die in Teil I in den Definitionsformeln fiir W, verwendeten unteren 
Lebesgue-Integrale bei Beschriinkung auf abgeschlossene Mengen durch 
Lebesgue-Integrale schlechthin ersetzen lassen, entnehmen wir dem folgenden 


Hilfssatz: Bei beschrinkten abgeschlossenen Mengen A gilt fiir jede konver- 


gente Folge von linear unabhingigen k-Tupeln Ci, ...,& (0 = 1,2...) 
(3) W, (A; Cf, ... Cf) = lim sup W, (A; Cf, .. . &) 
(o=0,1,....»—k—1;02=lim@?; x=1,...,&). 


Man erkennt nimlich, daB die notierte Beziehung hinreicht, um die Lebesgue- 
Integrierbarkeit der Funktion W,_ , (A; ¢) zu gewiahrleisten. 

Beweis des Hilfssatzes. Wir zeigen zunichst: Gehen die (n — k)-dim. 
Ebenen der k-ten Normalrisse A(¢,, .. ., ¢,) durch einen festen Ursprung hin- 
durch, so hiufen sich die Normalrisse A (ff, ..., (7) in A(C¥,..., CE). Dabei 
soll dadurch, daB sich Mengen A,(A= 1,2...) in einer Menge A* hiufen, 
ausgesagt werden, daB der Haiufungspunkt jeder konvergenten Punktfolge 
P,¢A,(A= 1, 2,...) zu A* gehért. 


Da die (n — k)-dim. Ebenen E%,_, der Normalrisse A (ff, ..., C7) wegen 
Cf = lim C(x =1,...,%) gegen die Ebene E*_, von A(¢},..., Cf) kon- 
vengen, liegt der Haufungspunkt P* der beliebig herauszugreifenden Folge 
P< A(Ci,..., Gy) auf E$_,. Weiter konvergieren die k-dim. Ebenen Ey durch 
P,, die jeweils zu den Vektoren ({,...,¢; parallel sind (Hj || ¢7,..., C2), 
gegen die durch P* hindurchgehende Ebene Ef || Cf, ..., ¢F. Nun bezeichnen 


wir auf den sicher nicht leeren Durchschnitten A 7 Ej die Punkte Q,¢ A. Jeder 
Haufungspunkt Q* der Punktfolge Q, gehért dann wegen der Abgeschlossen- 
heit der Menge A zu ihr und liegt wegen der Konvergenz der Ej auf EF. 
P* stellt also gerade die Orthogonalprojektion der Q* ¢ A auf die Ebene E*_, 
dar und gehért mithin zu A (Cf, . . ., CF). 

Wegen W,(A; G,.--, 0.) = My_z(Ai G,.-., ¢,) ergibt sich (3) fir 0 =0 
nun unmittelbar aus der maBtheoretischen Tatsache, daB fiir abgeschlossene 
Mengen A, des y-dim. Raumes, die sich in der abgeschlossenen Menge A* 
hiufen, die Ungleichung M,(A*)= lim sup M,(A,) besteht. Im Falle 9 >0 

Ai—-o@ 
bleibt nur noch zu zeigen, daB diese Ungleichung der Erweiterung 
(4) W, (A*) 2 lim sup W, (A,) 

Aco 


fihig ist. Dazu fiihren wir die Induktionsvoraussetzung ein, daB dies fiir jedes 
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o’< @ richtig sei, und merken fiir die Normalrisse A,(¢), die sich dann offen- 
bar in A*(¢) haufen, 
(5) W,—1(A*; ¢) = lim sup W, _,(A,; ¢) 

Ao 
an. Weiterhin bemerken wir aber, daB aus der Induktionsannahme die 
Richtigkeit von (3) fiir o’< o flieBt. Wegen der daraus folgenden Lebesgue- 
Integrierbarkeit von W,_,(¢) ergibt die beiderseitige Integration von (5) der 
Definitionsformel (2) gema8B gerade Ungleichung (4). 


§ 2. Die Integralumformungen. 


Die von uns zum Beweis der Ungleichung (1) zu benutzenden Umformungen 

fiir Lebesgue-Integrale haben folgende Gestalt: 
(6) f fPF(G.o)dgda=f f F(G,G)d0dg 
£ 


Ps 
J J 
Q, C10 on C15, 


es, ee) 


. & 
(7) 1 rine iatatieaid . . 
a f 1 eS / F(t,,...,.G)(G.---G:)dG...d, dy. 
Q, 19 pin 
(k <n) 
Dabei bezeichnet w, _, die Oberflache von Q,_, und [¢,,...¢,] das k-dim. 


Volumen des von den k Einheitsvektoren ¢,,..., ¢, gebildeten Parallelepipeds. 
Um uns der Existenz der vorkommenden Integrale zu versichern, mégen die 


Funktionen F(¢,,...,¢,;) (j= 2, %) noch den beiden Bedingungen geniigen: 
3 4 ee C,) ist gleichmaBig beschrinkt. 

(8) b) Fiir jede konvergente Folge von j-Tupeln ({,..., ¢7(@=1,2,...) gilt 
ee t*) > lim sup F(f{,..., fF) C*= lim (7; x=1,...,9). 


Beweis der Umformung (6). Die Dichte der Paare {¢,; ¢,} von Punkten ¢,, 
¢,€2,, deren zugehérigen Einheitsvektoren aufeinander senkrecht stehen 
(¢, 1 ¢,), laBt bei frei variablem ¢,(« = 1 oder 2) offenbar die Darstellung 


d{0,; C= dl,dC, (C,1¢.; a, B=1,2; B+a) 


zu. Wir erhalten demgema8B fiir das iiber die Gesamtheit J der Paare {¢,; ¢,} 
zu erstreckende Integral der Funktion F (¢, , ¢.) 

Sf F(G3 62) d {,; 0} = f f F(0; 0,)d 0,4 ¢,, 

? Qn tpita 
woraus sich (6) unmittelbar ableiten laBt. 

Beweis der Umformung (7). Da sich (7) fiir & = 1 dadurch aus (6) ergibt, 
daB man dort F(¢,, ¢,) nur von ¢, allein abhangen laBt, kénnen wir den Be- 
weis tiir k > 1 induktiv unter der Voraussetzung fiihren, daB Umformung (7) 
fiir jedes k’< k giiltig sei. 

1* 











D. OUMANN: 


Durch (& — 1)-fache Anwendung der bekannten Formel 


* 


9 


[F(Qjde } { F(f) cos" "2 dpdC', 
Qn ei & 7 


” 


in der ¢’ mit ¢ und ¢, in einer zweidimensionalen Ebene liegt ([C’, ¢, Co] = 0) 


und m= arecos ¢¢' den Winkel zwischen den Einheitsvektoren € und C’ 


bezeichnet, gewinnen wir zunichst 


BES bk rte ol ae 
Qs 2. 
. . 2 : A l 
(9) | Ponce ss Pot Fitna. Brera 
On cyt, 7 pic, - : . . 
dg, ...dqy, ,aCj ..a0) , a¢,. 
(IC. Ces Sel=0; g,— arccos t,t; x=1,...,k =I). 


Den rechts stehenden Ausdruck kann man nun durch Benutzung der Um- 
formung (7) fiir k’ = k — 1 unter Beachtung von (6) die Form 


= ; / | ; J trees f | Siam _ a, OT eas. < 


i 


b—1 
< JT cos" =p, dq, ... dq, af). at, ,d¢,.d7 
a= 1 
annehmen lassen. Mit Hilfe der sofort ersichtlichen Beziehung 
k—1 
ae Cal = (C3, -- +5 Ceri) JT |cosg,| (Cf, 10,; «= 1,...,4-1) 
= 


geht dies vermége der (9) entsprechenden Riicktransformation in die rechte 
Seite von (7) iiber. 


§ 3. Das Abiinderungsverfahren. 

Da das zu beschreibende Verfahren auf der Methode der Parallelkérper 
nach innen fiir konvexe Kérper aufbaut, sei fiir diese die Definition sowie eine 
kurze Bemerkung vorangestellt: Ist A ein konvexer Kérper, so umfaBt der 
von uns hier mit A, zu bezeichnende Parallelkérper zu K im Abstand t > 0 
nach innen genau die zu K gehérigen Punkte, deren Abstand vom Rand von K 
mindestens rt betriigt. Aus dieser Festsetzung folgt, wie leicht einzusehen ist, 
daB K, wieder konvex ist und daB®B bei aufeinanderfolgender Bildung von 
Parallelkérpern nach innen die Beziehung 


(10) (K,), Ky tr’) (t’, t’>0) 
besteht. 
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A sei nun eine aus den / konvexen Kérpern K,(A=1,...,1) bestehende 
Menge, und es umfasse A, © A alle Kérper K, positiven Volumens. Dann be- 
trachten wir die inneren Parallelkérper (A,), zur konvexen Hiille A, von A, 
sowie den Durchschnitt A‘ = A,/\(A,),. Dabei lassen wir t >0 bis zu einer 
Grenze t, wachsen, die wir durch die Bedingungen festlegen, daB A‘ fiir t< 1, 
nur Koérper K,(t) = K,/ (Aj), positiven Inhalts enthalte, wihrend wenig- 
stens ein Koérper K,(t,) verschwindendes Volumen besitze. UmfaBt A, nun 
wieder alle Kérper K,(t,) positiven Volumens, so setzen wir den ProzeB 
dadurch fort, daB wir die inneren Pagallelkérper (As) ez) (t,< TST.) und 
den Durchschnitt A‘* = A,” (Ad e—ry bis zu der wie oben definierenden 
Schranke t, verfolgen. 

Wenn wir dies Verfahren in nun schon ersichtlicher Weise fortfiihren, er- 
geben sich aus dieser Beschreibung fiir die Mengen A‘ unschwer die Bezie- 
hungen 


(11) (A*)” Aw’ +r”) (r’, r’’>0) 
(12) u(A®; fC) — w(A™’; 0) => 2(t"- 1’) 

, be = (r’>r'=0). 
(13) W,(A") — W,(A™) <n f W, (A) dt 


Dabei haben wir zur Vereinfachung der Darstellung den (nm — 1)-ten Normal- 
riB A(¢,,...,¢,— 1) auf die Richtung ¢ 1 ¢,,..., ¢,1 der ihn enthaltenden 
Geraden bezogen und zur Abkiirzung 


(14) M,(A; 0, -- + Cn—1) = #(A; 0) (Gt e a 
gesetzt. 

Ist auf Grund der Eigenart der Konstruktion der Mengen A‘ zum Beweis 
von (11) nur nétig, an die Formel (10) zu erinnern, so laBt sich auch die Richtig- 
keit von (12) mit Hilfe von (11) unmittelbar der Konstruktion der A‘ entnehmen. 

Fiir (13) eine kurze Beweisskizze: In dem Fall, daB die konvexe Hiille AY 
von A™ ein Polyeder darstellt, und tr’ und r’”’ zwischen den gleichen zur Defi- 
nition der A* benutzten Schranken 1, und 1,,, (¢=0,1,...; T=) liegen, 
geht A™ dadurch aus A” hervor, daB man die Seitenflachen von A® um 
t’’—t’ nach innen verschiebt. Es ergibt sich daher, daB die Abnahme des 
MaBes sodann durch 

” 

M,,(A*) — M, (A™) f F(A')dt 

t 
wiederzugeben ist, wobei F(A‘) den (nm — 1)-dim. Gesamtinhalt der ebenen 
Flachenstiicke angibt, die A‘ mit dem Rand des Polyeders A™ gemeinsam hat. 
(13) foigt damit wegen W, (A) = M, (A) sofort aus der der Definition von 
W, (A) zu entnehmenden Ungleichung F(A‘) <n W,(A‘). Von den oben 
gemachten einschrinkenden Voraussetzungen kann man sich schlieBlich einer- 
seits durch geeignete Polyederapproximation und andererseits unmittelbar 
auf Grund der monotonen Abnahme des MaBes mit wachsendem t freimachen. 














D. OHMANN: 


§ 4. Beweis der Ungleichung (1). 


Wir geben dem QuermaBintegral W,,_ , (A) der beschrankten abgeschlosse- 
nen Menge A mit Hilfe der Abkiirzung (14) und den Umformungen (6) und (7) 
die Gestalt 


: 1 — 
(15) Wr-(A)= 9, [ wlasdyac 
o, 
und verallgemeinern (1) zur Ungleichung 


n—? 
yi (A)=f...f Mpla;o)(h..-- a Se 
(16) Qy 2,7=1 ' 
6 n—r 
de (2 on +2) ai Or +3 W, (A) >0 
On A=1 @mea 


(n >2; r<n—1; 1 nicht negativ ganzzahlig), 


1 
die wegen (15) im Falle /= 0 durch die Festlegung JJ “"** = 1 fir 1=0 


Amy n+ 
in (1) ibergeht. 

Fiir Ungleichung (16) fiihren wir einen Induktionsbeweis unter der Voraus- 
setzung, daB sie fiir jedes n’<n giiltig sei. Wir haben dabei allerdings noch 
zu bemerken, daB der Beweisgang fiir n = 2 statt dieser Voraussetzung mit 
der Feststellung auskommt, daB8 en , (A) = 0 fiir jede Menge A besteht. 

Im Falle r >0 (n >2) brauchen wir yr ,(A) nur unter Benutzung der Um- 
formung (7) und der Definitionsformel (2) die Gestalt 


1 
o_—-+* 


l 5 . a—f x a a » 
wy! (A) = ~ | Fresel IT w(A;,)(G.---, Dg | OP | Oe 


F I 
(2 @n.1)"—" | Wy, Wr id 


Un-1 nm , 


W,(A; lac 


y On+s | 


(17) 


° od - - 
; Wy, | Pit —-1(As Oa 


2» 


zu geben, um aus kl ee (A;¢)=0 (Induktionsvoraussetzung!) auf 
yt ,(A) = 0 schlieBen zu kénnen. 

Fiir r = 0 fassen wir zunichst nur Mengen A ins Auge, die sich aus endlich 
vielen konvexen K6rpern zusammensetzen, und erinnern uns des Abin- 
derungsverfahrens von § 3, um aus (12) und (13) 

1 1 Tt, : n—1 
P,.0(A)—Pao(A*)2f i2nf...f Myla"; 6) (G,---.o,)'dG..-d6, 
0 2, 2, =1 
(18) = “ay nee 
Un a= 1 Pm+a | 
zu folgern. Bei Umkehrung der Integrationsordnung stoBen wir nun auf 
das Integral: f [¢,,...,¢,]'d¢,, das sich bei Beachtung der Beziehung 
2, 
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ee 3.8 3% SO eee Ca—1)° Cola] (Cob G,---,0,-1), die unmittelbar 
aus der Definition von [f,,..., C,,] folgt, folgendermaBen auswerten laBt: 
‘a = = l - ae - — 1 fr Pal - 1 - 
J [Cy aR APS Cal dc, J [c Pee & Cn—1) J 1>0 Cal dc. 
2 2 
n n 
2 wn l e - 71 
== bsi>+*++sbn—1)- 
1+ 


Wahlen wir t, sodann so groB, daB W, (A*) = 0 und demgemaB yl 9 (A™)=0 
ausfallt, so ergibt sich aus (18) nach leichter Umformung 


4nw d 
Vro(A)= Et [ what) dt 
a 6 
und gemaB (17) 
s 4n Gn+1 a 1+1 "a a 
Pno(A) Zonet ff With olatsCdtde. 
0 ra) 


n 
Die Induktionsvoraussetzung liefert aber wieder die zu erweisende Unglei- 
chung (16). 
Wir haben im letzten Falle r = 0 noch auf beliebige abgeschlossene und 
beschrankte Mengen zu iibertragen. Dazu sei A eine solche Menge und A, > A 


(A, >A,oi31; ¢= 1,2...) eine gegen A konvergente Folge von Mengen, die 
aus endlich vielen konvexen Kérpern bestehen. Dann stellt A den Durch- 
schnitt aller Mengen A, dar, und A(¢,,..., f,) bei festem k-Tupel ¢,,...,¢, 
den Durchschnitt der Normalrisse A,(¢,,..., C,). Daraus folgt W, (A) 
lim W,(A,) und «(A;¢) = lim w(A,;¢), was uns aber schon yl (A) 
o—> x o-oo 
lim yw! (A) zu folgern gestattet. Es bleibt iibrig, von y! 4(A,) > 0 auf 


yw! (A) > 0 zu schlieBen. 


(Eingegangen am 23. Februar 1953.) 
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Uber Bewertungen mit halbgeordneter Wertgruppe. 


Von 
Karu Eou Avusert, z. Z. in Paris. 


Es sind nun schon mehr als 20 Jahre vergangen, seitdem KRULL seine 
grundlegende Arbeit ,,Allgemeine Bewertungstheorie“ [1] in Crelles Journal 
veroffentlicht hat. Bei Kru LL ist eine Bewertung eine Abbildung w der vom 
Nullelement verschiedenen Elemente eines kommutativen Kérpers K auf 
eine von mindestens zwei Elementen bestehende linear geordnete (additiv 
geschriebene) abelsche Gruppe J’, so daB die folgenden zwei Bedingungen 
erfillt sind 


(1) w (ab) = w (a) + w (db) 
(2) w (a + b) => min (w (a), w (b)). 


Vor dieser Kruxtischen Arbeit hatte man nur sog. spezielle Bewertungen be- 
trachtet, d.h. Bewertungen, wo die Wertgruppe J" eine Untergruppe der 
additiven Gruppe der reellen Zahlen ist. Diese speziellen Bewertungen waren 
hauptsichlich aus Betrachtungen iiber die p-adischen Zahlen von HENSEL 
entstanden. Die Arbeit von Kru. gab nicht nur eine formale Verallgemeine- 
rung des Bewertungsbegriffs, sondern zeigte vielmehr, dab der neue Begriff 
von gréBter arithmetischer Bedeutung ist. Kruxt konnte namlich zeigen, 
daB eine befriedigende bewertungstheoretische Charakterisierung von arith- 
metisch wichtigen Ringklassen (wie z. B. der ganz-abgeschlossenen Ringe) 
nur unter Heranziehung von nicht-speziellen Bewertungen méglich ist. Wir 
brauchen nur den Leser an den Kruttschen Hauptsatz iiber allgemeine 
Hauptordnungen zu erinnern, der besagt, daB ein Integritatsbereich dann und 
nur dann ganz abgeschlossen ist, wenn er Durchschnitt von (allgemeinen) 
Bewertungsringen ist. 

Obwohl die Krutischen Bewertungen eine weite Verallgemeinerurig der 
speziellen, insbesondere der diskreten Bewertungen gaben, so sind doch auch 
die allgemeinen Bewertungsringe von ganz spezieller Natur, nimlich die- 
jenigen Integritatsbereiche, in denen von zwei Elementen stets (mindestens) 
eines durch das andere teilbar ist. Es liegt daher nahe, die Eigenschaft der 
Linearitét der Wertgruppe in verschiedener Weise abzuschwichen, mit an- 
deren Worten, Bewertungen mit halbgeordneter Wertgruppe zu betrachten, 
um dabei auch andere mehr allgemeine Ringklassen als ,,Bewertungsringe‘, 
charakterisieren zu kénnen. Insbesondere kénnte man Bewertungen betrachten, 
fiir welche die Wertgruppe eine Verbandsgruppe bildet. Will man aber Be- 
wertungstheorie mit halbgeordneter Wertgruppe treiben, so ist es nicht un- 
mittelbar klar, wie man eine befriedigende Verallgemeinerung der Ungleichung 





Uber Bewertungen mit halbgeordneter Wertgruppe. 9 


w (a + b) > min (w (a), w (b)) fir den allgemeinen nicht-linearen Fall geben 
kann'). Diese Tatsache diirfte auch der hauptsichliche Grund sein, warum 
man in der Literatur nur einige kleinere Beitriige zu einer nicht-linearen 
Bewertungstheorie findet. Wir nennen hier nur die Arbeiten von ZELINSKY [2], 
JAFFARD [3] und Fucus [4]. Alle diese Autoren betrachten Bewertungen, 
die aus der folgenden Verallgemeinerung der Ungleichung (2) entstanden sind: 


A. w (a) => w (c) & w (b) > w (c) + w (a — 6) Swe). 


Man iiberzeugt sich leicht, daB jeder Integritatsbereich in bezug auf diesen 
Bewertungsbegriff Bewertungsring ist (siehe z. B. [4], Satz 1). Dieser Be- 
wertungsbegriff ist also an und fiir sich uninteressant, da keine spezielle Ring- 
klasse als ,, Bewertungsring“‘ ausgezeichnet wird. Es kann aber in vielen Fallen 
(wie Fucus in [4] zeigt) niitzlich sein, allgemeine Integrititsbereiche von 
diesem bewertungstheoretischen Standpunkt aus zu betrachten. 

Eine andere, noch einfachere Verallgemeinerung der Ungleichung (2) ist 
die Bedingung 


B. w(a— b)>wi(a)-V -wl(a— db) aw (db), 


die offenbar stirker ist als die Bedingung A. Wie wir bald sehen werden, 
ist diese Bedingung so stark, daB sie zusammen mit den iibrigen Bewertungs- 
bedingungen nicht erfiillt werden kann, ohne daB die Wertgruppe linear ge- 
ordnet ist. Es ergibt sich also die einfache, aber interessante Tatsache, daB 
die gewohnlichen linearen Bewertungen von Kru. durch B definiert werden 
kénnen, ohne daB die Linearitét der Wertgruppe explizit postuliert werden 
muB. 

Diese Bemerkungen zeigen, daB die Bedingungen A und B gewissermaBen 
als Grenzfalle aufgefaBt werden kénnen. Bei A waren alle Integritatsbereiche 
Bewertungsringe und bei B nur die klassischen KruLischen Bewertungsringe. 
Es erhebt sich darum die Frage, ob man nicht eine allgemeine Bedingung 
finden kann, die A und B als Sonderfille enthalt und bei der méglicherweise 
auch interessante Zwischenfille hervorgehoben werden kénnen. 

Hier kommt nun die allgemeine Theorie der r-Ideale von PRUFER-LORENZEN 
zu Hilfe. DaB diese Theorie hier ein naturgemaBes Hilfsmittel ist, zeigt schon 
die Tatsache, da8 man A und B mittels der Theorie der r-Ideale wie folgt 
umformulieren kann 


A. w (a — b) € (w(a), w(d)), 
B. w (a — b) € (w(a), w(b)),. 
Hier bedeutet (x, y), bzw. (x, y), das von den Elementen z, y ¢ I" erzeugte 
v-Ideal, bzw. s-Ideal. Eine befriedigende Verallgemeinerung von A und B erhilt 
man nun, wenn man die allgemeine Beziehung 

w (a — b) € (w(a), w(b)), 


betrachtet. Um nun die ersten Resultate einer solchen verallgemeinerten 


1) Die anderen Bedingungen kénnen in unveranderter Gestalt auf den nicht-linearen 
Fall iibertragen werden. 
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Bewertungstheorie auseinanderzusetzen, miissen wir zuerst an einige Grund- 
begriffe der Theorie der halbgeordneten Gruppen und der r-Ideale erinnern. 


§ 1. Halbgeordnete Gruppen und r-Ideale. 


Wir beschriinken uns im folgenden auf die Betrachtung von abelschen 
Gruppen, die hier multiplikativ?) geschrieben werden und deren Elemente 
mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet werden. Eine solche Gruppe I" 
heiBt halbgeordnet, wenn in J’ eine Ordnungsbeziehung < mit den folgenden 
Eigenschaften definiert ist 


1. asa, 

2. asP&Psa.-.ac= 8B, 
3. asP&Psy.>.asy, 
4. asBpraysBy. 


I’ heiBt gerichtet (oder filtrierend), wenn es fiir jedes Paar von Elementen «, 
B¢ Fein Element y ¢ I’ gibt, so daB « < y und 8 < y. Wenn in I stets ent- 
weder « < £ oder f < « gilt, so heiBt I” (linear) geordnet. Eine Untermenge 4 
von J" heiBt von unten begrenzt, wenn es ein Element y ¢ I’ gibt, so daB y < 6 
fiir alle 6¢ A. Ein Element « ¢ I" soll ganz heiBen, wenn « = e, wo e das Eins- 
element von J" bezeichnet. Die ganzen Elemente von J" bilden eine Halb- 
gruppe, die wir immer mit 2 bezeichnen werden. 

Wir wollen nun kurz einige Grundbegriffe der Theorie der r-Ideale aus- 
einandersetzen*). Es handelt sich hier um eine halbgeordnete abelsche 
Gruppe I’, die als gerichtet vorausgesetzt wird. Man sagt dann, daB in J’ ein 
totales r-System (bzw. endliches r-System) definiert ist, wenn jeder von unten 
begrenzten Untermenge a von J’ (bzw. jeder endlichen Untermenge a von J") 
eine Untermenge a, zugeordnet ist, so daB die folgenden Bedingungen erfiillt 
sind: l.aCa,, 2.a¢b,+a,¢b,, 3. wenn «¢€ J’, dann ist {a},= « Q, 4.aa, 
=(aa),. Fir unseren Zweck geniigt es, endliche r-Systeme zu betrachten. 
a, heiBt das aus a erzeugte r-Ideal, und wir sagen kurz, daB a ein r-Jdeal ist, 
wenn a=a,. Wenn a= {a,...«,} endlich ist, schreiben wir a,= (a,...a,),; 
insbesondere {a},— (a), denn nach 3 ist {a},=— « 2 unabhingig von r. Das 
r-Ideal a, heiBt ganz, wenn a,<¢ Q. 

Zwei Idealsysteme sind besonders wichtig, nimlich das s-System und das 
v-System, die durch 

a,= U (a) und a,= f) (a) 
ata ac (a) 
definiert sind. Wir haben a,¢ a,¢ a, fiir alle r, so daB jedes v-Ideal ein r-Ideal 
und jedes r-Ideal ein s-Ideal fiir alle r ist. a,= a 2 und a,= (a~')-!, so daB 


*) In der gewéhnlichen Bewertungstheorie wird die Wertgruppe meistens additiv 
geschrieben. Wir haben aber die multiplikative Schreibweise vorgezogen, weil sie der 
Theorie der r-Ideale besser angepaBt ist. 

*) Fiir eine eingehende Behandlung dieser Theorie miissen wir den Leser auf die Ar- 
beiten von Priirer [5], Kruiy [6] und Lorenzen [7], [8] verweisen. 
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die hier gegebene Definition mit der tiblichen Definition der v-Ideale nach 
ARTIN und VAN DER WAERDEN zusammenfillt*). 


§ 2. r-Ideale in Kérpern. 


Es sei J ein Integritaétsbereich mit Quotientenkérper K. Wir bezeichnen 
die multiplikative Gruppe der vom Nullelement verschiedenen Elemente 
von K mit K* und setzen J*=J/7\ K*. Bezeichnet E die Einheitengruppe 
von J (d. h. £ ist die Menge der in J umkehrbaren Elemente), so ist die Faktor- 
gruppe K*/E eine gerichtete halbgeordnete Gruppe in bezug auf die Teilbar- 
keitsrelation hinsichtlich der Unterhalbgruppe J*/Z. Diese Gruppe heiBt die 
Divisibilitatsgruppe von J. Der ,,kanonische’ Homomorphismus K* > K*/E 
wird mit w bezeichnet. Wenn wir von einem beliebigen, festen r-System in 
K*/E ausgehen, so wollen wir die Menge {0} \ w-! (a,) ein r-Jdeal in K (in be- 
zug auf J) nennen, wenn a, ein r-Ideal in K*/E ist. Die Menge aller r-Ideale 
{0} Uw-*(a,) in K definiert ein r-System in K. Es ist klar, daB die Menge 
aller gebrochenen DepEKrInDschen Ideale in K (hinsichtlich J) ein gewisses 
r-System bildet. Dieses r-System nennen wir das d-System in K und ge- 
wohnliche gebrochene Ideale kurz d-Ideale. 

Um den Argumentbereich des Homomorphismus w: K* > K*/E = J’ zum 
ganzen Kérper K zu erweitern, adjungiert man ein Element co zu J’, das durch 
die Festsetzungen oo > a, a* 00 = 0+ «= 0+0o = oo fiir alle « € J’ mit den 
Elementen von J” verkniipft ist. Wir setzen dann w (a) = w(a) fiir a¢ K* 
und w,(0) = co, so daB w, ein Homomorphismus von K auf Dy, = {00} UI’ wird. 
Wir wollen auch die Menge a,\/ {co} ein r-Ideal in I, nennen, wenn a, ein 
r-Ideal in J’ ist. Es ist auch bequem, das Nullideal (0) in K und die leere 
Untermenge @ von I" (wie auch die Untermenge {co} von J%) als r-Ideale 
fiir alle r zu rechnen: (0) = w-!(«) = we" (co). Wir haben dann 

Hilfssatz 1. Mit Riicksicht auf die obigen Festsetzungen werden die Menge 
der r-Ideale in K und die Menge der r-Ideale in I'(I,) zwei isomorphe voll- 
stiindige Verbdnde in bezug auf C. 


§ 3. r-Bewertungen und r-Bewertungsringe. 

Es seien nun J’ eine halbgeordnete (multiplikativ geschriebene) gerichtete 
abelsche Gruppe und K ein kommutativer Kérper. Wir sagen, daB eine Ab- 
bildung w von K* auf I eine r- Bewertung von K ist, wenn die folgenden beiden 
Bedingungen erfiillt sind: 

I w (ab) = w(a) - w(b) 
II w(a — b) €(w(a), w(d)),,a@+b. 
Wir bemerken, daB I und II gelten, auch wenn wir w, statt w schreiben, 
und wir kénnen dann die Zusatzbedingung a + b weglassen. 

Diese Verallgemeinerung des Bewertungsbegriffs ist, wie es in der Ein- 
leitung klar gemacht wurde, insbesondere von den beiden Sonderfillen r = v 
und r = s gerechtfertigt. Dann fallt II mit A bzw. B zusammen. 


4) Siehe VAN DER WAERDEN: Moderne Algebra II (2. Aufl.) § 105. 
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Aus der Gleichung I schlieBt man w(1l) = ¢, wo 1 und ¢ die respektiven 
Einselemente von K* und J" bezeichnen. In der Kruitischen Bewertungs- 
theorie konnte man auch die Gleichung w(— 1) = e — die mit w(a) = w(—a) 
aquivalent ist — direkt aus I schlieBen. Bei diesem Schlu8 benutzt man aber 
die Bedingung, daB die Wertgruppe linear geordnet ist. Im allgemeinen halb- 
geordneten Fall kann man nur ¢= w(l) = w(—1-— 1) = w(— 1) w(- 1) 
schlieBen, d. h. daB w(— 1) ein Element in J" von héchstens zweiter Ordnung 
ist. Die Gleichung w(a) = w(— a) kann aber auch hier unter Heranziehung 
von IT bewiesen werden: 


Wo (— 4) = wo(0 — a) € (wy (0), wo (a)),= (00, Wo (a)),= (wo (a)), 
d. h. Wy(— a) => w, (a). 
Aus Symmetriegriinden ergibt sich deshalb 
W,(— a) = wy (a). 
Wir erhalten insbesondere 
Wy (a 7 b) rig Wy (a ca (- b)) € (we (a), Wy (— b)),, 

d. h. Wo (a + 5) € (wo(a), wo (5)),. 

Satz 1. Hin Homomorphismus w von K* auf die halbgeordnete Gruppe I" 
ist eine r-Bewertung von K dann und nur dann, wenn fiir jedes r-Ideal a, in I’, 


Il’ Wo (a) € a, & wy(b) € a,.> . we (a — 5) € a, gilt. 


Beweis. I folgt aus II’, indem man a, = (w,(a), w,(b)), setzt. Nimmt man 
umgekehrt w,(a) € a, und w,(b) € a, an, so ergibt sich (w,(a), w,(b)),C a, und 
nach IT deshalb w,(a — 5) € a,. 

Satz 2. Ist w eine r-Bewertung von K mit Wertgruppe I’, so bildet die Menge 
B, = w—' (Q) U {0} einen Unterring von K, den zu w gehérigen r- Bewertungsring. 

Beweis: Ist a, b¢ B,,, d.h. wo(a) > und w,(b) = «, so ist auch w, (ab) = w,(a) 
w,(b) =e, oder ab¢ B,,. Ferner ist wy (a — 5) € (we(a), wo(b)),S (wea), wo(b)),¢ 2 
U {oo}, d.h.a — bE B,. 

Im allgemeinen nennen wir einen Integrititsbereich J einen r- Bewertungs- 
ring, wenn es eine r-Bewertung w von dem Quotientenkérper K gibt, so daB J 
r-Bewertungsring in bezug auf w ist. Die Bewertungsringe der Kruiischen 
Theorie wollen wir hier gewdhnliche Bewertungsringe nennen. 


§ 4. Charakterisierung der r-Bewertungsringe. 

Wir schicken zuerst einen kleinen Hilfssatz voraus. 

Hilfssatz 2. Damit alle r,-Ideale in I’ auch r,-Ideale sind, geniigt es, dap 
alle ganzen r,-Ideale r,-Ideale sind. 

Beweis: Es sei a, ein beliebiges r,-Ideal in J’. Es gibt dann ein Element 
a€ J’, so daB aa, = 6, ein ganzes r,-Ideal ist. Nehmen wir deshalb an, daB 
alle ganzen r,-Ideale r,-Ideale sind, so ergibt sich (a,.),, = (a-1 b,.),, = a1 (6,,),, 
= a-'b, =a, . Somit ist a, ein r,-Ideal. 

Satz 3. Ein Integrititsbereich J ist ein r-Bewertungsring dann und nur dann, 
wenn alle r-Ideale in J d-Ideale sind. 
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Beweis: Es sei J ein Integritatsbereich, in dem alle r-Ideale d-Ideale sind, 
und es sei K der Quotientenkérper von J. Nach den Hilfssitzen 1 und 2 sind 
dann alle r-Ideale der Divisibilitatsgruppe K*/Z auch d-Ideale und es folgt 
aus Satz 1, daB der Homomorphismus K* > K*/E eine r-Bewertung von K ist 
mit J als zugehérigem r-Bewertungsring. Wenn umgekehrt J ein r-Bewertungs- 
ring ist, so muB es der Homomorphismus K*~ K*/E sein, der J als r-Bewer- 
tungsring definiert. Nach Satz 1 ist nun, wenn a und b in dem r-Ideal w7' (a,) 
enthalten sind, auch a—b in w>'(a,) enthalten, d.h. wo(a,) ist ein d-Ideal. 

Aus der Tatsache, daB jedes v-Ideal ein d-Ideal ist, folgt unmittelbar: 


Korollar. Jeder Integrititsbereich ist ein v-Bewertungsring, d.h. ein semi- 
Bewertungsring im Sinne von ZELINSKY [2]. 

Dieser Korollar bildet den Ausgangspunkt der Arbeit [4] von Fucus. 
Dieses Ergebnis ist aber auch direkt ganz unmittelbar einzusehen, denn es 
ist im wesentlichen mit folgender Aussage aquivalent: Wenn a und b beide 
durch c teilbar sind, so ist auch a + 6 durch c teilbar. 

Um eine interessantere Folge aus Satz 3 zu ziehen, beweisen wir zuerst den 


Hilfssatz 3. In einem kommutativen Ringe R mit Einselement ist jedes 
s-Ideal ein d-Ideal dann und nur dann, wenn in R von zwei Elementen a und b 
stets (mindestens) eines durch das andere teilbar ist. 

Beweis: Es sei a, ein s-Ideal in R und a, b zwei beliebige Elemente aus a, . 
Nehmen wir z. B. an, daB a/b ist, d.h. b= ac mit c€ R. Wenn e das Eins- 
element von R bezeichnet, ergibt sich dann a—6=a—ac=a(e—c)€(a)Ca,; 
daher ist a, ein d-Ideal. Sei umgekehrt R ein kommutativer Ring mit Eins- 
element, in dem alle s-Ideale auch d-Ideale sind. Insbesondere ist dann das 
s-Ideal (a) (b), das von zwei Elementen a, 6 aus R erzeugt wird, ein d-Ideal, 
d.h. wir haben entweder a — b€ (a) oder a — 6€ (b), was mit a/b bzw. b/a 
aquivalent ist. 

Korollar zum Hilfssatz 3. Hin Integritdtsbereich J ist dann und nur dann 
gewohnlicher Bewertungsring, wenn jedes s-Ideal in J ein d-Ideal ist. 

Dieses Ergebnis folgt aus dem Hilfssatz 3 unter Heranziehung der wohl- 
bekannten Charakterisierung der gewéhnlichen Bewertungsringe als den- 
jenigen Integritatsbereichen, in denen von zwei Elementen stets (mindestens) 
eines durch das andere teilbar ist. Aus diesem Korollar zusammen mit Satz 3 
ergibt sich nun der 


Satz 4. Ein Integritétsbereich J ist ein s- Bewertungsring dann und nur dann, 
wenn J ein gewodhnlicher Bewertungsring ist. 

Um den Inhalt dieses Satzes besser hervorzuheben, geben wir auch die 
folgende Formulierung: 


Satz 5. Hine halbgeordnete Gruppe, die das homomorphe Bild der multi- 
plikativen Gruppe K* eines Kérpers K ist, ist notwendig linear geordnet, wenn 
der gegebene Homomorphismus w eine s-Bewertung von K ist, d.h. wenn min- 
destens eine der Beziehungen w(a — b) >w(a) oder w(a — b) => w(b) fiir jedes 
Paar a,b ¢ K* mit a+ b gilt. 
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Kennzeichnung von Ordnungszahlen 
durch rekursiv erklarte Funktionen. 
Von 
Kurt Scutrre in Marburg/ Lahn. 


Einleitung. 


Zur beweistheoretischen Untersuchung von Induktionen, die iiber die ge- 
wohnliche vollstaindige Induktion hinausgehen, braucht man Systeme kon- 
struktiv erklirter Ordnungszahlen. Ein solches System, in dem jede einzelne 
Ordnungszahl eine feste Bezeichnung besitzt, kann naturgemaB nur einen ge- 
wissen Abschnitt der zweiten Cantorschen Zahlenklasse umfassen, da ja die 
Bezeichnungen eine Abzihlung der betreffenden Ordnungszahlen erméglichen. 

Ein weit tiber die erste e-Zahl hinausgehendes System eindeutig bezeich- 
neter Ordnungszahlen hat W.AcKERMANN!) konstruktiv eingefiihrt. Mit 
nichtkonstruktiven Methoden hatte schon vorher O. VEBLEN?) ein System 
von Funktionen abgeleitet, das feste Bezeichnungen fiir alle Ordnungszahlen 
eines noch umfangreicheren Abschnittes der zweiten Zahlenklasse liefert. 
A. CuurcH®) wies darauf hin, daB zwischen den von VEBLEN und von ACKER- 
MANN verwendeten Funktionen trotz grundsitzlicher Unterschiede offenbar 
eine innere Verwandtschaft bestehe, deren genauere Untersuchung von Inter- 
esse sei. In der vorliegenden Arbeit wird die Verwendungsméglichkeit der 
Funktionen von VEBLEN zum konstruktiven Aufbau der Ordnungszahlen auf- 
gezeigt und eine Verbindung zu dem System von ACKERMANN hergestellt. 

Das im §1 eingefiihrte Funktionensystem iiber einer beliebigen stetig 
wachsenden Funktion von Ordnungszahlen deckt sich vollstiéndig mit dem 
Funktionensystem von VEBLEN. Es ist hier nur in einer etwas abweichenden 
Symbolik*) entwickelt, um zu einer méglichst klaren konstruktiven Einfiihrung 
von Ordnungszahlen und zu einer einfachen Abbildung dieser Ordnungszahlen 
auf die natiirlichen Zahlen hinzuleiten. § 2 bringt auBer den schon von VEB- 
LEN aufgezeigten Méglichkeiten, gewisse Ordnungszahlen mit Hilfe des Funk- 
tionensystems durch kleinere Ordnungszahlen auszudriicken, Rekursionen fir 
den GréBenvergleich von Ordnungszahlen. Hiermit ist fiir einen Abschnitt 


1) Konstruktiver Aufbau eines Abschnitts der zweiten Cantorschen Zahlenklasse 
Math. Zeitschr. 53, 403—413 (1951). 

*) Continuous increasing functions of finite and transfinite ordinals. Transactions 
Amer. Math. Soc. 9, 280—292 (1908). 

*) Referat zu *), Journal of Symbolic Logic 17, 152 (1952). 

\ By cece a 

*) Die Funktion p(x,,..., 2g) von VEBLEN erscheint hier in der Form 9 0 ec 7. 
mit a,—= — 1 + =, fiir alle »< 8 und ag= 2; , wobei alle ag=0 zugleich mit den darunter 
stehenden Zahlen fortzulassen sind. 
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der zweiten Zahlenklasse der Ubergang von den nichtkonstruktiven Methoden 
zu einer konstruktiven Behandlung gegeben. 

§ 3 liefert die Verbindung zu Systemen mit eindeutig bezeichneten Ord- 
nungszahlen, unter denen auch das System von ACKERMANN enthalten ist. 
Dabei ergibt sich unmittelbar eine Abbildung auf die natiirlichen Zahlen 
unter Bezugnahme auf die Primzahlzerlegung. Der zum konstruktiven Auf- 
bau erforderliche Wohlordnungsbeweis wird im § 4 in ahnlicher Weise durch 
Nachweis der transfiniten Induktion gefiihrt, wie ihn ACKERMANN fiir sein 
System angegeben hat. 


§ 1. Ein System kritischer Ordnungszahlen. 


Die Ordnungszahlen, von denen im folgenden die Rede ist, sollen ausnahms- 
los der 1. oder 2. Cantorschen Zahlenklasse angehéren. Ist M eine abziahl- 


bare Menge solcher Ordnungszahlen, so bezeichne sup f(x) die kleinste Ord- 
zEM 
nungszahl a mit f(x) < a fiir alle x € M. 


Eine Klasse von Ordnungszahlen heiBe ,,unbeschrinkt‘‘, wenn sie oberhalb 
jeder Ordnungszahl ein Element enthalt. Auf eine unbeschrankte Klasse 8 
laBt sich die Gesamtheit der Ordnungszahlen (der 1. und 2. Zahlenklasse) ein- 
eindeutig und ordnungstreu abbilden. Ist in dieser Weise eine Ordnungs- 
zahl a auf ein Element k der Klasse R abgebildet, so sagen wir: ,,k ist die 
a-te Ordnungszahl der Klasse R.“‘ (Dabei wird das kleinste Element von R 
als 0-te Ordnungszahl dieser Klasse bezeichnet.) 

Es sei g(x) eine stetig wachsende Funktion von Ordnungszahlen, d. h. 
eine Funktion mit den Eigenschaften 


(1.1) y(a)<q(b) fira<d, 
(1.2) gy (sup x) = sup ¢(z). 
zEM zEM 


AuBerdem sei 
(1.3) 0<@(0). 
Zu einer solchen Funktion gehért bekanntlich eine unbeschrinkte Klasse 8 
,kritischer“ Zahlen k mit p(k) =k. Die Funktion, welche die Gesamtheit 
der Ordnungszahlen auf die Klasse 8 abbildet, ist ebenfalls stetig wachsend 
und besitzt daher ihrerseits kritische Zahlen. 

Um den BildungsprozeB kritischer Zahlen weitgehend fortzufiihren, ver- 
wenden wir ,,Klammersymbole“ 


Gp G,...4n 
a en: yi 
in denen die a), @,,...,@,, %&, %,-.+, %, Ordnungszahlen mit 
OS MK aK... <a 


sind. Diese Klammersymbole bezeichnen wir mit groBen lateinischen Buch- 
staben A, B,... . Es soll dann und nur dann A = B sein, wenn die Klammer- 


: : - 0 
symbole A, B durch Einschaltungen bzw. Streichungen von Spalten a 2US- 


einander hervorgehen. 
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Unter Bezugnahme auf die Funktion g(x) ordnen wir jedem Klammer- 
symbol A eine Ordnungszahl » A durch folgende Festsetzungen zu: 


(2.1) (6) - (a). 
(2.2) gA=qB fir A=B. 


(40% a+ + On 
Y O a, ay... On 
23 Gleichungen 
(2.3) Z a¥a,...an 
* f= z 
a x, Oe... On 


mit a,+ 0 sei die a)-te gemeinsame Lésung z aller 


mit af << «,,af<a,. 


Offenbar werden hierdurch die Werte gy A in rekursiver Weise eindeutig be- 
stimmt, wenn die Lésungen des in (2.3) genannten Gleichungssystems eine 
unbeschrankte Klasse von Ordnungszahlen bilden. Es ist also noch zu be- 
weisen: 


Ist «+0 und a,+0, so gibt es zu jeder Ordnungszahl wu eine 


Ordnungszahl x mit wu S x und 


(3.1) heim ete "= 

¥ a* a, ad — 

fiir alle af < a,, af<a,. 
Wir beweisen gleichzeitig 
° ° . Qg.++4 

(3.2) Bei a* <a, ist ¢ e a, pa . S 2 *) 

ly Ag... Op Oy he. oo Op 
Q « » @, Gy---On 
(3.3) % = region 
‘ 2 GQ, A,.-+-+n 
(3.4) 0<o(2er"--29) 

° ° @, Aeg..-- Z Gass 
(3:5) Bei a,= sup x ist o( 5, a = sup | 4 pa F 
ze \ hy ee ss Oy rem (Oy hg ea On 
Zum Beweise dieser Sitze verwenden wir eine lexikographische Anordnung 


der Klammersymbole. Diese wird folgendermaBen erklart: 
1. Ist bei zwei ungleichen Klammersymbolen 


is (emery B= e ae. 
YoVie++Yn)’ YoVie++Yn 


deren zweite Zeilen iibereinstimmen, j der gréBte Index mit a;+,, so sei 
A < B baw. B < A je nachdem, ob a; < 6b, oder 6; < a, ist. 

2. Mit A< B, A= A*, B= B* sei auch A*< B*. Hierdurch ist die An- 
ordnung vollstandig bestimmt, da sich je zwei Klammersymbole durch Ein- 
schaltung von Spalten y, immer in Klammersymbole mit iibereinstimmenden 
zweiten Zeilen iiberfiihren lassen. A< B ist offenbar eine mit der hier vor- 
liegenden Gleichheitsrelation vertragliche Wohlordnungsrelation. 


Mathematische Annalen. 127. 
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Wir beweisen nun (3.1)—(3.5) durch transfinite Induktion iiber die 
Klammersymbole 
Q,..-n 
- see 7 


in der soeben definierten Anordnung. 
Fiir das erste Klammersymbol (6) dieser Anordnung sind (3.1) und (3.2) 


gegenstandslos und ist (3.5) trivial. (3.3) und (3.4) besagen in diesem Falle 


0 0’ 
0 9(0) ew. o<e(9) 
Sie ergeben sich aus (1.3) und (2.1). 


Weiterhin nehmen wir als Induktionsvoraussetzung, daB die Satze (3.1) 
bis (3.5) fiir alle diejenigen 5,,..., 5,,, 8,,..., Bm (an Stelle von a,,..., es; 


%,,-..-, &) gelten, fiir die 
— (« cool 
< 
his " hia 
ist. Die vorausgesetzten Siatze seien mit (3*1)—(3*5) bezeichnet. Hiermit 


beweisen wir (3.1)—(3.5) fiir a,,..., @,, a, ..., &- 


Beweis von (3.1): Es sei 


by = sup g(a) b sup @ (0 ss 
0 . * » “Sa . * 
a, Ay Ae. - a ay Hy Hee a 
at< a, sa “2 n ak< a, 1*1 “3 n 
a* <a, at <a, 


und 6 = sup 6;. Dann ist nach (3*3) fiir af < «,, af < a, 
i 


aa ae copes 
* = %, 
a hy... On 


b sone = 


: aF a, a... On 
also allgemein u < 6,< 6. Fir af < «,, af < a, ist nach (3*5) 


b a¥a,...an bj a¥ ay... an 
* = SUP 7 | L« 
a a, Oe... Oy ; a ox, Og... Op 


)<o. 


/ 


9 | 
Da nach (3*3) auch 


\ 


a b a¥ a,...@n 
bs ? (ae, “rs 


ist, geniigt 6 den in (3.1) gestellten Anforderungen. 
Auf Grund dieses Beweises kann nunmehr (2.3) auBer fiir b,,...,5,,, By,... 


B,, mit 
(by 00 Om ies or 
a?) - ee 
auch fiir a,,...,@,, %,..., %, verwendet werden. 
Beweis von (3.2): 1. Fall: a, = 0. 


Ist eo - (¢). so gilt (3.2) gemaB (1.1), (2.1), (2.2). Andernfalls kann 
a+++On 
@, dg... Gn) 


a,+0 angenommen werden. Dann ist o(° ra a nach (2.3) die a,-te 
p Migros 
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x at...dn 


Zahl x mit o(ce “*) x fiir alle af<a,, af¥<a,. Bei af<a, ist 
Fa,... 


die af-te derartige Zahl kleiner als die a,-te, also 
apres inden 
?\.. Oe... On <# Oy Ag... On) © 
2. Fall: a, + 0. 


Fiir - y aed ° oe =9 ee. Qy-- ee und at< a, gilt gemaB (2.3) 


Oy Og... Op Oa, &..- On 
b a¥ a,...Gn “se 
or mee ah as 
Nach (3*4) ist 0 < 6, also nach (3*2) 


GT d,---Gn\ ne ah hee dil: (dy dg. + On 
P\ a, ag.--0n) % Oa, a... an <¢ O a, Og... Om —— Oy hg... On/) 


Beweis von (3.3): Ist a, = 0, so (3.3) trivial. Ist a,-+ 0, so nach (3*3) und (3.2) 


Ce Sa? SS fiir alle at <a,, 


ay 
Hy Age ++ An Oy Kgs On 


TAN 


G@, Gg.--On 
Oy hg. .- An) 


also a,< 9 ( 
Beweis von (3.4): 
Ist (3 a J - (5) , 80 gilt (3.4) gem&B (1.3). Andernfalls kann a,+ 0 ange- 
— 
nommen werden. Dann ist nach (3.3) 0 < a,<S 9 S oe ye 
Aye ee An 
Beweis von (3.5): 1. Fall: a, = 0. 
ma ae ” (0): so gilt (3.5) gemaB (1.2, (2.1), (2.2). Andernfalls kann 


\Age ee Am 
a,+ 0 angenommen werden. Setzen wir 


f(z) = Co. 


O ay... On 


lA 


so ist nach (2.3) 


6 at...an 


aF as a. = f(z) 
und nach (3*5) auch 
sup f(z) a¥...an 
zeEM 
of 


at d= mp fiir alle af < a,, a¥ < ay. 


Folglich gibt es nach (2.3) eine Zahl b mit 


f( ) ties. 
cain a O ag... Om)” 


Nach (3.2) ist 
= el ee 
pes AY Oa... an 


Daher gilt fiir alle x € M 


Xdg..-dn ba....Qn GQ; dg... « On) 
0 (oot) se (05.7) so(S i. a 


lA 


oe 


P\ 0 as... 0p . 
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und nach (3.2) z < 6 <a,, also a,= sup z = 6 und 
TEM 
(Soe -- 89) = su intel. 
4 Oy Og... Oy pe bg Oy Ogee Og)” 
2. Fall: a, + 0. 
Fiir a,= 0 ist (3.5) trivial. Es sei a,+ 0. 
Zu af < a, gibt es b€ M mit aF < b. Ist 


f(x) = p (2 2---%) -9(6 Gichbnn F 


Ay hg... Ap O a, Hy... Oy 
so nach (2.3) 
{(b) a* a,... ay, 
? 


a®¥ a, a,.. “al = f(b) fiir alle af < a, 


und nach (3*5) auch 


zEeM res , 
= sup f(x) fiir alle af < a,, af < 


(=< {(z) a*a,.. = 
zEM : 


a,;. 
at Gy Hs... Om 1 


Dann ist nach (2.3) 


gc peer 
= ‘ 
O a, aq... Oy |, Ag... Og 


sup f(x) = | 
zEM 


Da nach (3.2) auch 
sup (? oe <¢ pens 


per My We... Oy [Oy Og. . Og 
ist, gilt 
Ree 2 sup y(* ger 
Oy Oe... On rem \% tae + Om 


Hiermit sind (3.1)—(3.5) durch transfinite Induktion bewiesen und (2.1) 
bis (2.3) als eindeutige Festsetzungen der Werte @ A bestiatigt. Die Sitze (3.2) 
und (3.5) besagen, daB alle 

Za,...dn 
$ Cops - a 


stetig wachsende Funktionen von z sind. 
Wie die folgenden Sitze zeigen, ist auch ¢ (.) eine stetig wachsende 


Funktion. 
(4.1) l<q ({)- 


Beweis: Ist a= 0, so ¢ (‘) =g(l)>q(0)=21. Ist a+0, so gilt fir 


b= (2) = (5 :) nach (2.3) b=¢ (* ‘) =@(b). Dann ist 6+0, also 


b= p(6)2> (1) > 1. | 
(4.2) Bei a < b ist ¢ (;) <¢ (;). 
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Beweis: Fiir c = (;) = (0 i: a <b gilt nach (2.3) 
c= o(<3)- o(%). Nach (4.1) ist c > 1, also (3) < o(:)- o(). 


1 {1 
(4.3) = sup @ - 
(sup 2)~ sup 9. 


ze 


Beweis: Es sei f(x) = (2). Zu a<sup x gibt es DEM mit a<b. Fir 
b<-2 folgt aus f(z) = (5 :) nach (2.3) f(x) = 9 (@ 2) = o () . Auf 


a 2 
sup f (2) 
Grund von (4.2) ist sup f(x) = sup f(z), also nach (3.5) sup f(z) =@ ” ; 
bszem rem rem ° 
Da dies fiir alle a < sup z gilt, gibt es nach (2.3) ein c mit sup f(z) = - . : 
zeM zeM b~ e 
Daraus folgt 


me} ai a :) 
# (mp «) sup /(e) - mp o(2). 
1 l e . — 2 
Da nach (4.2) @ (3) < (sup | fiir alle b € M gilt, ist auch 
zEeM 
sup @ (*) se eS 
se? (2) § (sp ) 
Ferner folgt aus (4.2) durch transfinite Induktion 


l 
(4.4) a<9(°). 
§ 2. Rekursionsméglichkeiten. 
l 
zx 
bezeichnen wir nach VEBLEN als #-Zahlen (beziiglich der Ausgangsfunktion 
qy(x)). Jeder Wert der Funktion g(x), der nicht eine Z-Zahl ist, laBt sich 


in der Form g A mittels kleinerer Ordnungszahlen ausdriicken. D. h. es gilt 
der Satz: 


Die kritischen Zahlen der Funktion ¢ ( ), also die Zahlen 7 mit ¢ (‘) = %, 


' Ist a = y(b)< (<): so gibt es Ordnungszahlen 
(5.1) 4 


' ’ ‘ ee 
| gy «0 «9 Migs Gigs oo a, , die alle kleiner als a sind, mit a =p ~ *) . 


Ao--+- an 
Beweis: Wir definieren successive Ordnungszahlen £,, b; in folgender Weise: 


1. By sei die kleinste Zahl mit a <q ). Wire a < f,, so auf Grund der 


Minimalbedingung a = (*.) =¢ (tea) fiir alle a*< a. Dann hitte man 


Co 


nach (2.3) ein cy mit a = (6 ‘) und somit a= o(;) im Widerspruch zur 


Voraussetzung. Daher ist fy< a. Ist B,= 90, so folgt aus a = y(b) < p(a) 
nach (1.1) a < b, und (5.1) ist mit a,= b, a= 0, n = 0 erfiillt. 
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2. Ist B,+0, so sei 6; die kleinste Zahl, fiir die es ein f;,,< 2; mit 
a<o(4, ert gibt, und £,;,, sei die kleinste derartige Zahl. Wire 
t+ 1 Pt+++ PO 
b; = 0, so 


a<o(s a. 8) baw. a<o(5) (bei ¢ = 0), 


was gegen die Minimalbedingung fiir 8; verstéBt. Also ist };+ 0. GemaB der 
Minimalbedingung fiir 5, ist 


a= o(sem n) 


Daher gibt es nach (2.3) ein c; mit a = ¢ Ca. 0 fi. “a ). Ist c;= 0, so 
werd s< & fia a: “2) 
? Bi Bi-1.--B 7 ? Bi Bi- 1° Bo 
und nach (3.2) 6;< a. Ist c;+ 0, so nach (3.3) und (3.2) 
“ bj. . De -. a 
bs 9(5. 2) <P (op. k us 
Also ist allgemein 0 < 6; < a. 


Die £,, B,,... bilden eine absteigende Folge von Ordnungszahlen < a. 
Diese Folge mu8 mit einem #,,= 0 abbrechen. Wir haben also 


a<o(op. p)- 


Dabei ist auf Grund der Minimalbedingung 


Oey. by . 
veins P( be pa a fur alle Brii< Bn- 1> be _y q = 


Nach (2.3) gibt es somit ein a, mit 
Ay bn_,.. Do 
0= 0(0 mesa): 
(se benaeeb) ee----s) 
PLO Bn—1--- Bo) > \0 Bn-1--- Bo, 
ist dg< a. Mit a= 0, a= B,_;,4;= 5,_; (t= 1,..., n) ist (5.1) erfillt. 


i ws 1 , 
Die hier benutzte Voraussetzung a <o(i) kann nicht entbehrt werden. 


fiir alle B¥ < B;, b¥ < b;. 


Wegen 


Ist nimlich a = » (’). also a eine Z-Zahl, so laBt sich a nicht mittels kleinerer 


Ordnungszahlen in der Form g A ausdriicken. Das ergibt sich aus den fol- 
genden beiden Sitzen. 


Sind alle a,,...,4,, %,..., @, kleiner als eine Z-Zahl 7, so ist 
(5.2) (” @,-.-dn\ 
? a =? 


Beweis durch vollstandige Induktion: 


1 01 
1. Aus 7 = 9 (*) = (9 ‘) und «,< 7 folgt nach (2.3) 


n=9(2.7)-(a)- 
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~~ re gee = O n ay...an 
a 7"? Oy Og... Oy O a; Hg... Om 


) und a@<a,,@,<7. Dann 


: 1 @,4,...4n 
' 2 =@ 
ist nach (2.3) 4 =¢ ce disllinsc staal * 
Sind alle a), ..., @,, %,-.-, & kleiner als eine Z-Zahl 7, so ist auch 


(5.3) 





G)4,...4n 
? ae <1: 

Beweis: Nach (3.2) und (5.2) ist 

Qo G,..-dn N G,...dn 
? anges leatire — 

Lassen sich zwei Ordnungszahlen a, b gemaB (5.1) in der Form g A bzw. 
gy B durch kleinere Ordnungszahlen ausdriicken, so kann auch die GréBen- 
beziehung zwischen a, b auf GréBenbeziehungen zwischen kleineren Ordnungs- 


zahlen zuriickgefiihrt werden. Zur Entwicklung dieser Rekursionen gebrauchen 
wir einige Hilfssitze. 


(6.1) Ist A= Eon mit a,+ 0, so a;<q A fir allei=1,...,n. 


Ao---an 


Beweis: Nach (3.3) und (3.2) ist 
? Gj.+-Gn)\ _ 0 a,...an (Fo41-+-On\ 
a o (a) 9 (oa) <9 (see) = 94. 


Ist A = oe mit a,+ 0, so pA= o(%) 


(6.2) ® a ? 
| und pA =o (% at? S) fiir alle i > 1. 


Beweis: Nach (2.3) ist 


Aa*a;... - 
pA=o(%s ae and fiir alle af < a,, af<a,, 


also insbesondere 


pA=o(% ah atp mo ae * 


O a, Gg... am O a...On 


Durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses ergibt sich die Behauptung. 


Gy 4,..-an ye a _ 
(6.3) i A= ees < B und a,=9 B sowie a;<¢ B fiir alle 
t=1,...,n,80 pA=QB. 


Beweis: Es sei 
a te) 
= =. 
B= (pa pe) Ba 
Wir kénnen annehmen, daB alle a,,..., @,, 5,,..., 0, ungleich 0 sind (wobei 


evtl. m oder n gleich 0 ist). Die gréBten iibereinstimmenden rechten Teile 
von A, B (sofern solche vorhanden sind) seien 


ibis Ba apa 3 
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Dann ist wegen A < B jedenfalls k + 0 und entweder 
1.7 = 0 oder 
2.7+0, a;-,< B,-, oder 
3.70, aj-y= Be-1, %j-1< e-1- 
Im 1. Falle ist 
a ae 
gBa=9 . a = ~pA2za,= @B, also pA= GB. 


Im 3. Falle ist j — 1+0, da p B= a,< b,_, nach (3.3) und (6.1) unmédglich 
ist. Wir haben also in den beiden letzten Fallen £,.,>0 und wegen £,= 0 
auch k—1>0. Ist k — 1 = 1, s0 
6, bg—,.-.- On 
qa (Sm... rar 
Ist k — 1 > 1, so nach (6.2) 
OB by_,..- dm’ 
eB=q ( 0 a ae 


Nach (2.3) ist daher allgemein 
os & .&... 
pB -9( > aoe 
BE ne 1 Be.. 
Insbesondere ist im 2. Falle 
: PB O by...bm es gB G;..+4n 
pB=¢ (. le Na wed “7 Ag ean 
und im 3. Falle 


~s (@B : pea : g( 9" 4-1%°>-% 
} Y : 
a; _ 9 Be- 1 Be-- ee 9 %j -y%jr + Om 


7) fir alle Bf_1< By-1, Of _1< 5-}. 


In beiden Fallen haben wir eine Gleichung der Form 





pBa,;,,---an 
pB=¢ A ‘ 
Oy he yee On 
Ist i + 0, so gilt nach (2.3) 
Bi(oB ove 
pB=9(? vr" ai +1 on fiir alle a¥< a,;,(p B)*¥<qgB 
a? a me eye Om 
und wegen a,_, << «,, a;< B insbesondere 
B . 
pB=9(" 5° * Se 
ao in 


s-3 %%an°°° 
In dieser Weise ergibt sich schlieBlich 
‘pBa,...a 
pB=9( ")=9@A. 


Ag Ky... On 


(6.4) Ist A= ee <B und a;< 9B fir alle i=0,1,..., n, 30 pA< @B. 
Beweis: Es sei «Ce = mit y= 0. Wegen A~<B ist dann 
1, = 


Cs.) 3 (QR: ry 
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1. Ist BE hee auch nm B. 


Os. Op B,. a er B,. + Bm 
Hieraus folgt nach (3.2) und (6.3) 


E ~Ba,...a 
¥ A< ofPnr y B. 


pau Buco 
2. Ist - ie ( : “P so A<B nur bei a,= 0, a,< by. Dann ist 
By. -+ Bm 


Ay---On 


nach (3.2) 


: Q,4,...an bab, . . « Oxy 
gpA=¢ (5 - a<eGe 4) p B. 

Die GréBenbeziehung zwischen zwei Termen g A, gp B laBt sich nun 
durch folgende Satze bestimmen: 


I. Ist A= B,sopA= B. 
ss By... n a. 
Il. Fiir A = ie ~ < B gilt: 
(7.1) Ista,< p B fir allei=0,...,n,8s0 pA< pp B. 
Gibt es ein j mit 0 <j S und 
| a,;= 0 fiir alle i < 7 (sofern j + 0 ist), 
(7.2) a,;= oy B fiir i = j, 
a;<  B fir alle i >j (sofern j + n ist), 
so ist gq A g B. 
(7.3) Gibt esi, k mit j < k,a;+0,a,.= oy B, soist p B< pA. 
(7.4) Gibt es ein j mit a;>¢ B, so ist p B< pA. 


Beweis: (7.1) und (7.2) gelten gemaB (6.4) bzw. (6.3). Aus den Voraus- 
setzungen von (7.3) folgt nach (6.1) p B=a,< mA. Unter der Voraus- 
setzung von (7.4) ist nach (3.3) bzw. (6.1) p B< a;s pA. 

Die Voraussetzungen von (7.1)—(7.4) bilden offenbar eine vollstandige 
Disjunktion. Sie erstrecken sich nur auf GréBenbeziehungen von Term- 
Paaren, die jeweils zusammen weniger g-Symbole als das Term-Paar @ A, 
gy B enthalten. 

Aus den soeben bewiesenen Siatzen folgt insbesondere, daB die gemaB (5.1) 
méglichen Darstellungen von Ordnungszahlen eindeutig bestimmt sind. 
Das heiBt aus a = w A = » B folgt A = B, wenn alle Elemente von A und B 
kleiner als a sind. Wire nimlich A < B, so miiBte der Fall (7.2) vorliegen, 
also ein Element a;=  B existieren. 

,.y-Zahlzeichen“ erkliren wir rekursiv durch die be'den Festsetzungen: 

1. Das Symbol 0 ist ein w-Zahlzeichen. 


‘2 ° ° Gyg.++An ° 
5. Wee es 2s ey Wigs 8 a, p-Zahlzeichen, so ist auch ¢ og =) ein 
g-Zahlzeichen. 
Die Anordnung der g-Zahlzeichen wird durch die obigen Satze rekursiv 


bestimmt. Diese Anordnung ist unabhingig von der speziellen Wahl der Aus- 
gangsfunktion ¢ (z). 
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Wahlen wir insbesondere 1 + z als Ausgangsfunktion'), so erhalten wir 
als Werte der Funktion g(x) alle von 0 verschiedenen Ordnungszahlen. Nach 
(5.1) ist in diesem Falle jede Ordnungszahl unterhalb der kleinsten E-Zahl 7, 
durch g-Zahlzeichen ausdriickbar. Nach (5.3) stellt umgekehrt jedes g-Zahl- 
zeichen eine Ordnungszahl unterhalb 7, dar. 


§ 3. Verwandte Systeme. 


Von den Funktionen gA kann man in einfacher Weise zu Funktionen 
A iibergehen, fiir welche ebenfalis der Satz (5.1) gilt, aber 9A = 9 B nur 
bei A = B ist. 

Wir setzen dabei voraus, dab alle Werte der Funktion » (x) Limeszahlen 
sind, was z. B. bei 

@(x) = w-(1+ 2) 


der Fall ist. Dann sind offenbar auch alle g A Limeszahlen. Zur Erklirung 
von @ A fiihren wir einige Bezeichnungen in bezug auf ein Klammersymbol 


4 (%° a, ...4n)\ 
Oa, ...om 
ein: 
A heiBe ,,kritisch’, wenn ein a; = @ A ist. 
A heiBe ,,ausgezeichnet‘, wenn es qg,r gibt mit ag = q+rund0<r<a, 


so daB 
oe yon 
Oa,...on 


1’ ‘apie 
y }. 
O a@...am 


kritisch ist. Ferner sei 


Die Definition der @ A lautet: 

= A { y A’, wenn A ausgezeichnet ist, 
Qs 
’ | p A, wenn A nicht ausgezeichnet ist. 
Dann gelten folgende Siatze: 


1 ‘ 
Ista= p(b)<q (.). so gibt es Ordnungszahlen 





(8.1) 
. ° ° ° _ Ho «++ 
My, ---54n, %g,-..+, &, die alle kleiner als a sind, mit a = ¢ (@° a 
o+++Omn 
Beweis: Nach (5.1) gibt es Ordnungszahlen b, , a,,...,@,, %,..-, &,, die 


alle kleiner als a sind, mit 


b, a, ...A, 
. F engage F 


Dann ist B 


OG... : “is - 3 
y a nicht kritisch. Ist B nicht ausgezeichnet, so 


0 Ay ---An 
y B= q B=a. Ist B ausgezeichnet, so gibt es g,r mit b= q+r, r<o, 


, : b l 7 * 
5) Dann ist 9 “ 1) aw +a, @ (; 2) die a-te e-Zahl, p - , >) die a-te kritische 


e-Zahl 
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so daB (2 oe kritisch ist. Da B nicht kritisch ist, so r >0, also b, 
a+++On 
Q,a,...a 


von der Form a,+ 1. Dann ist auch A = ( 
Oa,...% 


*) ausgezeichnet und 
n 
gA=q B=a. 


Tos ° . — {&...a 
(8.2) Fir alle i=0,..., nist a<@ (% az 
Ag+ ++ An 
Beweis: Wir kénnen a = 0 annehmen. Ist A = hes nicht aus- 
o+++On 


gezeichnet, so allgemein a,< gy A= @Q A. Ist A ausgezeichnet, so nach (3.3) 
a<G%+1s qgA'=@A und nach (6.1) auch a< gA’=@GA fiir alle 
Ty err | 

Die GréBenbeziehung zwischen zwei Termen 9 A, 9 B wird bestimmt 
durch die Siatze: 


I. Ist A= B,sogA=@ B. 
- G_G,... 

II. Fiir A = ( + Seg 
QB<@A. 

(8.4) Ist a,< o B fir allei=0,....n,s0pA< @ B. 

Beweis von (8.3): Nach (8.2) ist p BS a,;< 9 A. 

Beweis von (8.4): Es sei ¢ B =  B, wo B = B’ baw. B = B ist, je nach- 
dem, ob B ausgezeichnet oder nicht ausgezeichnet ist. Aus A<B folgt 
A'<BX<B. Aus a< y B folgt, da g B nach Voraussetzung eine Limeszahl 
ist, @+1<¢q B. Unter den Voraussetzungen von (8.4) ergibt sich daher 
nach (7.1) pg A’s@ B, wobei sich das Gleichheitszeichen nur auf den Fall 
A'= B= B bezieht. Nach (3.2) ist yg A<qgA’, also jedenfalls g AS gB 

@B. Wire GA=GB, so GA=q@A' und A’=B=B, also A ausge- 
zeichnet und A’= B nicht ausgezeichnet. Mit A ist aber auch A’ ausgezeichnet. 
Folglich ist p A < @ B. 

Da die Voraussetzungen von (8.3) und (8.4) eine vollstandige Disjunktion 
hilden, bleibt fiir @ A = 9 B nur A = B. 

Zur Kennzeichnung aller Ordnungszahlen unterhalb der kleinsten E-Zahl np 
reichen die Symbole 0 und @ nicht aus, da hier nach Voraussetzung nur Limes- 
zahlen als Werte der Funktion g(x) auftreten. Es lassen sich aber, wenn 
g(x) = @-(1+ 2) ist, alle Ordnungszahlen unterhalb 7, gemaB (8.1) durch 
Terme ausdriicken, welche nur die Symbole 0, @ und + enthalten. In dieser 
Weise ist das konstruktive System der Ordnungszahlen von ACKERMANN 


gebildet. Seine Klammersymbole («, 8, y) entsprechen den @ (; 4 °) ; 


Man kann auch zu Funktionen g* A iibergehen, welche dieselben Eigen- 
schaften wie die A besitzen, aber zur Kennzeichnung aller Ordnungszahlen 
unterhalb 7, ausreichen. Dabei nehmen wir 


ee < Bgilt: (8.3) Gibt es ein j mit a;=> @ B, so ist 


yp (x) = w- (1+ 2) 


als Ausgangsfunktion. Fiir ein Klammersymbol 


Pe foesre 


0 1 ag... Oy 
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definieren wir 


[et 1, falls a;= 0 fiir alle i=1,...,m ist, 
- —1+ . , : 
gt A 7 * y % falls a,+ 0 und a,;= 0 fiir alle i= 2,...,n ist, 


@ A, falls es ein a; + 0 mit j = 2 gibt. 


Dann gelten folgende Siatze: 


l , 
r | Ist O0<a<¢ (,) , so gibt es Ordnungszahlen ay, .. ., @_, &y,--+5 Xn,» 
(9.1) 
‘ ; ; Reocee 
die alle kleiner als a sind, mit a = ¢ *|( < " ; 
Og... On 


a - ; 
Beweis: Ist a=a,+ 1, soa -9* (9) mit a,< a. Andernfalls ist a Limes- 


zahl, also ein Wert der Funktion g(x). Dann gibt es nach (8.1) Ordnungs- 


; ; : , — (by b,...6 
|, ee Se ee B,, die alle kleiner als a sind, mit a =¢ r B. 8, ) ° 
a 
s.. bn) 5 (™e (%» 1+5,) 
ts ist entwede . 2 = y* ‘ 
Es ist entweder a=q r eRe oder a = ¢ 0 t) P*\o | ). Da a 
Limeszahl ist, so ist mit b,< a auch 1 + b,< a. 
9 Des i i - , * Gy.--An 
(9.2) Fir allei=0,...,n ista;<q¢ ad 
: ae ; - ‘Ay 
Beweis: 1. Es ist ag< ag+ 1 =¢ (“°) ' 
, p begs? - -—(@ —1+4,) (ay ay - 
2. Bei a,+ 0 ist nach (8.2) ay< ¢ “ , = g* (6 ,) und 1+ a< 


aya 


a\.. F . : , a,a 
<e*(6 3}: Da g*(0 1) in diesem Falle Limeszahl ist, so auch a: y*( ) 


ap? & 
3. Im iibrigen ergibt sich der Satz aus (8.2). 
Die GréBenbeziehung zwischen zwei Termen g* A, y* B wird entspre- 
chend wie zwischen @ A, 9 B bestimmt: 
I. Ist A = B, so y* A=g* B. 


—_ G5 Q,..-An —. 
II. Far A - (Saran) < B gilt: 
(9.3) Gibt es ein j mit a,;= y* B, so ist y* B< g* A. 
(9.4) Ist a,< p* B fiir allei=0,...,n, 80 p* A<g*B. 


Beweis von (9.3): Nach (9.2) ist p* B < a; < 


7 


g* A. 
Beweis von (9.4): Es sei 


bu QoQ, 4,...an 
~—\O 1 ag... on 


)<B ae a 


0 1 fy. -- Bm 
Wir unterscheiden: 


1. A=(G), B=((). 


Wegen A < B ist a,< by, also p*A=a,+ 1<},+ 1=o*B. 
: _ [a by 
2.4=(f), B+(¢). 


Dann ist g*B Limeszahl, und aus a)< y* B folgt p* A = a,+ 1 <g* B. 
a4, 


. by 5, 
3. A=( *) mit a,+0, B= (5 ae 
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Wegen A < B ist 6, + 0 und nach (8.4) 


or A a(¢ 1")<(G TT") =-9*8. 


0 l 0 1 
) ‘ bb 
4. A (“ “ mita,+0, B+ n : . 
_ ; ee — (% - -1+a,\ _—/a,a,\ _— 
Nach (8.4) ist p*A = @ lo , e i) <4 B=g* B. 


5. A+ (“ ry : 
’ by dy meee 

Dann ist wegen A<B auch B+ ( ' und nach (8.4) g*A= 9 A<@B= g* B. 

Zu den Ausgangsfunktionen g(z)=1+2 und g(z) = m@-(1+ 2) ge- 
héren offensichtlich dieselben Z-Zahlen. Die g-Zahlzeichen (die sich auf die 
Ausgangsfunktion 1 + x beziehen) und die entsprechenden g*-Zahlzeichen 
(mit der Ausgangsfunktion w - (1 + x)) stellen daher denselben Abschnitt der 
2. Zahlenklasse dar. Die betreffenden Ordnungszahlen lassen sich durch die 
y*-Zahlzeichen in sehr einfacher Weise eineindeutig auf die natiirlichen 
Zahlen (einschlieBlich der 0) abbilden. Es sei p, die k-te Primzahl (mit p,= 2, 
p,=3,...). Dann treffen wir folgende Zuordnung: 


1. Die Ordnungszahl 0 werde der natiirlichen Zahl 0 zugeordnet. 


2. Sind die Ordnungszahlen ay, ..., 4, , %,---,%, den natiirlichen Zahlen 
, Be...@g 
ko, -- +s kn, %q, --++»%_, Zugeordnet, so werde die Ordnungszahl g* m ) 
o+++Fn 
: y Ko Ky 
der natiirlichen Zahl p,’ . . . p,” zugeordnet. 
° n 


Diese Zuordnung ist offenbar umkehrbar eindeutig und mit der Gleich- 
heitsrelation der Klammersymbole vertraglich. Der Einschaltung einer 
0. : s : . “ 
Spalte ~ in dem Klammersymbol entspricht ja bei der zugeordneten natiir- 
lichen Zahl die Multiplikation mit p?=1. Durch die angegebene Zuordnung 


wird also eine leicht zu tibersehende Wohlordnungsrelation der natiirlichen 
Zahlen von der Ordnung 7, definiert. 


$4. Konstruktiver Wohlordnungsbeweis. 

Mit den g-Zahlzeichen haben wir ein System, in dem die Transitivitat und 
die Trichotomie fiir die rekursiv erklirten Relationen a < b,a = 6 leicht zu 
beweisen sind (durch vollstandige Induktion nach der Anzahl der in a, b auf- 
tretenden Zeichen). 

Die Wohlordnung des Systems ergibt sich aus der Giiltigkeit der trans- 
finiten Induktion, fiir die sich ein konstruktiver Beweis*) angeben laBt. Dazu 
brauchen wir die Nachfolgerfunktion und einen Hilfssatz 

Der Nachfolger a’ von a wird rekursiv erklart durch 


0’ q (9): 


6) Dieser Beweis verliuft ahnlich wie der Beweis von ACKERMANN in der unter *) 
zitierten Arbeit, bezieht sich aber auf die etwas andersartigen p-Zahlzeichen. 
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a, @,\}' [4 
P\o 7 =P?\o . 
Gy A, Oy... On 


’ 1 . : 
a -9(63) fiir a=9(91 “ate mit a,+0. 
Man beweist dann durch Induktion nach der Anzahl der in a bzw. a und b 
auftretenden Zeichen: 
(10.1) a<a’. 
(10.2) Istb<a’,sob<a. 


Der Hilfssatz zum Nachweis der transfiniten Induktion lautet: 


Zu b<pA,A= Ss mit a,+0 lassen sich Zahlzeichen 


Oa,... 
Co, - . -, €, angeben mit den Eigenschaften: 
Co= 0, falls a,= 0 ist, 


(10.3) Ua, .. Gn 


C= @ i — mit u< dp, falls a,+0 ist, 


C2 U;,4,...a P " 
C41=9 Coe. = mit y,<a, v,<a, fiir allei=0,...,r—1, 
bsc,. 
Beweis durch Induktion nach der Anzahl der in 6 auftretenden Zeichen: 


Fir b= 0 ist der Satz trivial. Es sei b= 9 B, B= fb me I Dann unter- 





scheiden wir: 


I. Bei A<B ist b<q A nur gemaB (7.3) bzw. (7.4) méglich, und zwar in 
den Fallen: 


1. dg+0, b<ay. Dann ist b<e(\a-* 


Oat a8) = cy mit w= b<ay. 
— ‘ @;...On Oa, ...an , 
9 : } = 
2. ag+0, bSa,; mit j+0. Dann ist b<¢ G:SeGe: 3 Cy mit 
u=O0< dp. 
1 ba,...an 
Oa, ay... 2% 


3. ag=0, b<a,. Dann ist 5 < 9 ( ) =c, mit 75=0, v= b <a. 


4.a,=0, b<a,; mit j7>1. Dann ist bo (i---) <p Cae 
mit yo= 0, v95= 0<a,. 
II. Bei B<A hat B die Gestalt (7 eer pe mit 0<j, O<k<Sn. 
By. -- Bp apap yy ++ On 
Dann ist b< A nur gemaB (7.1) méglich, also mit 6; <q A fiir alle i. Es sei 
by, das Maximum der 6,, . . ., b;, falls 7+ 0 ist, sonst by, = 0. 


* 
M5 Gy - ++ On 


1. Bei k= 0 ist b= o( ) = 9 mit w= a§ <ay, 


O a, ...an 
, * \ 
2. Bei k= 1 ist b<o(juet-“%) mit B;< a, aj<a,. Da by <A ist, gibt 
— 

es nach Induktionsvoraussetzung ¢,,...,¢, gem&B (10.3) mit by<c,. Dann 
- Cat dy.--On - 
ist b<o(Fe ie Faye ¥r= Bj <%, p= af<a,. 

3. Bei k>1 ist b<o@ + pecs F und es ergibt sich wie vorher 


b<c41 mit y= By, %=0<a. 


‘ 
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Wir sagen nun, eine Zahl a (dargestellt durch ein g-Zahlzeichen) sei ,,er- 
reichbar‘‘, wenn die transfinite Induktion bis a in dem System konstruktiv 
zu beweisen ist. Dann haben wir zu zeigen, daB jede Zahl des Systems er- 
reichbar ist. 


Offenbar gelten die Satze: 
(11.1) Die Zahl 0 ist erreichbar. 
(11.2) Ist a erreichbar, so auch jede Zahl b < a. 
(11.3) Ist jede Zahl b < a erreichbar, so auch a. 
Hieraus folgt mit (10.2): 


(11.4) Ist @ erreichbar, so auch a’. 


Ferner gilt, da offenbar a < p (6) <a’ ist: 


(11.5) Ist a erreichbar, so auch (6) ; 


Weiterhin haben wir die Satze: 


oe ; _ , _ ‘ ; ay 4 
Hinreichend fiir die Erreichbarkeit von ¢ * - mi mit a,+ 0 
1+++On 
sind die Voraussetzungen: 
as a,...an ; far alle a* icht 
ah a srreic 
a) P\ 5 ay «+ .tm) 8°! fiir alle ag < a, erreichbar. 
, : — . x at d,...an 
b) Die Erreichbarkeit tibertrage sich von x auf ¢ ( A ) 
, AT A, Ae... Om 
fiir alle x +0, af <a,, af<a,. 


(Dabei fallt die Voraussetzung a) im Falle a,= 0 fort.) 





Beweis: Fiir A= oo — 

O a,...an 
(10.3). Nach Voraussetzung a) bzw. (11.1) ist c, erreichbar. Nach (11.4) und 
Voraussetzung b) ist mit c; auch c;,, erreichbar. Wegen 6 <c, ist also auch 
6 erreichbar. Da dies fiir alle b< A gilt, ist nach (11.3) auch pA erreichbar. 


), b<@A gibt es gewisse ¢),..., c, gemaB 


B GF Gs... 


Wenn sich die Erreichbarkeit von x auf o( a fiir alle 
n 


ato, Oe... o 
x+0, af<a,, af<a, iibertrigt, so iibertrigt sie sich im Falle 
Gy 4,...An 

0 Ayens at F 





a, + 0 auch von a, auf @ 


O a... Om 
a,+ 0 aus der Voraussetzung b) durch transfinite Induktion bis a,, also auf 
Grund der Erreichbarkeit von ay. 


Beweis: Gema&B (12.1) folgt die Erreichbarkeit von a mit 


Ist «, erreichbar und iibertragt sich die Erreichbarkeit von x auf 


* 
(12.3) | ¢ te ae fiir alle x und af< a,, so iibertrigt sie sich im Falle 
Go @,... 7 


a,+0 auch von a, auf @ ( Oa pa ® 
1+++An 


Beweis: Auf Grund der Erreichbarkeit von «, kann transfinite Induktion 
bis x, angewandt werden. Gilt die Behauptung fiir alle af < «,, so ist mit 0 auch 
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Oz afa,... Z afa,... Gn) ... , : 
y (0 oe ~ - os ) fair 0< af<a,, +0 erreichbar. Hieraus 
at ay ay... On at a, Ag... On 


ergibt sich zusammen mit der 2. Voraussetzung von (12.3) die Voraussetzung 
von (12.2). Folglich tibertragt sich nach (12.2) die Erreichbarkeit von a, auf 

[* G,..+On 
€ 


ou... ma , wenn a,+0 ist. 


, . ™ . / ; 2 a,... an\ 
Ubertrigt sich die Erreichbarkeit von z auf ¢ ” . o , 8o tiber- 
(12.4) eh. "thie 
: : : 7 — o 4%, 4g.--An 
trigt sie sich auch von dp, a,, «, auf ¢ { Se a... Be 
Beweis: Die Behauptung folgt aus (12.3) durch transfinite Induktion bis a, , 
also gemaB der Erreichbarkeit von a, . 
Hieraus erhalt man mit (11.5) durch vollstandige Induktion nach n: 
“: : . G,G,.-+-an 
Sind ay,...,@,, %,..-+, %, erreichbar, so ist auch ¢ C dae 
| erreichbar. 


Aus (11.1) und (12.5) ergibt sich nun die Erreichbarkeit einer jeden Zahl 
unseres Systems durch Induktion nach der Anzahl der auftretenden Zeichen. 


( Bingegangen am 13. April 1953.) 


Perersson, H. 
Math. Annalen, Bd. 127, 8. 33—81 (1954). 


Uber automorphe Orthogonalfunktionen 
und die Konstruktion der automorphen Formen 
von positiver reeller Dimension. 


Von 
Hans Petersson in Miinster. 


Einleitung. 


1. Es ist bisher bei nur sehr wenigen Problemgruppen der additiven analyti- 
schen Zahlentheorie gelungen, die Methode der Kreisintegration von Harpy- 
LiTTLEWOOD-RAMANUJAN durch ein Verfahren zu ersetzen, welches dem be- 
treffenden Problemtypus besser angepa&t ist und einen tieferen Einblick in die 
Zusammenhinge eréffnet als jene Methode. Beispiele hierfiir bieten vor allem 
Untersuchungen aus dem Gebiet der elliptischen Modulfunktionen. Ob in 
wesentlich anders gelagerten Fallen eine Umstellung der genannten Art iiber- 
haupt im Bereiche der gegenwiartigen Méglichkeiten liegt, darf bezweifelt 
werden. 

Man wei8 seit langem, daB ein weitverzweigtes System von Partitionen- 
problemen auf konkrete Fragen iiber Modulformen von positiver Dimension 
und von der Dimension Null fiihrt. Eine Gruppe solcher Probleme 1a6t sich 
wie folgt formulieren: 

Es sei eine vollstindige disjunktive Aufteilung der Menge % der natiir- 


lichen Zahlen in die h nichtleeren Klassen G, ,@,,...,@G, vorgelegt. Jedem 
1:2 h 
j=1,2,...,h sei eine ganze Zahl k; > 0 zugeordnet; man denke sich die 


Klasse ©; in k, verschiedenen Farben realisiert. Fiir n CN bezeichne dann 
p(n; (G,), (k;)) die Anzahl der in der folgenden Art zu zaihlenden Partitionen 
von n: Die Summanden eines ©, erscheinen nicht oder in irgendwelchen ihrer 
k, Farben. Zwei Partitionen gelten genau dann als gleich, wenn in beiden die 
gleichen Summanden auftreten und wenn ein solcher Summand, der G, an- 
gehére, in beiden in den gleichen seiner méglichen k; Farben und in jeder von 
diesen gleich oft auftritt. Das Verschwinden eines k, bedeutet sinngema8, 
daB Summanden aus @;, iiberhaupt nicht auftreten. 

Dieses allgemeine Partitionenproblem fiihrt sicher dann auf Modulformen 
der Dimension =0, wenn die ©, mit den Restklassenpaaren z= + a mod N 
fiir ein allen 7 gemeinsames N zusammenfallen. Die Heranziehung der ,,Ver- 
dichtungszahlen“ k; liegt in der Natur der Sache und entspricht einerseits 
der Kombination von Partitionenproblemen im Sinne des symbolischen Po- 


k , ; J ot 
tenzprodukts St' Si. ..G,"; andrerseits ergeben sich nur in diesem System 
multiplikative Relationen zwischen Partitionenanzahlen nach Art der multi- 
plikativen Relationen in der Heckeschen Operatorentheorie. Innerhalb der 
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allgemeinen Méglichkeiten, additiv-arithmetische Funktionen vom Partitionen- 
typus durch Modulformen zu beherrschen, liefert der genannte Zusammenhang 
nur einen sehr schmalen Ausschnitt. 

Im folgenden handelt es sich um die Aufgaben, die mit automorphen 
Formen von positiver Dimension verkniipft sind. Es soll gezeigt werden, 
daB die Systematik der automorphen Formen von reeller Dimension in einer 
héchst iibersichtlichen Weise zu sehr allgemeinen Ergebnissen fiihrt, denen 
gegeniiber die Resultate der Kreismethode nur den Charakter von Teilresul- 
taten in Spezialfallen tragen. 

2. Da in dieser Systematik den automorphen Orthogonalfunktionen eine 
wesentliche Bedeutung zukommt, dient die im folgenden dargestellte Theorie 
der Weiterentwicklung zweier Prinzipien, des der Metrisierung und des der 
expliziten Konstruktion der automorphen Formen. Von der Metrisierung hat 
sich, vor allem in den Arbeiten von H. Maass gezeigt, daB sich ihr Anwendungs- 
bereich bis zu den automorphen Formen der HiLBERtschen und Srecetschen 
Modulgruppe erstreckt; doch beschrinkte sich die metrische Verkniipfung 
bisher auf ganze Formen*). Demgegeniiber wird hier — unter allgemeinen Be- 
dingungen in der Theorie einer Variablen — die metrische Verkniipfung be- 
liebiger, also ganzer und nicht-ganzer Formen miteinander diskutiert. Das 
Skalarprodukt zweier automorphen Formen, die nicht beide ganze Spitzen- 
formen sind, ist als eine Art Caucuyschen Hauptwertes erklart, dessen Nihe- 
rungsintegrale jeweils iiber einen in bestimmter Weise gelochten Fundamental- 
bereich zu erstrecken sind; als Lécher werden geometrisch invariante Um- 
gebungen der Pole und Spitzen gewahlt, die sich in der Grenze unabhingig 
von einander auf diese Punkte zusammenziehen. 

§ 1 enthalt die allgemeine Entwicklung dieses Begriffes. Als Haupt- 
ergebnisse sind seine Invarianz, die notwendigen und hinreichenden Existenz- 
bedingungen fiir das Skalarprodukt, die Bestimmung der Normalschar und 
— bei nicht-spezialen Formenklassen — die der Normalbasis zu nennen: 

Man betrachtet die automorphen Formen einer festen Formenklasse 
K = {f, — r, v}. T ist eine Grenzkreisgruppe von erster Art, entsprechend der 
Grenzkreis-Uniformisierung eines eindimensionalen algebraischen Funktionen- 
kérpers mit héchstens endlich vielen Relativverzweigungen; als Inneres des 
Grenzkreises erscheint die obere t-Halbebene. Eine automorphe Form f(r) 
at+fB 
yt+o 
die dabei die Faktoren v(L) (yt + 6)’ mit festem (hier) reellem r und festen 
Multiplikatoren v(Z) (hier) des Betrages 1 aufnimmt; — r heiBt die Dimension, 
v das Multiplikatorsystem von K. Von der analytischen Funktion f(r) wird 


aus K ist eine Relativ-Invariante fiir die Substitutionen Lt = von Ff, 


*) Anmerkung bei der Korrektur: Inzwischen hat Herr M. Korcuer gezeigt, daB eine 
Modulform ¢ (8) (3 = % + 4%) = symmetrische Matrix n-ten Grades mit n>1), die zu 
einer Kongruenzgruppe innerhalb der Siegelschen Modulgruppe gehért und sich im Dis- 
kontinuitatsgebiet 9) > 0 regular-analytisch verhalt, von selbst bereits ganz ist. Eine nicht- 
ganze Modulform zu einer Kongruenzgruppe n-ten Grades muB also in ¥) > 0 Singularitaten 
aufweisen. (M. Korcuer, Zur Theorie der Modulformen n-ten Grades, erscheint 1954 in 
der Math. Zeitschrift). Der analoge Satz gilt, wie Herr K.-B. GunpLacu durch eine ein- 
fache Uberlegung bewies, im Bereiche der Hilbertechen Modulgruppen. 
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verlangt, daB sie in allen Punkten eines Fundamentalbereiches von F endliche 
Ordnungen habe. Eine metrische Verkniipfung von der hier untersuchten Art 
wird ausschlieBlich an zwei Formen der gleichen Formenklasse vollzogen. 

Die Normalschar N(K) besteht nun aus genau denjenigen F in K, welche 
zu der vollen Schar €*(K) der ganzen Spitzenformen von K orthogonal sind. 
Es ergibt sich, daB jedem / aus K ein und nur ein F aus %(K) derart entspricht, 
daB f — F in €* (K) liegt. Ist ferner die Klasse (im Sinne des Rremann-Rocu- 
schen Satzes) nicht-spezial, so besteht die Normalbasis aus der Gesamtheit 
derjenigen Formen der Normalschar der Klasse, welche sich im Fundamental- 
bereich iiberall auBerhalb je eines Punktes wie ganze Spitzenformen verhalten, 
in diesem aber, gemessen in einer passenden Ortsvariablen, je einen einglied- 
rigen Hauptteil besitzen. 

Der Zusammenhang mit den Caucuyschen Hauptwerten wird dadurch 
hergestellt, daB diese Ortsvariablen eben jene geometrisch invarianten Um- 
gebungen auf zentrierte Kreisscheiben abbilden. Dies hat einerseits zur Folge, 
daB die Funktionen der Normalbasis bis auf konstante Faktoren gegen die 
Auswahl des Fundamentalbereichs invariant sind. Andrerseits ergibt sich 
eine merkwiirdige Kennzeichnung der Normalbasis im Funktionenraum der 
Klasse: Allgemein entsprechen, wenn die Dimension der Klasse < — 1 ist, 
nur die ganzen Spitzenformen den Vektoren endlicher Linge dieses Raumes. 
Insbesondere sind die simtlichen Funktionen der Normalbasis einer nicht- 
spezialen Klasse metrisch ,,unendlich lang“. Aber je zwei verschiedene von 
ihnen schlieBen einen wohlbestimmten Winkel ein, was besagen soll, daB sie 
ein Skalarprodukt besitzen; und diese Eigenschaft kennzeichnet die Normal- 
basis im wesentlichen (d. h. bis auf konstante Faktoren an den Funktionen) 
eindeutig. — Nach bereits bewiesenen Sitzen ist es leicht, die Teil-Normal- 
basis in der Schar der linearen Komposita der Heckeschen Eisensteinreihen 
anzugeben; diese linearen Komposita bilden den Durchschnitt der Normal- 
schar mit der Schar der ganzen Formen. 

Nur die Formenklassen der (reellen) Dimensionen — r < — 2 haben die 
Eigenschaft, daB sie bei beliebiger Wahl ihrer Gruppe und ihrer Muitiplikatoren 
stets nicht-spezial sind. Ebenso gilt fiir r > 2, daB die Porscartschen Betrag- 
reihen aller Typen auf jeder kompakten Menge in der oberen Halbebene (nach 
Abtrennung ihrer dort singuliren Glieder) gleichmaBig konvergieren, wahrend 
sie fiir r< 2 in jedem Punkt der oberen Halbebene divergieren. Fir r = 2 
kann eine Konvergenz der genannten Art, wenn die Gruppe keine paraboli- 
schen Substitutionen enthalt, leicht, sonst jedoch nicht immer ausgeschlossen 
werden. In diesem Falle aber kénnen jene Reihen nicht das gleiche Verhalten 
bei Annaherung an die Spitzen zeigen wie fiir r > 2. 

Unter solchen Umstanden ist die Frage nach einer expliziten Konstruktion 
der Normalbasis in den Klassen K der Dimensionen — r< — 2 sinnvoll. 
Diese Konstruktion wird durch Anwendung des Prinzips der transversalen 
Summation auf die oben erwiahnten eingliedrigen Hauptteile der Normal- 
basis-Funktionen geleistet. Da das analytische Verhalten der dabei ent- 
stehenden Porncarischen Reihen hinlinglich bekannt ist, bleibt wesentlich 

3* 
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nur die Orthogonalitaét der Reihen zu den ganzen Spitzenformen aus K zu 
beweisen, was, wie bei anderen Metrisierungsaufgaben iiber solche Reihen, 
durch eine Ubertragung des Porssonschen Summationsverfahrens auf Gitter 
der hyperbolischen Geometrie gelingt. In technischer Hinsicht ergibt sich 
eine Vereinfachung der alteren Methoden. 


3. Die zweite Aufgabe der vorliegenden Untersuchung betrifft die Kon- 
struktion der automorphen Formen von positiver Dimension und die explizite 
Darstellung ihrer Fourier-Koeffizienten. In Spezialfillen ist dieses Thema 
mehrfach behandelt worden, zunichst von RADEMACHER und seinen Schiilern, 
unter denen besonders H. ZucKERMAN eindrucksvolle Beitrige geleistet hat. 
Dabei handelt es sich durchweg um Untergruppen der Modulgruppe und — 
mit einer Ausnakhme — um solche Modulformen von positiver Dimension, die 
in der oberen Halbebene regular sind, deren Pole also ausschlieBlich in den 
Spitzen liegen. Die Beweisfiihrung basiert iiberall véllig auf der eingangs er- 
waihnten analytischen Kreismethode von Harpy-LirrL—Ewoop-RAMANUJAN. 

Spater habe ich in einer ausfiihrlichen Darstellung ({5] des Literaturver- 
zeichnisses am Ende der Einleitung) gezeigt, daB das ganze Problem dem 
Bereiche der algebraischen Funktionentheorie einzuordnen und mit den 
expliziten, wesentlich auch algebraischen Konstruktionsmethoden aus der 
Theorie der automorphen Formen erfolgreich anzugreifen ist. Die in [5] vor- 
getragene Lésung bezieht sich auf den Fall der vollen Modulgruppe; zugleich 
wurde ihre Ausdehnung auf Grenzkreisgruppen von erster Art, die einen 
Fundamentalbereich mit nur einer Spitze besitzen, in groBen Ziigen entwickelt. 

Die Darstellung [5] enthalt eine recht ausfiihrliche Einleitung, in der der 
Zusammenhang mit dem klassischen Partitionenproblem, die historische Ent- 
wicklung und der Charakter der neuen Methoden geschildert und die ein- 
schligigen Literaturhinweise gegeben werden. Aus diesem Grunde kann hier 
auf Beschreibungen und Zitate dieser Art verzichtet werden; nur insoweit 
das allgemeine Problem und seine Lésung in Betracht kommen, sind noch 
einige Bemerkungen anzufiigen. 

Wahrend in [5] nennenswerte Schwierigkeiten der analytischen Technik 
nicht auftreten, entstehen im allgemeinen Falle nicht unerhebliche Kompli- 
kationen dadurch, daB der Fundamentalbereich der betrachteten Gruppe mehr 
als eine Spitze enthalt. Dies bedingt, daB fiir jede einzelne dieser Spitzen ein 
analytischer Apparat wie in [5] gesondert entwickelt werden muB. Das Ver- 
halten der zugehérigen Funktionen ist in allen Spitzen des Fundamental- 
bereichs zu untersuchen, wobei man sich nicht mehr der vereinfachenden An- 
nahme bedienen kann, daB seine einzige Spitze im Unendlichen liegt und daB 
er daher von der reellen Achse einen positiven Mindestabstand besitzt. Hinzu 
tritt die Wechselwirkung der verschiedenen, den einzelnen Spitzen zugeord- 
neten Formalismen. 

Die in dieser Art entwickelte Theorie laBt eine durchaus nicht oberflich- 
liche Analogie erkennen, die zwischen einem wesentlichen Beweisprinzip und 
gewissen wohlbekannten Begriffsbildungen der Algebra und der algebraischen 
Geometrie besteht. Bei diesen handelt es sich einerseits um den sog. Doppel- 
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kérper, andrerseits um algebraische Korrespondenzen, also jedenfalls um Be- 
griffe, die das Produkt zweier Mannigfaltigkeiten involvieren. In der vor- 
liegenden Theorie stellt die grundlegende Funktion H_,(t, v,z, A,T) etwas 
Ahnliches dar wie ein Produkt zweier Scharen automorpher Formen; man er- 
halt die Formen der einen Schar, indem man in H_, und partiellen Ableitungen 
von H_, die Variable der anderen Schar mit passenden Konstanten identi- 
fiziert und die entstehenden Objekte in passender Weise linear komponiert. — 
Es sieht im iibrigen nicht so aus, als daB sich dieser ProzeB algebraisieren 
lieBe. 

Die eingangs genannten Partitionenprobleme fiihren, wenn der Modul 
N > 1 ist, simtlich auf Kongruenzuntergruppen der Modulgruppe mit mehr 
als einer Spitze im Fundamentalbereich, hier jedoch auf automorphe Formen, 
die in der oberen Halbebene regulir sind. Da®B auch den Formen mit Polen 
in der oberen Halbebene eine arithmetische Bedeutung im Rahmen der Parti- 
tionenaufgaben zukommt, ist kaum zu bezweifeln; man darf dann sehr all- 
gemeine, wenn auch verborgene Zusammenhinge erwarten. Die in dieser 
Richtung liegende arithmetische Ausschépfung des (funktionentheoretisch) 
abschlieBenden Satzes iiber die explizite Darstellung der automorphen Formen 
von positiver Dimension und ihrer Fourier-Koeffizienten wird sich nur mit 
groBer Miihe in Einzelheiten konkretisieren lassen. Neben solchen Anwen- 
dungen aber hat dieser Satz, der im folgenden bewiesen wird, noch eine zweite 
grundsitzliche Bedeutung; sie betrifft die operatorentheoretische Auffassung 
der Koeffizientenbildung im Bereiche der automorphen Formen. Auf beide 
Bedeutungen soll hier kurz hingewiesen werden. 


4. Zunichst die Anwendungen: Angenommen, man wisse von einer arith- 
metischen Funktion f(h), daB sie sich, wie z. B. die klassische Partitionen- 
funktion, vermége einer elementaren Transformation durch das System der 
Fourier-Koeffizienten einer automorphen Form von positiver Dimension dar- 
stellen li8t. Man habe — was im Einzelfalle schwierig sein kann — Gruppe, 
Dimension, Multiplikatoren und Hauptteile dieser automorphen Form im 
Fundamentalbereich bestimmt. Dann liefert der genannte Satz durch Ein- 
setzen der Parameterwerte in eine fertige Formel unmittelbar die explizite 
Darstellung der Funktion f(h) als lineares Kompositum endlich vieler absolut 
konvergenter unendlicher Reihen vom Charakter der RapEMACHERschen 
Partitionenreihe oder eines gewissen anderen (entfernt verwandten) Reihen- 
typus. Jede einzelne dieser Reihen, bei richtiger Zusammenfassung auch ihr 
Kompositum, realisiert eine iiberaus genaue asymptotische Entwicklung, 
wenn man sie hinter den Gliedern mit m < « |/h des laufenden Summations- 
buchstabens m(« >0O fest gegeben), bzw. (bei dem anderen Reihentypus) 
an einer entsprechenden Stelle abbricht; der Fehler strebt mit wachsendem h 
mindestens so stark wie Const -h~*”-® gegen Null (r >2 fest gegeben). 
im Falle einer hinreichend genauen Kenntnis der Parameter des Problems, 
wie sie fiir Untergruppen der Modulgruppe bei angemessener Bemiihung stets 
zu erlangen ist, laiBt sich die genannte explizite Darstellung auch zur numeri- 
schen Berechnung der Werte von f(A) fiir relativ groBe h mit Erfolg benutzen. 
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FaBt man die Entwicklungs-Koeffizienten der automorphen Formen als 
Funktionale auf, so ergibt sich die folgende Interpretation des Hauptsatzes: 
In den oben eingefiihrten Bezeichnungen sei K eine Formenklasse mit r > 2, 
K die zu K ,,komplementire“ Formenklasse, also K = {f,r—2,07}. Es 


handelt sich zunichst um die Bestimmung der Koeffizienten b, ,,, (A, F) 


in den Entwicklungen der Form F(t) aus K nach den Ortsvariablen t4 7 der 
Spitzen A~'co von F zu den positiven Exponenten h + x‘,, wo h ganz ist und 
x’, einen gewissen Bruchbestandteil (Drehrest) angibt. Diese Bestimmung 
wird nach der klassischen Berechnung der Koeffizienten einer Potenz- oder 
Fourier-Reihe durch einen Differential- oder Integral-Operator geleistet, der 
von A und A abhangt und auf die fest gegebene Funktion F anzuwenden ist. 

Demgegeniiber besagt der Hauptsatz tiber die explizite Darstellung der 
by, x',(A, F): Aus den Bestimmungsstiicken der Hauptteile der automorphen 
Form F, durch die F nach allgemeinen Sitzen eindeutig festgelegt wird, laBt 
sich ein linearer Differential- oder Integral-Operator H = Hy, eindeutig zu- 


sammensetzen, der auf der Komplementirklasse K von K erklart ist und hier 


folgende Wirkung hat: Man erhilt 6, , ,“,(A, F), indem man Hp auf die Nor- 
malbasis-Funktion G_,(t, v, A, T, —h—x‘,) anwendet, d. i. eben die Normal- 
funktion in K, welche sich in allen zur Spitze A~!oo inaiquivalenten Punkten 
wie eine ganze Spitzenform verhilt, in dieser Spitze selbst aber den Hauptteil 
—h—n'4 
2 v1(A) (a, t+ a,)" ta r 
aufweist. Genau gilt 


bn «', (A, F) = y, 0(A) He G_,(*, v, A, , —h — x4). 

Hier ist “—" = A-!oo (a,, a, reell und nicht beide Null); N, und v(A) sind 
triviale Konstanten (Daten des Problems). Man bemerkt, daB nunmehr der 
Operator Hp fest mit F verkniipft, die Objektfunktion G_, dagegen verinder- 
lich ist. — Der hier angedeutete Zusammenhang kann als das operatoren- 
theoretische Gegenstiick zu dem Bedeutungswechsel aufgefaBt werden, dem 
die Funktion H_,(r, v,z, A, 1) unterliegt, je nachdem, welche ihrer beiden 
Variablen rt und z man als die eigentliche Variable und welche man als Para- 
meter ansieht. In diesem Sinne ist die ganze hier entwickelte Theorie lediglich 
ein Beitrag zu dem alten Thema: Vertauschung von Parameter und Argu- 
ment. — 

Es ware wiinschenswert, diesen Satz auf die Entwicklungs-Koeffizienten 
von F nach den Ortsvariablen der Punkte in der oberen Halbebene zu iiber- 
tragen ; diese Punkte bilden immerhin ein zweidimensionales Kontinuum gegen- 
iiber den endlich vielen Spitzen im Fundamentalbereich. Jedoch sind dazu 
die im folgenden verwendeten analytischen Funktionen von zwei komplexen 
Variablen nicht geeignet. Ich hoffe bei spiterer Gelegenheit zeigen zu kénnen, 
daB ein Apparat, der analytische Funktionen von drei komplexen Variablen 
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benutzt, diese Ubertragung erméglicht*). Auch iiber die arithmetischen An- 


wendungen der hier vorgelegten Ergebnisse werde ich an anderer Stelle be- 
richten. 


In der nun folgenden Ausarbeitung der Theorie konnte ich auf Einzel- 
ausfiihrungen, vornehmlich soweit sie sich in friiheren Veréffentlichungen in 
gleicher oder aihnlicher Gestalt bereits vorfinden, verzichten. Die Termino- 
logie und die grundlegenden Verkniipfungen der Hauptbegriffe sind der Ab- 
handlung [1] des folgenden Verzeichnisses derjenigen meiner Arbeiten ent- 
nommen, welche hier haiufiger herangezogen werden. 


[1] Automorphe Formen als metrische Invarianten I. Math. Nachr. Berlin, 1, 158 
(1948), s.insbes. § 1 und §2, a. 1. — [2] Uber den Bereich absoluter Konvergenz der 
PorncaRkschen Reihen. Acta math. 80, 23 (1948), s. insbes. §§ 1,2. — [3] Uber eine 
Metrisierung der automorphen Formen und die Theorie der Porncartschen Reihen. 
Math. Ann. 117, 453 (1940). [4] Einheitliche Begriindung der Vollstandigkeitssitze 
fiir die Porncaréschen Reihen von reeller Dimension bei beliebigen Grenzkreisgruppen 
von erster Art. Abhandl. Math. Sem. Univ. Hamburg 14, 22 (1941). — [5] Konstruktion 
der Modulformen und der zu gewissen Grenzkreisgruppen gehérigen automorphen Formen 
von positiver reeller Dimension und die vollstandige Bestimmung ihrer Fourierkoeffi- 
zienten. Sitz.-Ber. Akad. Wiss. Heidelberg 1950, Nr. 8. 


$1. 


Metrische Verkniipfung von ganzen und nicht-ganzen antomorphen Formen. 


cd 
mit reellen a, b,c,d und ad—bc=1 hat; wir schreiben S fiir die zweite Zeile 
{c,d} von 8S. 


re ; Me ; a - ab 
Eine Matrix S wird reell-normiert genannt, wenn sie die Gestalt S = ( ) 


Es sei f eine Grenzkreisgruppe von erster Art. 

i , ; — ‘ P a B 

Es empfiehlt sich, f primar als Gruppe reell-normierter Matrizen L = (* 5) 
aufzufassen, obwohl ihre Eigenschaften in der zu [ homomorphen Gruppe [ 


der zugehérigen Substitutionen 1’ = Lr <* +f formuliert werden. [ ent- 

; eon “> a : 
halte die negative Einheitsmatrix — J = oe 1): Wir schreiben t = x+y; 
die obere t-Halbebene 9: y = Smt > 0 ist ein maximales Diskontinuitats- 
gebiet von [. 9’ bezeichne die Vereinigung von 9 mit der Menge der para- 
bolischen Fixpunkte (Spitzen) von [, deren jeder nur im Zwischenraum zweier 
in ihn einmiindenden Geraden der hyperbolischen Geometrie von § (H- 
Geraden) als erreichbar gilt. Die Vorsilbe H- bedeutet hier und im folgenden 
die Ubertragung des betr. Begriffs in die hyperbolische Geometrie. Es wird 
nicht vorausgesetzt, daB [ parabolische Matrizen (d. h. Matrizen parabolischer 
Substitutionen) enthalt. Enthalt [ solche nicht, so sei alles hierzu Gesagte 
inhaltlos. Vgl. im einzelnen [1], § 1, a. 


*) Anm. bei der Korrektur: Inzwischen hat sich gezeigt, daB eine sinngem&Be Ana- 
logisierung der hier verwendeten grundlegenden Funktion H_, tatsichlich auf Funktionen 


von drei komplexen Variablen fiihrt, die tie Ubertragung der gesamten Theorie in allen 
Einzelheiten vermitteln. 
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Ein regulirer Fundamentalbereich (abgekiirzt: rFB) § von [ besteht aus 
einem Gebiet in § und einem Teil von dessen Rand und hat folgende Eigen- 
schaften: 

a) & ist ein Fundamentalbereich von [ in 9’. 

b) Der Rand von & besteht aus endlich vielen H-Strecken und H-Halb- 
geraden. 

c) Durch eine lineare Transformation, die §F in eine beschrinkte Menge 
iiberfiihrt, geht der Rand von & in eine geschlossene Jordankurve iiber. 

d) Zu jedem (parabolischen oder elliptischen) Fixpunkt in F enthalt F in 
dessen Nahe eine volle Umgebung mod [ (von nach [ paarweise iniquivalenten 
Punkten). 

e) Vom Innern jeder H-Strecke oder H-Halbgeraden des Randes gehért 
entweder jeder oder kein Punkt zu §. 

Jeder kanonische Fundamentalbereich R von [ wird durch Ausfiihrung 
der Randverteilungs-Vorschrift e) zu einem rFB von [. Das bekannte Ele- 
mentardreieck der Modulfigur hat die Eigenschaft d) nicht, kann aber als 
Grenzlage eines rFB der Modulgruppe aufgefaBt werden. 

Wir nennen eine diskrete Punktmenge © in 9’ ein Gitter (mod [), wenn 
sie mit einem Punkte alle zu ihm nach [ aquivalenten Punkte von 9’ enthilt. 
Es sei © ein Gitter. Durch lokale Abanderungen kann ein rFB §, von F in 
einen rFB § von [ verwandelt werden, der keinen Nicht-Fixpunkt von © auf 
dem Rande enthailt. Ein solcher Fundamentalbereich § von [ wird ein be- 
ziiglich G rFB (von [) genannt. 

Es sei © ein leeres oder nicht leeres Gitter mod [, das die Menge der para- 
bolischen Fixpunkte von [ enthalt, und § ein beziiglich G rFB von fF. Wir 
erklaren eine regulire Zerlegung © von §F beziiglich G in die Teilbereiche B™ 
(1 Ss » < H < o) durch die Forderungen 

a) Jeder Teilbereich B@ wird von endlich vielen H-Strecken und H-Halb- 
geraden berandet. Transformiert man %” linear in eine beschrankte Menge. 
so geht der Rand in eine geschlossene Jordankurve iiber. 

B) Jedes B® enthalt héchstens einen Punkt von G. Wenn dieser kein 
Fixpunkt ist, so liegt er im Innern von S”. 

y) Vom Innern jeder H-Strecke oder H-Halbgeraden des Randes von &” 
gehért entweder jeder oder kein Punkt zu". 

6) Die G sind paarweise punktfremd; ihre Vereinigung ist §. 

Es sei r eine feste reelle Zahl, v (mit den Werten v(L) fiir L in [) ein festes 
Multiplikatorsystem (im folgenden abgekiirzt: MpS) zu fF, —r vom Betrage 1, 
K die Formenklasse {f, —r,v}; es seien f(r), g(t) zwei Formen aus K. Fir 
jeden kompakten meBbaren Bereich % in 9, auf dem f und g regular sind, 
schreiben wir 


(1) J (f,9;B) = ff f(r) g(r) y'~* dx dy; 
BS) 
g(t) steht hier wie spiiter in analogen Fiillen fiir g(t). 


Es sei G die Vereinigung der Polmengen von f und g und der Fixpunkt- 
menge von [,¢ eine beziiglich G regulire Zerlegung des rFB G von f. Es 
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durchlaufe ¢,= A; *o (1 Sj S09; 0,20) die Spitzen von F (A, reell-nor- 


miert), es bezeichne P;= 4;* us A,, wo U*= (( 1) , die Grundmatrix von, 


in Tf, @ [C,] das ¢, enthaltende GB (vgl. [1], (48)). Der Durchschnitt von 
A, [¢;] mit der Halbebene y >#,, besteht bei passendem #,, >0, das mini- 
mal gewihlt werde, aus einem einseitig offenen Vertikalhalbstreifen der Breite 
N, unter der Nebenbedingung y >#,,. Fir 0; >0,, sei 


A;B[Cl;, 0;) = As BC fy SB}; (lL Sj So). 


Im Falle e,>0 durchlaufe w, die elliptischen Fixpunkte (abgekiirzt : Ecken) 
von ; w, habe die Ordnung 1, und die Grundmatrix Z, (vgl. [1], 8. 180). 
Mit Hilfe der Funktion 


e=—&G 


(2) w(t, z) = — 


(rt und z in 9) 


und des H-Abstandsbegriffs |r,— 1,|_, der durch Integration von y~ {dt| 
langs der t, mit t, verbindenden H-Strecke erklart ist, findet man: Bezeichnet 
S[w,] den w, enthaltenden Teilbereich der Zerlegung £, so besteht der Durch- 
schnitt von G[w,] mit der offenen H-Kreisscheibe |w(t, w,)| << o fiir alle 
positiven @ < go, aus einem einseitig und nach auBen offenen H-Kreissektor 
i - 2 : l , 
von der Winkeléffnung - , dem H-Radius log rer und dem H-Mittelpunkt 
®,; Oo, Werde unter dieser Bedingung maximal gewahlt. Fiir 0 < 0; < 9, sei 
’ 1+ ee 

Blo, , o] = Blo.) \\t — ox = log 5 ot (lskse@). 

' — Ck 


Analog enthalt der Teilbereich G[z,,] mit dem Pol z,, von f oder g (z,, nicht 
Fixpunkt) jeden H-Kreis |w(r, z,,)| So, mit 0< 9,,< o9,(lSmZ %; 





‘Ey 1+em 
0>m Werde entsprechend maximal gewahlt). Der H-Radius ist = log " -, 
—Um 
Fiir 0 < 0, < 00m sei 
” . ae’ 1+0m , 
Blin» On) = Bem] jlt ~ Aula 2 log z—ere}s (1S mS m). 
m 


Teilbereiche B®, die keinen Punkt von © enthalten, werden nicht geindert. 
Der eingangs angedeutete ProzeB des Herausschneidens von Léchern aus F 

bedeutet, daB F = YB durch die Vereinigung $*[(#), (0’), (o’’)] der 

Bll, A)(LSjSom), Blo,, gr] (LSk Se), Blem, Om] (1 Sms %) 


und der restlichen (ungeinderten) 8? zu ersetzen ist. Als Skalarprodukt von f 
und g (beziiglich [) hat man entsprechend 


(3) f.9=.9;0= lim J(f,g; F*L(P), (e’), (0’))) 
(®), (e”), (e”) 


zu definieren, falls dieser Grenzwert beim simultanen Grenziibergang 
B,>+00, of >+0, of>+0 


existiert. Es ist zu zeigen, daB weder die Existenz des Limes noch sein Wert 
von den freien Parametern der Konstruktion, d. h. § und & abhingt. 
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Um zunichst dies zu beweisen, gehe man von den oben gewihlten F, A; , & 
aus und betrachte fir 0;>0);, 0< 0:< 00%, 9< On < 0m die Menge 
$*[(#), (0), (e’’)], gegeben durch das simultan fiir alle Indizes j,k,m und 
alle Z aus Ff zu erfiillende Ungleichungensystem 


1+ oj it 
— 3m A; Lr>— #,;, lt — Lala > log 7— = it — L2m|n > log 5 i 
Ck —Om 


Zwei Kurven, die bei festen #;, 0;, o,,, durch das Zeichen = anstelle von > in 
zweien dieser (unendlich vielen) Relationen gegeben sind, fallen entweder zu- 
sammen, oder jede liegt im AuBeren der andern, wobei das AuBere durch die 
obige Stellung des Zeichens > bestimmt ist. Daher ist $*[(#), (o’), (o’’)] ein 
Diskontinuitatsgebiet von [ mit dem Fundamentalbereich $*[(#), (o’), (0’’)]. 

Es sei , ein anderer rFB von f. Wenn dann 0;>0,;, 0;< 014; Om < Oi'm 
mit passenden positiven #,,> 0);, 014 S Cox» CimS Com Zutrifft, so ist auch 
ST [(#). (o’), (o”’)] ein Fundamentalbereich von [ in 9*[(#), (0’), (o’’)] und 
deshalb 

Jf, 9; SF ((P), (0), (0) = J (f, 9 F* ((H), (o’), (0”)))- 


Daraus folgt die Behauptung. 
Um die Existenzbedingungen fiir den lim J (f/, 9; G[f,;, #;]) bei festem 7 


0,.—+ 2 
zu ermitteln, unterdriicken wir in der folgenden Diskussion den Index 7 und 
schreiben die Entwicklung einer Form F(t) aus K nach der Ortsvariablen 


exp (2 ni x) der Spitze £ = A! oo in der Gestalt 
(4) F(t) =(a,t+4,)-"F4(At), Falt)= ¥ bys,(A, F) wet” (x), 


wo (vgl. [1], (48)) die Grundmatrix P in Verbindung mit der Breite N, die 
zweite Zeile A von A und der Drehrest x durch 


(4a) P = A“!U* A, A = {a,, a,} (c =) v(P) = e?*** (0 < %< 1) 
1 
gegeben sind. Wir bedienen uns dauernd der Abkiirzung 
2211 
(5) ux (t) =e ‘fir N >0, komplexes A und f in 9. 


Offenbar geniigt es, J (f,g; B[C; #,#]) fir ® >, zu betrachten; der 
Integrationsbereich ist durch t in F, # < SM Art S# erklart, stellt also in 
der Variablen A r ein Rechteck dar. Die Transformations-Eigenschaften des 
Integrals (1) (vgl. [1], S. 193) liefern 


J (f, 9; Bll; By, P)) = J (fa, G94; ABILC; B. P)). 


Man sieht hier das Wesentliche bereits, indem man rechts je ein Glied der 
Reihenentwicklung von f, und g, einsetzt. Das gibt 

6 
—42(m +x) 4 


N 8m, n Om +x(A; f) On 44(A, 9) S 


. 
O» 


y’—*dy 


und damit das Kriterium: Dann und nur dann existiert lim J (f, g; B[¢, #)), 


0+ 
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wenn 
m+x<0im Faller=1 


6) by..(A,f)Om+,(A4,g) = 0 fiir alle m mit ; 
(6) bm +n(A, f) Pm +0(4s 9) mappa een 


In der analogen Untersuchung des Integrals J (/,g;B[m,, 0;,]) unter- 
driicken wir den Index k und schreiben entsprechend (4) nach (2 


(7) F(t)=(t-O)'F, (rt), Fy (t)= DY bimsa(w, F) w'™+** (zx, w); 


m= MM, 
hier bezeichnet a die durch v (Z) = exp (xi i +27 t). Osasl-—-1 er- 


klirte ganze Zahl, also 7 den Drehrest von v in der Ecke qm (vgl. [1], (46)). 
Setzt man 
w= V,1t= w(t, w) = oe” (9 = 0, # reell), 
. yo-@ (i = 3). P= Sm w, 
so findet man 


(9) J(f,g; Bla, e’])=4 (pyr SS fo (t) gj, (t) (1 — o*)"—* odode, 
[@, @” 


und ein Gliederpaar in den Entwicklungen (7) von f,g liefert zum Integral 
iiber den Kreisring 9’ < o < oo den Beitrag 


‘ i e, 
‘. m,n (4 PY Oim +a (@, f) Orn +a(@, g) f gG@earte+t) = o*)’—* do. 
oe 


Daher existiert der lim J(f, g;@[m, o’}) dann und nur dann, wenn 


= 


(10) Dim +a(@s f) Oim+¢—(@, 9) = 0 fiir alle m< 0. 


Die Behandlung der J(/,g;B[z,,, 0]) erfolgt analog unter der verein- 
fachenden Voraussetzung / = 1,a = 0. Zusammenfassend erkennt man aus (6) 
und (10): 


Satz 1. a). Das Skalarprodukt (f, g) = (f, g; T) der automorphen Formen f(r), 
g(t) aus der Klasse K = {f, —r, v} existiert im vereinbarten Sinne als Cavcny- 
scher Hauptwert dann und nur dann, wenn in jedem Punkte t, eines Funda- 
mentalbereichs § von V ‘folgende Bedingung erfiillt ist: In den Entwicklungen 
von f und g nach einer der iiblichen Ortsvariablen von t, (beziiglich T) ist niemals 
sowohl der Koeffizient von f als auch der von g zum gleichen negativen E xponenten 
der Ortsvariablen von Null verschieden. Im Falle r = 1 muB auBerdem das Pro- 
dukt der konstanten Glieder von f und g in jeder Spitze von F verschwinden. Der 
Wert des Skalarprodukts hiingt weder von dem zur Definition benutzten rF B, 
noch von dessen regulirer Zerlegung ab, wenn diese sich auf irgendein Gitter 
bezieht, das die Polmengen von f und g und die Fixpunktmenge von [ enthilt. 


b) Das Skalarprodukt (f,g;) existiert im Sinne absoluter Konvergenz, 
wenn f -g in % bis auf einfache Pole und in allen Spitzen reguliér ist und wenn 
{+g fiir r => 1 tiberdies in allen Spitzen verschwindet. 








Hans PEerersson: 


c) Wenn das Skalarprodukt (f,g;f) als Caucnyscher Hauptwert nicht 
existiert, so wiichst bei jeder der oben beschriebenen Konstruktionen mindestens 
einer der Ausdriicke 


(7,9; BlC;, 9;))| fiir 0+ +00 (LSj So) 

(7,9; Blo,, ox)! fire>+0 (LSkse) 

F(t, 9; Blz_>Om))| firon>+0 (lamas) 
tiber alle Grenzen. 


Die wichtigsten Regeln iiber das Rechnen mit Skalarprodukten ({1], S. 191 
und § 2, a. 1.) tibertragen sich auf die verallgemeinerten Skalarprodukte des 
Satzes 1: Gleichzeitig und im gleichen Sinne wie (/, g; [) existieren 


(ll) (g, f; =(f9:0), (|S, 9/8; S'# 0 8)=(f,9; 1) _ fiir reell-normiertes S 


und, wenn [’ eine — J enthaltende Untergruppe vom endlichen Index yz in [ 

bezeichnet: (f,g; 1’) = w(f,g;f). Wenn die Skalarprodukte (f;,9,;;f) fiir 

1sisp, 1sSj <q existieren, so existiert auch fiir beliebige komplexe §;, 7, 
P q \ Pp 4 

(Leh. Lmg)- LL ijk 9- 

i=1 j=1 i=lj=1 

Jede (wenn r reell, |v| = 1, véllig beliebige) automorphe Form besitzt mit 

jeder ganzen Spitzenform (fiir r < 1 sogar mit jeder ganzen Form) der gleichen 

Klasse K ein Skalarprodukt. Mit sich selber besitzt fiir r => 1 nur eine ganze 

Spitzenform, fiir r< 1 nur eine ganze Form ein Skalarprodukt, und dieses 

ist positiv-definit. 

Diese Rechenregeln fiihren im Verein mit der Tatsache, daB die Deter- 
minante |(f;,/,)| (7,4 = 1,2,...,m*) fiir die Basisformen f/,; der Schar €* 
= €*(K) der ganzen Spitzenformen aus K nicht verschwindet, zur Konstruk- 
tion der Normalschar %(K) (Schar der Normalfunktionen aus K). Hier gilt 

Satz 2. Unter den Normalfunktionen der Klasse K, d.h. den automorphen 
Formen aus K, die auf der vollen Schar €*(K) der ganzen Spitzenformen von 
K senkrecht stehen, gibt es genau eine, die mit der gegebenen Form F in K die 
Hauptteile in den stimtlichen Punkten von $' gemein hat. In den Spitzen 
€ = A-!oo mit x = x,=0 sind die konstanten Glieder der Entwicklung den 
Hauptteilen zuzurechnen. Jede Normalfunktion ist durch ihre Hauptteile im 
Fundamentalbereich eindeutig bestimmt. K ist die direkte Summe der Schar 
€*(K) und der Normalschar N (K). 


Nach (11) gilt in der Bezeichnung %(K) = R(F, — r, v) bei simultaner Trans- 
formation mit einem reell-normierten S: 


NF, —r,v)| S=N(S'T S, —r, vg). 


Man nennt die Klasse K spezial, wenn es in der Komplementirklasse 
K = {f,r —2,v-} von K auBer Null eine ganze Form gibt, sonst nicht- 
spezial. (Im folgenden gilt die Voraussetzung |v| = | als stets erfillt.) Nicht- 
spezial sind alle K mit r > 2, ferner alle multiplikativen nicht-abelschen 
Differentialklassen (r = 2, v1). Ein Prinzip, nicht-speziale Klassen K, 
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vor allem solche mit 0 <r< 2 zu konstruieren, besteht in dem folgenden 
Verfahren : 


Man setze (vgl. [1], S. 177 und (48)) zunichst allgemein 
0°= Py— 1+ * ; x*=xmodl, O<x*sl1l, x#=1-x* 


- =O ¢ 'o < 4 ss 3s . 
und wihle r gemaB 2 — 5 <r<2, was genau dann méglich ist, wenn a+ e, 


positiv ist; es sei p= 1 und o,2=1. Den Spitzen ¢, und Ecken m, eines rFB 
a 
& von Ff ordne man irgendwelche echten Briiche x, , i. (x; reell, a, ganz) als 


Drehreste eines hypothetischen MpS v in [f, —r] zu. Diese lassen sich, wenn 
noch a, = 1, — 1 — a, fir 1 Sk S ey gesetzt wird, stets gemaB 


Go ey ay 

, 7 — 9 0 
y % + y in (2—r)o 
j=1 k=1 & 


bestimmen, und es stellt sodann das Primform-Potenzprodukt ({1], § 1, c. 2) 
a 


oo x, eo l 
Q(t) = [] 2’ (x, [] 2 * (x, o,) 
j=1 k=1° 


eine ganze Form {f, r — 2, wg} mit einem MpS wg in [F, r — 2] dar. 
Bezeichnet nun v irgend ein MpS [f, — r] des Betrages 1 mit den oben ge- 
a 
nannten Drehresten ~x;, a , welches von we verschieden ist, so zeigt der 
k 


RrizMANN-Rocusche Satz, daB die Klasse {f, —r, v} nicht-spezial ist. Bei ge- 
gebenen Drehresten ist das System dieser v in [f, —r] auf 2 p, willkiirliche 
komplexe Parameter des Betrages 1 umkehrbar eindeutig bezogen, und alle 
so entstehenden Klassen sind also mit genau einer Ausnahme nicht-spezial. 

Das Folgende gilt nur fiir nicht-speziale Klassen; bis zum SchluB dieses 
Paragraphen sei K = {f, —r, v} nicht-spezial und wie immer r reell, |v| = 1. 

Es sei § irgendein rFB von f. Man schlieBt aus dem Rremann-Rocuschen 
Satz in der iiblichen Weise, daB K Formen mit beliebig in § vorgegebenen 
Polen und Hauptteilen enthilt, vorausgesetzt lediglich, daB die Exponenten 
in den Entwicklungen zu den Fixpunkten die durch v bestimmten Bruch- 
bestandteile aufweisen. Nach Satz 2 existiert also ein System von Normal- 
funktionen 


(12) IT_,(t,v, Aj, Ff, —v+,;) (lSjSo9, »2>0 ganz, —-»+x, 50), 
(13) E_,(t, v,z,F, —ql+a) (z in H$-\F,q=1 ganz), 

wol=l,,a=a, fiir z= w,,1=1,a=0 sonst — mit folgenden Eigenschaften: 
Jedes J7_, verhalt sich in ganz § mit Ausnahme der Spitze ¢, wie eine ganze 


Spitzenform, und jedes E_, verhalt sich in ganz mit Ausnahme des Punktes z 
wie eine ganze Spitzenform. In den Ausnahmepunkten z, ¢; gilt 


(a;,t + a;,)" I1_,(t, v, Aj, f, -—¥+%;) = 


=2uy) (Ast) + DL Basa, tex, 1(4y7) 


~ 
n+, >0 
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mit konstanten £,, . x; und in § konvergenter Summe iiber n, 
(x — z)’ E_,(t, v, 2, F, —ql+a) = 


=2w-U+4(z,2)+ SY BS w'™+4(z, z) 
m=0 
mit konstanten £%, und in |w|< o fiir ein gewisses 9 >0 konvergenter Summe 
iiber m. Die Konstanz der £* verhindert nicht, da8B sie von z abhangen kénnen. 
Ersetzt man § durch einen anderen rFB, also A, durch A; L,, z durch L, z 
mit gewissen L,, L, in f, so nehmen die Funktionen /7_,, E_, nur konstante 
Faktoren des Betrages 1 auf (vgl. [1] (45) und (51)). 

Fiir jedes solche Funktionensystem (12), (13) gilt nun (wie gesagt, wenn K 
nicht-spezial ist) : 

Satz 3. Die Funktionen (12), (13) bilden eine Basis der Normalschar R (K). 
Sie bilden bis auf von Null verschiedene konstante Faktoren an den einzelnen 
Funktionen die einzige Basis von R(K) derart, daB irgend zwei verschiedene 
Basisfunktionen ein Skalarprodukt besitzen. 

Beweis: Die erste Behauptung ist klar. Wir bezeichnen Funktionen der 
Basis (12), (13) mit H(t), H,(t), H, (rt), ..., solche einer anderen Basis von 
der in Satz 3 angegebenen Eigenschaft mit H*(r), H(t), H¥(r),... . Zu 
zeigen ist, daB jedem H*(r) eine Konstante y +0 und ein H(r) mit H*(r) 
= y+ H(t) zugeordnet werden kann. Das reicht in der Tat aus; denn wiirde 
dabei ein H,(r) nicht auftreten, so kénnte man es aus endlich vielen H* (rt) 
linear komponieren und erhielte einen Widerspruch. 

Wenn die fragliche Aussage nicht zutrifft, gibt es ein H*(r) mit einer 
Darstellung 


(14) Hj (rt) = 3 ¢, H,(t), wo alle c, +0 sind und n > 1 ist. 
k=1 


Aus der Struktur der H (r), den Voraussetzungen iiber die H* (rt) und Satz 1 c) 
folgt, daB kein von Hf (rt) verschiedenes H*(r) in seiner linearen Darstellung 
durch die H(r) eine dieser Funktionen H,(t) (1 < k <n) enthalten kann. 
Nun ist in der Darstellung 


yp 
H, (t) = dg Hj (t) + D d,, HF, (t) 
1 


m 


d, von Null verschieden, weil sonst durch Einsetzen der Darstellungen der 
H* (tr) als Komposita der H (r) eine lineare Relation zwischen endlich vielen 
H (r) entstiinde, in der H, (rt) mit dem Koeffizienten 1 erscheint. Setzt man 
(14) und die Darstellungen der H% (1) durch die H (r) in die letzte Gleichung 
ein, so entsteht eine lineare Relation, in der die H,(r)(2< k <n) mit den 
Koeffizienten c, + 0 auftreten. Das ist ein Widerspruch. 

Wir sagen, da8 die Funktionen (12), (13) eine Normalbasis in der Klasse K 
oder eine Normalbasis der Normalschar % (K) bilden. 
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§ 2. 
Darstellung der Normalbasen 
durch absolut konvergente Porncarésche Reihen. 


In diesem Paragraphen wird gezeigt, daB die einfachsten Porncaréschen 
Reihen vom parabolischen und elliptischen Typus, die sich im Fundamental- 
bereich bis auf je einen einzigen Pol wie ganze Spitzenformen verhalten und 
dort im Sinne der Entwicklungen (4), (7) eingliedrige Hauptteile besitzen, 
Normalfunktionen sind. Daraus folgt unmittelbar, daB sie eine Normalbasis 
in ihrer Klasse konstituieren. Fiir die im folgenden zu untersuchenden For- 
menklassen K = {f — r, v} gelte stets |v| = 1 und, sofern nicht ausdriicklich 
anderes gesagt wird, r > 2. 

Wir behandeln zunichst den parabolischen Typus und setzen voraus, daB 
co eine Spitze von [ sei. Mit den Bezeichnungen (4a) sei @(A,T) ein volles 
System von Matrizen M aus AF mit verschiedenen zweiten Zeilen M = 
{m,, mz}, v (M) =v(A)o (A, L) v(L) fir M=AL c AP, veine ganze Zahl; wenn 
A nicht in F liegt, werde v(A) willkiirlich vom Betrage 1 gewahlt. Wir setzen 
(15) G_,(t,v,A,F,v+x)= DD wy (Mr) 

Mc &(4,f) v(M) (m,t + m,)” 
Zur Konvergenz vgl. [2], §§ 1, 2; der Wert der Reihe (15) hangt von der Aus- 
wahl des Systems @(A,I) nicht ab. Wir notieren hier ohne Beweis die fiir 
die gleichmaBige Absolutkonvergenz der Reihen (15) und ihr Verhalten in 
den Spitzen grundlegenden Aussagen: 

A) Unter den M = {m,,m,) mit M C@(A,f) kommt dann und nur dann 
eine Zeile mit m, = 0 vor, wenn A~!co ~ oo (f). In diesem Falle gibt es genau 
zwei solche Zeilen, die sich nur um ein Vorzeichen unterscheiden. 

B) Fir ein m,+0 in M = {m,, m,} mit M CG(A, F) gilt |m,| => 0 (A, PF); 
dieses # ist eine nur von Ff und A abhiangige positive Konstante. 

C) Es seien «,, X,,7 feste positive Zahlen, t, ein fester Punkt in 9. Es 
gibt eine nur von a, X,, 7, T, abhiangige positive Zahl %, derart, daf 


(vgl. (5) und [3], § 2). 


Tr | 


1 , mee = 5 , —f £2. l—- > 
|m, tT + m|—" S a, |m, T) + mM, fiir jz] <= Xo, y= % 


und beliebige reelle {m, , m,} + {0, 0} zutrifft. 
D) Es sei € eine endliche Teilmenge von @(A,l), r>2, 7 CH. Dann 
gilt mit einer nur von [, A, r, t, abhangigen Konstanten C\: 


>” |m, tT + m,|—" SC, (Ff, A, 1, Tt). 


MCE 
Fir y + x 20 ist der Zihler im Reihenglied (15) dem Betrage nach = 1; 
fir y = — h < 0 laBt er sich wie folgt abschitzen: 
3m M y , 1 wear . 
(16) es” m,T + m,/* #(A,T)y (McAIT,m,+0), 


22 (h —x) 
NP (A,P)y 
Befreit man die Reihe (15) von den héchstens zwei Gliedern mit m,= 0, so 
konvergiert die Betragreihe des Restes auf |x| =< X,, y => a gleichmaBig und 


uy “(Mt) < exp (M CAF, m,+0). 
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strebt dort mit wachsendem y (gleichmaBig in x) gegen Null. Fiir reell- 
normiertes S gilt (vgl. [1], (81) und [3], (22)) 

v's (A 8) 


(17) G_,(t,0,4,0,7+%)|S= sacs) 


G_,(t, vs, AS, S2 T'S, v+ x)’. 


Zusammenfassend erhalt man damit nach iiblichen Schliissen den (bereits 


bekannten) 


Satz 4. Alle Reihen (15) stellen automorphe Formen der Klasse K dar, fiir 
vy+x>0 ganze Spitzenformen. Fiir y+% <0 verhiilt sich jedes G_, in allen 
Punkten von $' mit einziger Ausnahme der Spitzen L [ (L in 1) wie eine ganze 
Spitzenform aus K. Die Entwicklung nach der Ortsvariablen der Spitze t = ¢ 
hat die Gestalt 
v(A) (a,t + a,)" G_,(t,v, A, F,v+x)=2uy"(Ar)+ DY By.,uy'*(Art) 

n+x>0 
mit konstanten B,,. , und in 2 konvergenter Rethe iiber n. 

Wir beweisen dariiber hinaus, wie in der Einleitung angekiindigt: 

Satz 5. Jede der Funktionen G_,(t,v, A, l, » +x) mit y<0 oder y=x=0 
gehort der Normalschar N(K) an, d.h. sie ist zur vollen Schar der ganzen Spitzen- 
formen der Klasse K orthogonal. 

Beweis: Nach (11) und (17) geniigt es, diesen Satz fiir A = J als richtig 
nachzuweisen. Sei also A=J, p(t) Cc €*(K). Wir schneiden aus § die Ver- 
einigung der Parazykel heraus, die mit Hilfe einer reguliren Zerlegung eines 
rFB § von [ beziiglich des Gitters der Spitzen durch 


(18) Sm A,Lr>d; (@>%;; lsjsoa; LC) 
mit von Z unabhiangigen #; beschrieben werden. Die Restmenge ist ein Dis- 
kontinuitatsbereich von fF mit dem Fundamentalbereich *[#], den man 
erhalt, indem man von § die Durchschnitte § ~ {Sm A,1t>#,} fiir 1 <j Say 
tilgt. 

Man findet zunichst, wenn @* aus der Matrix M = J und den M < G (J, 1) 
mit m, > 0 besteht: 

P,, .[p, (@)] = + I(G_,(#, v, 1, F, + x), p(*); F* (8) 
, 2 
or SL Sf un (t) oe) yy" dxdy. 
McS* M§*\e)} 

Das gesuchte Skalarprodukt (G_,, m) ist gleich 2 lim P, ,,[@, (#)] bei dem 
simultanen Grenziibergang #;—> + oo. 

Es kann und soll angenommen werden, da8 & in hinreichender Héhe mit 
dem Streifen << 2< +N zusammenfiallt, wo & eine reelle zu co iquivalente 


t 


Spitze von [ bezeichnet. Es sei h die H-Gerade x= &. Man wiihle ein festes 7, , 
das auf keiner der H-Geraden L h(L C1) liegt, und bestimme @ (J, fF) durch 
E< Re Mr,< &€+ N. Dann liegt von jedem MF (M Cc S*) ein innerer Punkt 
im Innern des Vertikalhalbstreifens B(ES2=&+ N,y>0), so daB alle 
diese M mit héchstens endlich vielen Ausnahmen in BG liegen. Jeder Aus- 
nahmebereich M G wird durch die Geraden U** (k ganz) zerschnitten; redu- 


ziert man seine auBerhalb von ZG liegenden Stiicke durch geeignete Transla- 
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tionen U** (k ganz) in © hinein, so entsteht aus MG eine Fundamental- 
menge Fy in G; fiir die tibrigen M in G* sei Fy= MG. Die Konstruktion 
zeigt, daB die Vereinigung der Fy, (M in G*) den Halbstreifen G bis auf endlich 
viele Strecken und Halbgeraden seiner Seitenrinder liickenlos und bis auf 
isolierte Punkte einfach iiberdeckt. Bezeichnet F¥,[#] den Durchschnitt von 
F yy mit dem Parazykelsystem (18), so kénnen die Integrationsbereiche M §* (#] 
in (19) durch $¥, [@] ersetzt werden. 

Oberhalb einer festen Hohe «, wird G von § (bis auf die rechte Rand- 
gerade) voll ausgefillt. Unter den ¢; sei ¢,= co (A,= J), und es sei ferner 
Jy, < a,. Fir y S a, und festes » 2 0 gilt nach bekannten Satzen 


——2 
uy “(t) (rt) ¥~*=0 (, : ) gleichmaBig fiir alle z. 


Nennt man %,, (0 = 4< yz) das Rechteck ES 256+ N,A<ySuy, 80 er- 
halt man daher fiir "we feste hinreichend kleine e > 0: 
Sf jun" ery’ ~*|dady<e, wenn 0<1< A(e). 
Boa 


Es sei A=(1/2) Ag(e) , & (e) eine die Matrix J enthaltende endliche Teilmenge von 


S* derart,daB >’ Gy das Rechteck DB, ,, bis auf Randstrecken tiberdeckt. 
MC €* (e) 


Da der Kulminationspunkt des Parazykels 
3m M,t = 0;(M,; = A; L, Lin i, M; = {mj,, M;2}, M;, + 0) 


die Ordinate m;; 2 OF 1 < (8 (A,,))-? 67 * hat, kann man alle #, iiber (18) hin- 

aus so groB wahlen, 'daB sogar > Gi}, (@] noch das Rechteck DB, , iiberdeckt. 
Mce* (e) 

Dies trete fiir #, > #,, (e) ein. Summiert man nun die Integrale auf der rechten 

Seite von (19) iiber irgendeine endliche ange €* von Matrizen M mit 


EF (ec) C E* CS*, so ergibt sich, weil {f uy" (rt) M(t) y'~*dady wegen 
DB, 8, 


y+x<0 und 9c €*(K) verschwindet, ein Wert vom Betrage < e. Also gilt 
(20) |P,,, [y, (®)]| < « fiir beliebige #, mit #, > 8,, (e) (1S 7 Sa), 
und daraus folgt die Behauptung. 

Dieser Beweis fihrt fiir beliebige ganze » = 0 bis vor die Aussage, daB das 


letzte Integral tiber B, , einen Wert vom Betrage < e habe. An die Stelle 
von (20) tritt im Falle y + x >0 


9, y 
_— —4x(» + yy r—2 
Prsxlgs(O)]— NB, 4(0, 9) [ ¢ y dy|<e. 
a 


Daraus folgt das aus [3] bekannte Ergebnis 


Satz 6. Fiir jede ganze Spitzenform g(t) der Klasse K gilt in den Bezeich- 
nungen zu (4) und (15) 


(9 (+), Gg (e, 0, A, F, 9 +20) = 0(A) 20" TEED Ov + 2)", (A, g)- 


Mathematische Annalen. 127. 4 














50 Hans Perersson: 
Funktionentheoretisch bedeutungsvoller als die Reihen (15) sind die 
Porncarkschen Reihen vom elliptischen Typus. Ihr Ansatz ergibt sich wie 
der von (15) aus den Entwicklungen der automorphen Formen nach einem 
Prinzip der transversalen Summation, das ich in der Einleitung von [4] aus- 
fiihrlich dargestellt habe; beim elliptischen Typus hat man sich der Entwick- 
lungen (7) zu bedienen. Es ist nicht erforderlich, daB [ parabolische Matrizen 
enthalt; wenn nicht, schreiben wir o,= 9. 
Fiir feste z in § und ganze » setzen wir 


(21) W_,(z,v,2,0,»= ¥ (Mr —2z) 


M = {m,, m,}). 
wat (i) (me tm) (Meare Simm) 


Im Falle o, > 0 betrachten wir fiir reell-normiertes A. wenn A~! co eine Spitze 
von F ist, die allgemeineren Reihen 


. (Mt — Az)” 
22) ¥_. (rt, v,z, A, fv) = M= {m,,m,}). 
(22) r( ) wor o(M) (m,t +m,)" (Mx —Azy*? — tm» ™a}) 
Zur Konvergenz vgl. wieder [2], §§ 1,2. Dort ergab sich iiber (A) bis (D) 
hinaus 
(E) Es sei o, = 0 oder tr = co Spitze von [; es seien r, t,, z feste Zahlen, 
r > 2, t, und z in § gelegen. Dann konvergiert 





D> |m, t + m,|-* |M t, — 2/-*. 
cr 
Zur Untersuchung des analytischen Verhaltens der Funktionen (22) in 


einem Vertikalhalbstreifen DB: |z| < X, y= benutzt man fiir o,>0 auBer- 
Mr,—%| 1: oi 
dem, daB res =| durch je eine positive, von M,t,,t, unabhangige Zahl 
os“ “3 | 


nach oben und unten beschrinkt ist, wenn M c AT, m,+0, z, und z, in§ 


P , ’ , Mr—z| 
fest, t, und t, in G. Ferner ist fiir y << 0 und o,= 0 der Quotient _ = 
nach unten abzuschitzen. Setzt man 

Mt—z M-'z—rt e* 1 e—1 
= |M-1z-— rird | . . > , 
R = |M~'z — tly, so wird asi ys Bat ep)’ Wenn t 


auf einer kompakten Menge 2 in $ liegt und M die Matrizen von F — € durch- 
liuft, wo € = €(A) eine gewisse endliche Matrizenmenge in [F bezeichnet. 
Der Zusammenhang zwischen (21) und (22) wird durch 


(Mr—A z)” 
v(M)(m,t + m,)’ (Mt — Az)’ *” 
(23) 


(a, 2 + a,)’ fd (Lr —2z)’” 


v (A) 
(a,z+a,)” v(L)(yr+ 6) (Lr —72)'*” 


mit den Bedeutungen M = AL (LCT), L={y, 6}, A= {a,, ay} hergestellt; 
es gilt also (und zwar, wie man bestitigt, fiir ¢, = 0 und beliebiges reell- 
normiertes A) 

(a,2+a,)"*” 


(a,z + ,)” 


(24) WY _.(t,v,z, A, PT, v) = 0 (A) 


Y_.(z, v,z, Fy). 
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Da auBerdem durch direkte Transformation mit einem reell-normierten S 
(S = {c, d}) analog (17) 
v's (A 8) 


_ J , (St, v, Sz, A, sf v) (et + dy" - v(A)a(A, 8) 


Y_.(t, vg, z, AS, STS, v) 
entsteht, findet man schlieBlich 
Y_. (St, v, Sz, Vf, v) (er + d)-* (cz +d)" = 


cz+d 
cz+d 


(25) 


WY _.(t, vs,z, STS, v) 


und somit nach dem iiblichen Verfahren die (bekannte) Aussage: Alle Funk- 
tionen (21) mit » > 0 stellen ganze Spitzenformen {f, — r, v} dar. 

Eine besondere Behandlung erfordert der Fall, in dem z ein elliptischer 
Fixpunkt der Ordnung / von [ ist (vgl. [1], S. 180 und [5], (2a. 14—17), 3a.). 
Die Grundmatrix £Z in [ von z = ist durch 


E = {€, €:},  @ +e, = exp - (¢,< 9) 
erklart; sie erzeugt die zyklische Gruppe 8,, der Z in Tf mit L w = w, hat die 
Ordnung 2/ und es gilt Z'’= — I sowie v(H) = exp (xi | + 22% t) mit 


einem ganzen a, 0S a</-— 1. Setzt man fiir ganzes h: E*= fe, ef}, so 
findet man 


. ah 
(26) vB) (Mat Py = (B)(qoreyyPae | 
Es sei nun z = w. Mit M = E* L, A = E* wird nach (23), (26): 
_ (v—ajh 
ai—_- (Mr — a)’ OP i (Lt — a)” 
v (M) (m,t + m,)’ (Mt — a)’ *” v(L) (yt + 6)’ (Lr—ayt”’ 
also 
Y_.(t, v, w, FT, v) = 0, wenn nicht »y = a mod 1 
(27) Y_.(t,v,@,F,7)=21 > Ge at ‘ 
mcrt v(M)(m,t + m,)’(Mt—wo)’*” 


wenn vy =amodl. 


lS bezeichnet hier ein volles Vertretersystem der Linksklassen von [ mod §,, 
(d. h. 8,, steht links). 

Zur einheitlichen Formulierung werde jetzt jedem z in 9 ein Zahlenpaar 
l,a zugeordnet; fiir eine Ecke z = w habe das Paar die obige Bedeutung; 
sonst sei] = 1,a = 0. Man erhialt dann zusammenfassend 

Satz 7. Alle Reihen (22) stellen automorphe Formen der Klasse K dar, 
fiir vy >0 sogar ganze Spitzenformen von K. Dabei braucht T keine paraboli- 
schen Matrizen zu enthalten. Alle Funktionen (22) mit vy = a mod I verschwinden 
identisch. In einem H-Kreis |w (t,z)|< 9 wm den festen H-Mittelpunkt z 
gilt fiir ganzes q > 0 und passendes 9, > 0 

(x — 2)" P_, (rt, v, 2,0, -—ql+a)=2lw-t4 (7,2) + SS BS w™+4 (cz, z) 

n=0 


4* 
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mit konstanten B,, und absolut konvergenter Potenzreihe. Jede solche Funktion 
P_,(t, v, z, F, —ql + a) ist iiberall in $' mit Ausnahme der zu z nach T dqui- 
valenten Punkte regular und verschwindet in allen Spitzen (wenn diese vorhanden ). 

Wir behaupten dariiber hinaus 

Satz 8. Alle Funktionen P_, (t, v,z,f, —ql+ a) (q >0) gehdren der Nor- 
malschar N(K) an, d.h. sie sind zur vollen Schar €*(K) der ganzen Spitzen- 
formen von K orthogonal. 

Beweis: Wir behandeln den komplizierteren Fall z = w (= élliptischer 
Fixpunkt der Ordnung / > 1 von [); im Falle eines Nicht-Fixpunkts z ver- 
lauft die Untersuchung, von Erleichterungen in Einzelheiten abgesehen, 
analog. Wir verabreden, da8 fiir o,= 0 alles im folgenden iiber die Spitzen 
von FT Gesagte inhaltlos sei. 

Es sei wie oben & eine regulire Zerlegung eines z als w, (k fest) enthaltenden 
rFB§& von [ beziiglich des Gitters, das aus den Spitzen von [ und den zu w, 
aquivalenten Ecken von [ besteht. Wir schneiden aus $ neben den Para- 
zykeln (18) die H-Kreisscheiben 


(28) t[L w, o,): |w (t, L @)| <  (0:= 0¢< Cor= On, LCF) 
heraus. Im entstehenden Diskontinuitatsbereich 9 (9, , (@)] hat [ den Funda- 


mentalbereich §* (9, , (#)] = F ~ D [o,, (#)]. Zu beweisen ist, wenn m c €* (K), 
daB der Naherungswert 


2 Q-1+0 [Pi Gr, (O)] = J(P_, (*, v, oF, —gi+a), o(*);F* [o., ())) 
des Skalarprodukts (¥_,, m) mit 9, > 0, 0, co selbst gegen Null strebt. 

Es sei [* ein Vertretersystem von [ mod (+ J), das die E* (0 <h <1 — 1) 
enthalt. Man hat in den Bezeichnungen von (7), (8) 


Q oi+alY; &, (P)) = 
(29) =4(4p)" b ff w+ (x) (1 — 0°)" 2ododé. 
MCT* VM$*\e,,(0)! 

Die Vereinigung V D[o,, (#)] der VM &* [o,, (#)] tiberdeckt, wenn alle #, 
hinreichend groB sind, den fiir positives 1 — 9, unterhalb einer passenden 
festen Schranke gebildeten Kreisring 9,< 0 < g, bis auf die Durchschnitte 
dieses Kreisringes mit den Kreisen (28) fir L c [*, L+ E1(0 <j <1—1). Wir 
zeigen, daB der Bestandteil der rechten Seite von (29), der durch Integration 
iiber die Vereinigung aller t (Mw, 0,) (M CT*, M+ EH’, 0<j<1—1) ent- 
steht, also die Reihe 


(30) 4(4py" 3” ff w-@**@, (x) (1— 8) 2 ododd 
MCT* t(Ma, @,] 


eine absolut konvergente Majorante hat, die mit 9, gegen Null strebt; der 
Akzent am Summenzeichen verbietet das Auftreten der genannten M = E’. 

Um dies einzusehen, bemerke man zuniichst, daB |w| auf allen diesen 
(Mw, 0,] durch eine positive, von M und 0, unabhangige Konstante nach 
unten beschrinkt ist. Ferner gilt nach bekannten Sitzen gleichmaBig fir 


r 


jw] <1: y(t) =O (4 = 0%) ) Daher gilt auf den §[ Ma, 0,] mit einem 
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von w, M, o, unabhingigen C,: 


r 
2 


(31) jo- +85, (x) (1 S01)? 
undes ist alsojedes ff w~*'+*@, (x) (1 — 9*)"-? du dv absolut konvergent. 
ense<l 


Die gesuchte Majorante von (30) hat die Gestalt 


Tr 


2 
4(4p)"C, 3” ff (-@)* dud 
MCT®* t(Mo,¢@;) 
und wird, wie man leicht beweist, kleiner als ein gegebenes ¢ > 0, sobald 
0:< 0; (€) mit einem geeigneten positiven og! (e) < 09). 

In den folgenden Uberlegungen kann daher bei Beriicksichtigung eines 
Fehlers von einem Betrage < ¢ angenommen werden, daB die in (30) auf- 
tretenden Lécher ¢[M a, 0,] bereits geschlossen sind. Es wird 

r 


4(4p)"C, ff (1-—@)* pdodd<e far alle A mit0<A< Ale) 
1—Ase<l 


bei passendem A,(¢), 0 < A,(e)<1.Man wihle A= (1/2) A,(e), 0.= 1—A und 
die endliche Matrizenmenge €,(e) in [* so, daB die Vereinigung der MG 
(M in €,(e)) den Kreis 9 < 1 — A iiberdeckt, ferner die #, so groB, daB auch 
noch die Vereinigung der M ¢* [#] diesen Kreis iiberdeckt. Das trete fiir 
d, > d,,(e) ein, wo 0,,(e) > 0 ;. Weiter sei €* eine endliche Matrizenmenge 
mit €,(s) c €* c T* und 9,< 0; (e). Dann wird nach (31), wenn die folgenden 
Integrale mit dem Integranden auf der rechten Seite von (29) gebildet werden: 
l4(4py" ¥ ff -44eprr Sf \<2e, 
MCE* VMF*(e:,(9)) @Sesl—A| 
also |Q_o144 (9; 01> (®)]| S 2e fir 0, > 3, ;(e), 0 < 0, < of (e). Daraus folgt die 
Behauptung. 

Fiir nicht-negative Exponenten y anstelle von — q/+a kann die Ab- 
schiitzung der Reihe (30) gespart werden. Man erhilt dann den bereits aus [4] 
bekannten 

Satz 9. Fiir jede ganze Spitzenform q(t) in K gilt in den Bezeichnungen 
von (7), wenn v ganz und = 0 ist: 


! 
( (*), P_,(*, v, 2, , v)) =8 x (4 py L'(r = 1) rosa b, (@, )- 


$3. 


Die Porvcaréschen Reihen H_,(r, v, z) als Funktionen von r und z. 


Im folgenden sei bis zum SchluB der Abhandlung die Formenklasse 
K = {f, — r, v} fest gegeben, wo [ von erster Art, r > 2, v ein MpS [f, — r] 
vom Betrage 1 ist. Es wird vorausgesetzt, daB [ parabolische Matrizen ent- 
halte, d.h. daB o,>0 sei; 0. B.d. A. wird zusitzlich angenommen, da8 
t = co Spitze von [ sei. 

In den Bezeichnungen zu (15) schreiben wir genauer 


(32) N= Ny, *x=%4, = xj =x,mod1(0<x%j <1), x4=1-—x]. 











54 


Hans Perersson: 


haufig auch 
(32a) N*, x*, x**, x*’ fir Ny, x4,%4,%4 und N,x,x*,x’ fir Ny, x, xj, x}. 


Wir bilden fiir z und t in § [vgl. (5) und die Erklarungen zu (15)] 
H_,(t, v, z) = H_,(t, v, z, A, T) = ¥. v(A) (a,z + a,)"~*x 
(33) u 4 (Mz) 
x tA (Az) »¥ : nA 
Na Mc&4,P) v(M) (m,t + m,)" ty (Mt) —uy, (Az) 

und untersuchen das Verhalten dieser Porncaréschen Reihe als Funktion von 
Tt und z. 

In den Bezeichnungen zu § 2, (C) sei |z| < X,, y=; ferner sei py= Sm Az 
= Bo (Bo >). Dann gilt fiir m,+ 0 nach § 2, (B), (C): 
(34) |uye(M tr) — uye(A 2)| = exp( — ad, )- exp(—ye). 

se N* 0(A,T) |\m,i + m, N* 

Wegen § 2 (D) konvergiert also die Reihe in (33) nach Abtrennung eines end- 
lichen Gliederaggregats gleichmaBig in t und z absolut, wenn beide Punkte 
einer kompakten Menge in $ angehéren. H_,(r, v, z) stellt mithin fiir (r, z) 
in $? (d. h. t in 9, z in 9) eine analytische Funktion des Variablenpaares (r, z) 
dar, die sich dort bis auf mégliche Singularitéten von rationalem Charakter 
regular verhilt. 

Wir untersuchen jetzt das Verhalten in diesen Singularitaiten. Der Nenner 
im zweiten Bruch des Reihengliedes verschwindet dann und nur dann, wenn 


U*** Mt = Az fir ein ganzes k und ein M = AL CG(A,f), 


d. h. genau dann, wenn Lt =z fiir ein Z CT. Es sei speziell z = m eine ellipti- 
sche Ecke von [. Die Pole der Reihenglieder bei L,t = z (LZ, fest in [) — diese 
als Funktionen von t verstanden — ergeben sich fiir diejenigen L in [, welche 
Lt=L,t =z, also [in den Bezeichnungen bei (26)] L = E* L, mit ganzem h 
erfillen (0 < h <= 21— 1). DaB diese Reihenglieder alle auftreten, liegt daran, 
daB die Matrizen AE*L, (0 < h < 21-1, h ganz, L, fest in [) zu je zweien 
verschiedene zweite Zeilen haben. Denn sonst gabe es ganze h,m,b mit 
Osh<h+ms2l—1 und AE*+®L,=U°*AE*L,, was E™= A! U°**A, 
also b= 0 und damit einen Widerspruch zur Folge hitte. 
Wir bestimmen ein System @ (A, [) so, daB es alle 2/7 Matrizen 
M” = AE*L,= M,L;' E*L, (0<h< 21-1, My= ALy) 

enthalt und betrachten den Fall, in dem ZL, t und z beide einer offenen eukli- 
dischen Kreisscheibe § mit dem Mittelpunkt w und hinreichend kleinem Radius 
angehéren, ohne daB eines der E* L,t mit z zusammenfiallt. Es bezeichne D (L,) 
den durch Lt in f, z in  beschriebenen Dizylinder in (rt, z). Wir nennen zwei 
fiir (t,z) in D(Z,) bis auf niederdimensionale Mannigfaltigkeiten reguliare 
analytische Funktionen einander kongruent mod 9~!(Z,), wenn ihre Diffe- 
renz in 9(Z,) da, wo sie erklart ist, mit einer in ganz D(Z,) reguliren analyti- 
schen Funktion iibereinstimmt. In diesem Sinne ist zunichst der mit den 
M + M” (0<h< 21-1) gebildete Bestandteil von (33) H_, (rt, v,z) kon- 
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gruent Null mod 9-!(L,). Der mit den M = M™ gebildete Bestandteil laGt 


sich mod 9~1(Z,) schrittweise in die folgenden Ausdriicke iiberfiihren : 


H_,(t, v, z, A, f) =v(A) (a,z+a,)” » ——— - —— 
r ( (A) (a " h-0 v(m) (mr ae mi E* Lt —z 
(35) is 1 2 
‘ae v(L{”) (yr aa ayy LM, —2z 
hier wurde M® — {m™, m%;, L™ = E* L,, Ly = {y, 5} gesetzt. 
Die rechte Seite dieser Kongruenz laiBt sich mod 9~1(Z,) auf eine Gestalt 
bringen, die das Verhalten von H_, (rt, v,z) als Funktion von t besser zu 
iibersehen gestattet. Man findet, nachdem man L, durch Lp * ersetzt hat: 


mod 9-1 (Ly); 


(35a) H_,(t, v, 2, A, f)= 
i—1 9 

= Xv (Ly) (Yq BY 2 + dbo)" * v (B*) (ef 2 + ef? mod 91 (Lg""). 
se t—L,E*z 


Analoge Kongruenzen gelten, wenn L,t (bzw. Lo 'r) und z beide einer offenen 
euklidischen Kreisscheibe § um den Nicht-Fixpunkt s, in § mit hinreichend 
kleinem Radius angehéren; man hat dann auf den rechten Seiten von (35), 
(35a) # durch J, 1 durch 1 zu ersetzen. 

Wir untersuchen das Verhalten der Funktion H_, (t, v,z) in ihrer Ab- 
hingigkeit von t bei festem z. Als solche ist sie in § bis auf mégliche einfache 
Pole in den Lz (Z CP) regular und erfillt die Invarianzrelationen einer Form 
der Klasse K. Ferner ist sie im Unendlichen regular und verschwindet dort. 
Die Transformationsgleichung 


H_,(St, v, Sz, A, 1) (er +d)" (cz + d)"-2 
= H_,(t, vs, z, AS, ST 8) (S = {c, d}), 
die fiir beliebiges reell-normiertes S gilt, zeigt, daB H_,(t, v, z, A, [) in allen 
Spitzen regular ist und verschwindet. Neben (36) gilt fiir Zin F und {y5, dy} = LZ: 


(36) 


H_, (Lg Tt, v, Lg 2, A,V) (Yo T + Sq)" (Yq z + 5)”~? = 

= v (Lo) (Yo z + 59)" ~? A_, (t, v, Dy z, A, 0) = A_, (t, v, z, AD, fF). 
Das Residuum von H_,(t, v,z,A,1f) in dem Pol t = Z,z hat fiir einen 

Nicht-Fixpunkt z den von Null verschiedenen Wert 2 v (Ly) (voz + 69)’~?. Fir 


einen Fixpunkt z= w hat man (35a) und [5], (2a. 14), (3a. 10) heranzuziehen. 
Man findet insgesamt 


(36a) 


Res, . ;,,H_, (t, v, z, A, Ff) = 
(37) ; 


= € (2) v (Lo) (yo z+ So)" * (Ly CE, Ly = {76 So}), 
und hier ist 
2, wenn t = z nicht Fixpunkt ist, 


(38) € (z) = 21, wenn t = z = w Fixpunkt und a = / — 1 ist, 


0, wenn t = z = w Fixpunkt und a </ — 1 ist. 
a = | — | ist ersichtlich notwendig fiir die Existenz einer Form in K mit einem 


(gemessen in t — w) einfachen Pol im Punkte t=. ¢€(z) hangt von ZT, 
nicht ab. 
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Wir fassen zusammen: 

Satz 10. Durch (33) wird eine fiir (t,z) in 9%? analytische Funktion 
H_,(t, v,z, A, 0) des Variablenpaares (t, z) erklirt. Sie verhilt sich in $* bis auf 
Singularitédten von rationalem Charakter, die in den Punkten (t,z) mit t ~ z mod [ 
liegen, reguliir. Die genaue Natur dieser Singularititen wird durch die in (35), 
(35a) angegebenen und durch die zu diesen analogen Haupitteile beschrieben. Fiir 
festes z stellt H_,(t,v,z,A,1) eime ganze oder nicht-ganze Spitzenform der 
Klasse K dar; sie ist fiir t in $' bis auf mégliche Pole erster Ordnung, die in 
den siimtlichen Punkten t = Lz (L in 1) liegen, reguliir und verschwindet in 
allen Spitzen. Die Residuen in den Punkten t = Lz haben die Werte (37), (38). 

Fiir alles weitere sind die Eigenschaften der H_, als Funktionen von z 
von entscheidender Bedeutung. Da die Entwicklungs-Koeffizienten von H_,, 
diese als automorphe Form in der Variablen t verstanden, nur noch von z 
abhingen, wird man dabei auf Funktionen der einen Variablen z gefiihrt. 
Wir betrachten zuniachst die Koeffizienten der Entwicklungen nach den Orts- 
variablen der Spitzen von [ und verabreden hinsichtlich der Bezeichnung 
folgendes: 

Voraussetzung (F): Fiir die weiter unten auftretenden Spitzen co, A~'oo, 
B-co, C-1co, S~!00,... mit reell-normierten A, B,C, 8S, ... gelte: Entweder sind 
zwei dieser Spitzen wie B-!co und S~co einander nach F nicht dquivalent ; oder 
es ist B = S, im Falle B-' co ~ © speziell B= + I. 

Es sei hervorgehoben, daB diese Voraussetzung giiltig bleibt, wenn man 
von dem System [, J, A, B,C, S simultan zu dem System S"'T S, S, AS, 
BS, CS, S* ibergeht. 

Wir nennen ferner K = {T, r — 2,0} die zu K komplementire Formen- 
klasse, wobei 0 = v-! als MpS [I r — 2] aufgefaBt wird. Da die jetzt einzu- 
fiihrenden Funktionen F und Y die Grundelemente fiir die Konstruktion der 
automorphen Formen aus K darstellen, versehen wir sie mit dem Index r — 2 
und dem Argument 3. 

Es sei B-' oo eine Spitze von [, dabei (was von nun ab als selbstverstindlich 
gilt) B reell-nermiert. Wir setzen {b, , b,} = B und 

(b, t + 6,)" H_,(t, v, z, A, F) = 
(39) 22 


N ' v(A) 3» F,_2(z, 0, A, B,T, n+ xg) uy, (Br). 


A n+xp>0d0 

B 
Die Konvergenz der Reihe besteht bei beliebigem z in § fiir alle hinreichend 
groBen y,z= 3m Br; damit ergibt sich die Existenz der Koeffizienten F, 
fiir beliebige z in . Aus (36) folgt fiir reell-normiertes S(S = {c, d}): 


F,_».(Sz, 6, A, B,0,n +x ,) (cz + d)’-* = 

(40) vy (AS) 
v(A) 

also mit B — S-) insbesondere 

¥ >. 2 (2, v, A, B,T,n-4 xp) = 


a(B, 8S) F,_2(z, ts, A S, BS, S 1f S,n + Xp), 


(41) vp (AB? 


v(A) (by 2 + by)? F,_ 9 (Bz, Hips, AB, I, BE BY, n+ xp) 
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und dariiber hinaus nach (36a) fiir Ly in [, {y., dg} = Lo 
F,_2(Ioz, 0, A, B, T,n + xg) = 
a (A, Lo) o(B, Lg) v (Lo) (oz + bo)?" F,_2(z, 0, AL,, BLy, F,n + xg). 
In (40) hat 05 nur formale Bedeutung. Wir verabreden, daB stets 
(42) v'g(M’) 05 (M’) = 1 gelte, wenn M’ in ATS, 
was im Falle A ¢ S-! f wegen v= 1 ohnehin zutrifft und sonst nur die Fest- 


legung des Parameters 0, (A S) durch vg(A 8S) besagt. Nach (39) und (40) gilt 


2x 


NV, v(A) (b, z + b,)?-" F,_,(z, 0, A, B,T,n + xg) = 


(40a) 


(43) mt+Np ‘ a 
J H_,(t, vp, Bz, AB-!, BT B-1) exp (- 22i(n + xp) ¥e) Wp’ 
wenn z auf einer kompakten Menge 2 in § liegt und zu dieser y,= Sim T, 
hinreichend groB gewahlt wird (naimlich gréBer als alle Im BLz fiir L in [, z 
auf 2%). Daher sind simtliche F,_,(z, v, A, B, f,n + xg) fiir z in § regular. 
Diese Funktionen F,_, stellen im allgemeinen keineswegs automorphe 
Formen der Klasse K dar. Unter gewissen Bedingungen kann man jedoch 
aus ihnen und den analogen Funktionen Y,_, solche automorphen Formen 
linear komponieren. Dazu bedarf es einer Aussage iiber das Verhalten der 
F,_,, Y,-, in den Spitzen von [. Wir fragen nach einer Abschiatzung fiir das 
maximale Anwachsen eines F,_,, spiter auch eines Y,_,, wenn sich z einer 
Spitze von T nahert. Diese Abschiatzung, die wir fiir die F,_, jetzt, fiir die 
Y,_, spater herleiten wollen, wird es uns erméglichen, wie folgt zu schlieBen: 
Geniigt eine (geeignet gewahlte) Linearkombination endlich vieler F,_,, Y,_, 
den Invarianzrelationen der Klasse K, so liegt sie bereits in K und besitzt in 
vorgegebenen Punkten eines rFB von [ Pole mit wohlbestimmten Hauptteilen. 
Es sei C-!co eine Spitze von [, {c,,c,.} = C. Man substituiere unter dem 
Integral in (43) 
t*= S-11,8= BC, Bz= S8z* (d.h.z=C 2*). 
Nach (36) entsteht 


2 ni o(C, B-) . - 
Na v(A) o(B, Bi) (c, z + ¢,)?-" F,_,(z, 0, A, BLT, n+ xg) = 
(44) 7,+N 


° 


B 


4 » 7 d 
Jf H_,(t*, o*, z*, D, T*) exp ( SRO + xp) Na) Neg as : 
Tt, " , . 


und hier ist 
t*= S117, v*¥=vo., D=AC}, [*=CIC!, G=S'=CB", G= {y,, ge} 


einzutragen; [* hat die Spitzen oo, D-!00, S-!00o, Coo. Die Pole des Inte- 
granden liegen in den Punkten r*= L* z* (Z* in [*). Wahrend r* einen ab- 
geschlossenen Kurvenbogen in § durchliuft, strebt z auf einem Vertikal- 
halbstreifen der Breite Ng ins Unendliche. Wendet man (34) auf die Funk- 
tion H_, im Integranden von (44) an, so sieht man, daB, wenn nicht D = J ist, 
Minuendus und Subtrahendus auf der rechten Seite der (34) entsprechenden 
Ungleichung beide gegen 1 streben (Az ist durch Dz* zu ersetzen). Man 
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erhalt also auf diese Weise keine brauchbare Abschaitzung und muB deshalb 
den Integranden — im wesentlichen’ H_,(t*, v*, z*, D, [*) — genauer unter- 
suchen. 


(44) gilt fir y, > Im SL* z* (L* beliebig in [*). Man setze 
M* = SL*, M*= {mf, m3}, p*= 3m 2z*; 
nach § 2, (B) ist dann 


* 
Sm M* 2* = Tone 8-2(S,0*)p*-. — fir m¥ +0, 


und man kann, wenn f, > 0 gemaB 6, #(S, [*) > 1 gewahlt wird, 
(45) pt=p,, 0 *(S8,T*) Bl'<y< fh, w>s 


vorschreiben, wo e§ die gréBte Ordinate der elliptischen Fixpunkte von [* be- 
zeichnet. Fiir S + J folgt (44) aus (45), weil dann stets mf +0 ist. Im an- 
deren Falle liefert der Residuensatz, wenn (45) zutrifft: 


22% 9 = “ 
Ny v (A) (b,z + 6,)?-* F,_.(z, v, A, B, FT, n+ xp) 4 
. 4ni x ( 9 . 2* 
(46) + Wp CXP\— 228 (m + xB) ) 
~+p 
: . a. dt 
f H_,(t, o*, 2*, D, r*) exp/ 21 (nm + xp) az) Nez 


Es sei nun erstens C + A. In der Bezeichnung Q = D L*(L* in [*) mit 
Q = {%. qe} gilt |¢,| =} & (D, F*), speziell d, + 0, und nach (45) 
. De® 
exp ( -221 we ) 


= exp (22 N*-1 p* |d, z* + d,|-?) < exp ( Wear h, ) (D = {d, , d,}) 


Nach (33) hat man also unter den Bedingungen (45) die Reihe 


. ODr* —2z* | -1 
1 j-1 


ld2* 4d? So lq t*+ alt lexp(22i 2 o, 


Q@cSw,r*) \ 
abzuschitzen. Fiir jedes Paar (t*, z*) kann Q c © (D, [*) durch 
Qr* — D2* ~ 1 

N* *: 2 


_ * 
Qt — (sogar gleichmaBig in t*, z*) be- 


1 
—>z se 


ausgedriickt werden. Da auch 3m 
schrankt ist, geniigt es, 


ldz*+d\"-? 2) |gt*+ agai" |Qt* — Dz*| 
Qc S(D,f*) 

nach oben abzuschitzen. Hier ist der zweite Faktor auf der rechten Seite der 

Identitat 

: d,L*1* +4 d,z* +d 

IQr* — D2*| 1 = |d, z* + d,| = pee 153 _.6 


fiir hinreichend groBes p* beschrinkt, weil dies fiir die Sm L* r* gleichmaBig 


= |d,2* + d,| \d, + 
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in L*, r* zutrifft, wenn L* in [*, r* = S~' 1, r die Integrationsstrecke durch- 
lauft und (45) vorausgesetzt wird. Damit ergibt sich nach § 2, (C) 


(c, z + c,)"~* F,_, (z, , A, B, f n+ *p) re 

(47) Naa ; 2* 
' —2dzp¢ Ve v (A) exp(- 221 (n + xp) xy) + O(p**-}) 
fir z*= Cz, p*= Sm z*, |Re Cz| < Xf (X$ > 0), wenn K, A, B,C, n, XF 
festgehalten werden und p* gegen + co strebt. 

Es sei zweitens C = A (d.h. D= J). Dann 1laBt sich, nachdem im Falle 
S =I der Residuensatz angewendet wurde, mit Hilfe der Ungleichung (34) 
und § 2, (C), (D) unmittelbar einsehen, daB unter den bei (47) angegebenen 
Bedingungen 


(c, z + c,)*-" F,_, (z, 0, A, B, fT, n+ xg) = 
Na « : 2* : * 
265 ¢ Ne 6 (A) exp (- 221i (n+ xp) x) 4 0 (exp| 22%, F-)) 


erfullt ist. 


(48) 


Wir fassen zusammen: 
Satz 11. Die durch (39) erkléren Fourier-Koeffizienten 


]* 
F,_»(z, v, A, B, T,n + *g) der Funktion — 0(A) H_,(t, v, z, A, TP), 


wenn diese als automorphe Form der Klasse K in der Variablen t nach Potenzen 
der Ortsvariablen der Spitze B-1co von U entwickelt wird, stellen anaiytische, in 
der oberen z-Halbebene reguliire Funktionen von z dar. Ihr Verhalten bei An- 
niiherung des Punktes z an eine Spitze C-1co von [T wird durch (47), (48) 
beschrieben. 

Wir betrachten jetzt die Entwicklungen von H_,(t, v,z, A, [) — dies wieder 
als automorphe Form der Klasse K in der Variablen t verstanden —- nach den 
Ortsvariablen der Punkte 1, in 9, und zwar zuniichst, sofern nicht t, zu z 
nach F aquivalent ist. Wir setzen also [vgl. (7)] 


(49) (x—7,)’ H_,(t,v,2z,A,T) = D Y,_9(z, 0, A, t, F, ») w’—*(t, t%), 
vy=1 


r 


(49a) Y,_,(z, 0, A, %, F, ») = (v—1)! gw} 


{(t — t,)’ H_,(t, v, z, A, P)},o¢,, 


WO w= w(T, To) = —— und y>1 ganz. Wir fragen nach dem Verhalten der 


hiermit definierten Funktionen (49a) Y,_, von z unter folgenden Bedingungen: 
«), wenn z in § liegt und von allen L t, (Z in f) verschieden ist; 
8), wenn z in einer Umgebung von L7' ty liegt (Z, fest in [); 
y), wenn z in eine Spitze von fF riickt. 
Vor dieser Untersuchung notieren wir die Transformationsgleichungen der 
Y,_,; nach (36) und (36a) gilt in den.dort gewahlten Bezeichnungen 


Y,_2(Sz, 0, A, St), fF, ») = 


v—l1 a , 
et (cz + d)?-" Y,_,(z, %, AS, %, S10 S, ») 


49b am 
= = (ct, + d) r( 
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Y,_2(Z,z, 0, A, Ly t%,F, ») = 
— To + dy \—1 —¢ ~ 
= (v0 % + &y)-" (ZF) (Yo 2 + 59)?" Y,_2(z, 0, A Ly, t, 1, »). 


(49c) 


Zu «) ist zu sagen, daB sich jedes Y,_,(z, 0, A, t,, 1, v) nach Satz 10 in 
einer hinreichend engen Umgebung einer jeden Stelle z = z, in §, die zu 1, 
nach [ nicht aquivalent ist, regulir-analytisch verhilt. 

Von der Frage f) untersuchen wir ausfiihrlicher den komplizierteren Fall, 
in dem T, in eine elliptische Ecke w,= L>' w von [ fallt, wahrend sich z in 
der Nahe von @ aufhilt. Im einfacheren Falle hat man t, durch den Nicht- 
Fixpunkt t,= L>' t, zu ersetzen, wihrend z in der Nahe von 1, liegt. 

Es seien also wie bei (35) sowohl L,t als auch z in der Nahe von m gelegen. 
Wir schreiben 


w, = w(t, ay) (a= L' w, Ly in [), t= w(z, o); 


2ni Yo, + 6, . 
c= cap; > a= — » = (Lp) (Yo, + 5p)’ (Lo= {¥o, 5o}): 
on l 2 


Q(x, z, w,) = (t - oy 2 (L™ = E* L,) 


So o( LM) (Yr + 6) LM 2-2 


I y-* ; 
R(z, w,, ») = o—Il saat [Q(t, z, @)]w, = 0 (vy =1 ganz). 
1 


Aus (35) und (49a) folgt zunichst, daB sich Y,_, (z, 0, A, t, [, v) von R (z, a, v) 
um eine additive, in der Umgebung von z = w regulire analytische Funktion 
unterscheidet. Genaueres erfahrt man, indem man Q (t, z, w,) durch w, und ¢ 
ausdriickt. Dabei findet man nach einer etwas umstandlichen Rechnung 


(w — @,)’ t—1 ; 
2 = 3-— _ SX g—44(1 — en, w,)-* (e* », — &)7?; 
Q(t, z, @) (o— aa (1 Noe (1 — e* m, w,)'~* (e* 9; w, — t) 


die vor (35) genannte Bedingung besagt, daB ¢ von allen e* y, w, verschieden 
ist. Es sei nun 0 < 9, = |w,| < |t| < 0; und 9} hinreichend klein. 
Dann gilt 
] 22, 
R(z, @,, ¥) = Ini QO) gay, 


Ww) 
WW, =e 
also nach dem Residuensatze 
y—a—] — _1 (a, —G@,)’ @-rs—? 
R(z,@,,¥) = — 216 an | m 4 ~—s (1 — t)?-"t-"+ 
1 Q(z, z, @,) 
ess “dw. 
w,| = @ 1 


Das letzte Integral stellt eine fiir |t}< 9; reguiiire analytische Funktion 
von t, also von z dar; wegen (w — @)"~? (1 — t)?-* = (z — @)’~? ergibt sich iiber 
das Verhalten der Funktion Y,_, in der Nahe des Punktes z = w: 


Y,_2(z, 0, A, Lo‘, f,») = 


(50) 


(y—a—l - Pm on 
= = 218(°—$—*) nar (@,—@, (@—B)-" (e-GY-*t-” + PO), 
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wo P (z) auf |t|< 9 regular ist und 6 (2) = 1 fiir ganzes z, 5(x) = 0 sonst. 
Fir L,= I gilt y,= q,= 1. Wird » durch einen Nicht-Fixpunkt t, in § er- 
setzt, so besteht die analoge Formel mit / = 1, a = 0. 

Die Fragen «) und f) sind jetzt beide vollstaindig beantwortet. Zu «) 
weiB man nun auch, daB jedes Y,_, (z,v, A, t,f,¥) in § eindeutig und 
meromorph ist. Wir untersuchen die Frage +). 

Riickt z in die Spitze C-1co von I, so wird fiir H_, (1, v, z, A, [) als Funktion 
von t schlieBlich jede kompakte Menge der oberen t-Halbebene polfrei. Daher 
gilt mit einem festen positiven 9< 1 und w = w (t, T,): 


a 1 - , 
Y,- (2, 0, A, tf, ») = TT (t — Tt)’ H_, (t, v, z, A, P) te 


w.=e 
also in den Bezeichnungen zu (44) (B = I): 
(c, 2 + ¢,)*-" Y,_, (z, 0, A, t%, F, ») = 


- =\r+r—2 
a H_,(C t, v*, z*, D, [*) oat ee 
3 eA 


T 


(t —t)” (c,t + ¢,)” 


Hier zeigen die zum Beweise von (47), (48) benutzten Abschitzungen der 
Funktion H_, (t*, v*, z*, D, [*), daB 


(51) (c, z + ¢,)*-* Y,_, (z, 0, A, Tt, F, v) = O(p*"-4) (p* = 3m z*) 


fiir alle z mit |ReCz| < X, zutrifft, wenn K,1,,A,C,», X, festgehalten 
werden und p* gegen + co strebt. — Wir fassen zusammen: 

Satz 12. Die durch (49) erklirten Funktionen Y,_, (z, 0, A, %, F, ) von z 
sind in der oberen z-Halbebene eindeutig und bis auf mégliche Pole regulir. Diese 
liegen in den Punkten z= L1,(L in T). Y,_, (z,0,A,t,°,¥) ist dann und nur 
dann polfrei in 9, wenn t, eine elliptische Ecke w, von T und (in der bisher 
fiir w verwendeten Bezeichnung) v =a-+1 modl ist. Dies ist zugleich not- 
wendig und hinreichend fiir die Nicht-Existenz einer automorphen Form der 
Klasse K mit einem Pol der Ordnung v im Punkte t = w, [gemessen in w (tT, @,)]. 
Die Hauptteile der Y,_, in ihren Polen und ihr Verhalten in den Spitzen er- 
geben sich aus (50), (51). 


§ 4. 
Konstruktion der automorphen Formen der Klasse K. 
Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten nach den Ortsvariablen der Spitzen. 


Wir formulieren zunachst den Residuensatz fiir die Funktionen f der 
abelschen Differentialklasse {f, —2,1}. Es sei § ein rFB von [, der keinen 
von den Fixpunkten verschiedenen Pol von f auf dem Rande enthalt. Schneidet 
man wie bei einer reguliren Zerlegung (§ 1) die Spitzen von durch passende 
Parazykelbogen, die Ecken von & durch passende H-Kreisbogen ab, wobei 
die #; hinreichend groB, die 9; hinreichend klein gewahlt werden, und inte- 
griert f iiber den Rand des Restbereiches, so ergibt sich in den Bezeichnungen 
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von § 1, wenn c,(1 S » S K) die Nicht-Fixpunkte unter den Polen von f in F 
durchlauft [vgl. (4), (7); K kann auch verschwinden]: 


oo N; fe l 
2 Ini 0lA;, f) + 2 
j= 


= lz (@ — @,) b-, (a, f) + 


(52) 


5 _! 
+ met b_,(¢,,f) = 0. 

Es sei F(t) eine nicht identisch verschwindende Form der Klasse K 
= {f,r — 2,0}; wegen r > 2 kann F nicht ganz sein und ist also durch seine 
Hauptteile in den Punkten von § eindeutig bestimmt. Daher ist das Problem, 
F aus seinen Hauptteilen explizit zu konstruieren, sinnvoll; die Lésung wird 
hier dargestellt. — Wir setzen, um die Hauptteile hervorzuheben, 


(a, T + @;,)*-" F(t) = 


. J bina; (Ay, F) ty,” 4 (4,2) + 
(53a) O< atm Sm, (5) +H; ] j 
+ 2 by... (A;, F) — (A, T), 
h=0 I j 


“ans ry i a , = ° fs . 
wo N,, x;, xj fiir N A;> *A;> a, und {a,,, @;,} fiir A, geschrieben wurde; 


= ™o() 
(t — @,)?-* F(x) = » b_,, (@,, F) w~" (rt, w,) + 
ns +1 (%) 
(53b) + DPD by (a,, F) w* (zx, o,), 
A= a1) 
m, (¢,) oo 
(c-G)-"F(r)= DY b,(c,,F)w*(r,c,) + Y by (c,, F) w*(, ¢,), 
n=1 A=0 


wo lskse,, lSvs kK, K20. Die m,(C;), mo (@,), mg (c,) sind ganze Zahlen, 
die die Polordnungen von F in ¢;, w,,c¢, bestimmen. Es werde m,(c,) = 0, 
M,(w,) =|} 0, mo(C;) = — 1 vorgeschrieben (o. B.d. A.); m,(c,) = 0 bzw. m,(@,) = 0 
bzw. my(¢,;) +x; 0 bedeuten Regularitaét von F in c,, bzw. in w,, bzw. in €;. 

Bezeichnet » eine ganze Spitzenform in K, so liegt mF in {f, — 2, l}. 
Daraus folgt 

Satz 13 (Hauptteilbedingung). Schreibt man die Hauptteile einer Form F (rt) 
aus K in den Punkten von & gemaB (53a, b), so gilt fiir jede ganze Spitzenform 
y(t) aus K: 


<< WN; 
PY tri ba an.(Aj, 9) O_n—2,(Ay, F) + 
j=1 mt O<n +a, SmAC;) +x; j j 

fo 1 ™,(@,) 

I 7 pS 5 b b FP ri 
lem) 1 (Pee P) On (MF) 


n= a, +1(l,) 
K m,(c,) 
1 
+ 2 =—# ps b,-1(¢,, y) b_a(c,, F) = 9. 
n=1 


e=l1 Ff » 
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Unter diesen Gleichungen befinden sich (bei festen c, und m,) héchstens so viele 
linear-unabhingige, wie es linear-unabhiingige ganze Spitzenformen in K gibt. 

DaB diese Hauptteilbedingung fiir die Existenz einer Form F aus K mit 
den in (53a, b) angegebenen Polen und Hauptteilen nicht nur notwendig ist, 
sondern auch hinreicht, ist keineswegs trivial, laBt sich jedoch mit Hilfe des 
RiEMANN-Rocuschen Satzes elegant beweisen. Wir kénnen auf diesen Be- 
weis hier verzichten, da wir im folgenden die Form F bei vorausgesetzter 
Hauptteilbedingung explizit konstruieren. 

Wir benutzen zu dieser Konstruktion die ,,Grundelemente“ F,_,, Y,_, 
des §3 und leiten zuniichst eine weitere wichtige Eigenschaft dieser Funk- 
tionen von zab. Sie besteht in den beiden letzten Formeln des folgenden Satzes, 
der unmittelbar aus Satz 10 und (37), (38) zu gewinnen ist, und zeigt, daB die 
Transformationsgleichungen der F,_,, Y,_, eng mit denen der automorphen 
Formen von K zusammenhiangen. 


Satz 14. Fiir jedes z in $ und jedes L in CF stellt 


Q r(T,v, 2, r i # L) i 
= H_,(t, v, Lz, A, 0) — 6(L) (yz + 6)?~-" A_,(t,v,2z,A,P) (L= {y, 5}) 


eine ganze Spitzenform der Klasse K in der Variablen t dar. Dieses Q2_, lapt 
sich durch die Differenz 


D(t, z, K, A, L) = H_,(t, v, z, AL, ) — A_,(t, v, z, A, 0) 
gemap 

Q_,(t, v, z, A, F, L) = 0(L) (yz + 6)?-" D(z, z, K, A, L) 
ausdriicken. Fiir die F,_,, Y,_. gilt 


a 


F,_,(Lz, 0, A, B,T,n + xg) — 0(L) (yz + 6)?~-' F,_,(z, 0, A, Bf, n+ xg) = 


~ 4 5,4) b, ...(B, Q_,(*, v,z, A, F, L)), 


221% roe 
Y,__(Lz, 0, A, t),T, n) — 0(L) (yz + 6)?—-" Y,_2(z, 0, A, %, F, n) = 


b, 1 (Tt), 2_,(#, v, z, A, F, D)). 
Wir geben keine oder irgendwelche Nicht-Fixpunkte c,(1 < » S K) paar- 


weise verschieden in § sowie die ganzen Zahlen m,(C;), mg(w,), mo(c,) 80 
vor, daB 


m,(C;)=—1(1 Sj Sa), my(@,) 20(1 Sk Seq), ma (ec, >O(lSvsK) 
(54 oe a ee EK 
' & {mo(Cs) + x5} + 2 {mo (m) — (a, + 1} + 2 mo (c,) >0, 


wo {zx} = 0 fiir x < 0, {x} = x fir x >0. Ferner seien die komplexen Zahlen 


Kin +x, (O <0 + Hj S Mo (Cs) + H;, 1sjs0), 
” Hin (0<nSm,(o,), n=a,+1 modl,,1 Ske), 
Hin (0<nSm(c,), 1S K) 
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irgendwie vorgegeben. Wir bilden mit festem A = Ay= A; (1 <j, <a) die 
in § meromorphe Funktion von z: 


a 


A(z) = A(z; Ay, K; (ce); (A), (4), (u’)) = 


. a. 
ni , Nj . a 
a v (Ag) a Qni a Ain tal, 2(2, v, Ag, A;,F,n+x;)+ 
"a j=1 y O< n+ SmC;) +4; 
1 e, l m(m,) 
(56) Ie » tia FeO Ay, w,,F,n) + 


2 1 Lo, — @) n=1 


na, +1() 


1 & 1 m,(¢,) 
-_— 2 ¢—¢ » Brn Ve-2(2, 0, Ag, ¢,, F, m) 


v=l1 * yn=1 


und fragen: 

A) Wann erfiillt A(z) die Invarianz-Relationen der Formen aus K ? 

B) Ist dann tatsichlich A(z) eine solche Form, und wie ist diese zu kenn- 
zeichnen ? 

Um die erste Frage zu beantworten, stellen wir fest, daB die Voraus- 
setzungen (F) des § 3 erfiillt sind, und bilden nach den Formeln von Satz 14 


A(Lz) — 0(L) (yz + 6)?~-* A(z) = 


1 2% N; : 
ee > xs D2 Aj, n+; On 42,(Az, Q_,) + 

= 7=1 _ <n + 5S m(C;) - "; 7 U 
l e l m,(@,) 

: = Oe b (wm,, 2_,) + 
2 aw A PE,nOn-1 k? ©S-¢ 
2 =, Glo,— @%) a=1 

n= a, + 1(h,) 

l kK l m,(¢,) 

aan a ee aia Pe Bs, n n—1(¢,, Q_,), 

v=] ” yn=1 


wo 2_,= Q_,(t, v,z, Ay, F, L) mit dem gewahlten L in [ einzutragen ist. In 
dieser Gleichung erscheint rechts die linke Seite der Hauptteilbedingung fiir 
eine hypothetische Form F in K mit den moéglichen Polen ¢;, w,,c, in G, 
den durch (54) gegebenen Polordnungen und den durch (55) gegebenen Haupt- 
teil-Koeffizienten, gebildet fiir g(r) = Q_,(t, v,z, Ag, f, ZL). Wenn es also 
ein F in K gibt, das dieses Verhalten aufweist, d. h. auBerhalb der Fixpunkte 
héchstens noch die Pole c, in F, dort insgesamt die Polordnungen (54) und fiir 
die Zahlenpaare j, n und k, n und », n aus (55) die Hauptteil-Koeffizienten 


(57) b_n—«,(Aj, F) = Ain +x;) b_y(@,, F) = pen, b_nle,, F) = wn 

aufweist, so gilt, wie immer A = A, (d. h. j,) gewahlt sei, stets 

(58) A(Lz) = 0(L) (yz + 6)?~-" A(z) (z in 9, L in Pf). 
Unabhangig davon, also wie immer die Parameter (c), (A), (4), (u’) ge- 


wahlt seien, ist A(z) nach Satz 12, insbesondere (50), fiir z in § meromorph 


und hat in z = w, den Hauptteil 
m,(@,) 


(59) (¢-@,)'"> DS pnw "(z, o,); 


n=1 
n= a+ 1) 
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das entsprechende Verhalten besteht in z=c,. Wir fragen nach dem Ver- 
halten in den Spitzen ¢; von G. Riickt z in die Spitze £,= Aj ‘oo, so gilt nach 
Satz 11 und 12, insbesondere (47), (48), (51) 


2-4 , ~=i—@ r— 
(60) (ay, 2+ @y9)°~" A(z) = 5 Annsx,%n, "“(An2)+O(ppr-*), 


— 
O0<n+ *, =™(2p) +, 


wenn |Re A, z| beschrinkt bleibt und pf = Sm A, z iiber alle Grenzen wichst; 
$ und die Parameter K, (c), (A), (4), (u’) in A sind dabei als fest anzusehen. 
A(z) verhalt sich also in den Punkten von § hinsichtlich seiner Regularitit 
genau wie eine automorphe Form F (z) aus K, deren Pole und Hauptteile in F 
entsprechend (57) mit denen von A iibereinstimmen — abgesehen lediglich 
davon, daB an die Stelle der reguliren Bestandteile der Entwicklungen in den 
Spitzen die O-Glieder in (60) treten. Diese Relation erméglicht wegen des An- 
wachsens der Exponentialglieder die eindeutige Erklarung des Hauptteils 
von A(z) in der Spitze Aj; ‘oo. — Wir finden also 


Satz 15. Die mit den Parametern (54), (55) gebildete Funktion (56) A(z) 
verhilt sich fiir z in $ meromorph. Ihre Hauptteile in den Punkten w,, c, des 
vorgegebenen rF B & sind durch (59), ihr singuléres Verhalten in den Spitzen C, 
von § ist durch (60) bestimmt. Wenn A(z) in & die gleichen Pole und Haupt- 
teile hat wie die automorphe Form F (z) der Klasse K = {, r — 2, 0}, 80 ist A(z) 
mit F(z) identisch, jedes F(z) aus K laBt sich also (bei fest gegebenem rF BF und 
festgegebenem A,) eindeutig in der Gestalt (56) A(z) darstellen, wobei die Para- 
meter (c), (A), (u), (u’) von A durch die Pole und Hauptteile von F (z) in § ge- 
maB (57) zu erhalten sind. 

In dieser Zuordnung nimmt die Hauptteilbedingung folgende Gestalt an: 


, Nj; 
2 22% p> On +x, (Aj, 9) Minter, + 
j=l O<n+xSm(l;) +x; 
& 1 m,(@,) 
61 +e 8 eae ee 
) po e(O- @,) —. n—1( k P) He,n 


n= a, +1 (lp) 
a Vile , 
+2 _—% ~ b,_1(¢,, 2) fy,n = 0. 
Der Hauptsatz 15 laBt sich diesbeziiglich wie folgt formulieren: 

Satz 16. A(z) stellt dann und nur dann eine automorphe Form der Klasse K 
dar, wenn die Hauptteilbedingungen (61) fiir alle ganzen Spitzenformen gp aus K 
erfiillt sind. Dies trifft bereits dann zu, wenn die Gleichungen (61) nur fiir die- 
jenigen  erfiillt sind, welche sich in der Gestalt y(t) = 2_,(t, v, z, A, F, L) 
darstellen lassen (z in $, Lin). Die von diesen (2_, fiir ein festes A aufgespannte 
lineare Schar stimmt mit der vollen Schar der ganzen Spitzenformen aus K 
iiberein. Das gleiche gilt fiir die Funktionen D(t, z, K, A, L). 

Zum Beweise der Aussage iiber die Funktionen 2_, und D vgl. [5], § 5d. 
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Es sei hervorgehoben, da8 zwar die allgemeine Funktion A(z) von dem 
gewahlten A;,= A,(1 Sj, So,) abhangen kann, daB aber, sobald eine auto- 
morphe Form F(z) der Klasse K vorgelegt ist, die Darstellung F(z) = A(z), 
d. h. 

(62) A(z; Ag, K; (c); (A), (4), (u’)) = F (2) 
mit den durch F und F(z) nach (57) bestimmten (c), (A), (u), (u’) fiir jedes 
Ay= Aj, gilt. 

Wir beginnen mit der Aufstellung der Fourier-Koeffizienten der Grund- 
elemente F,_,, Y,_,. Zuniichst sollen die Fourier-Koeffizienten der Poincaré- 
Reihen (15) G_,(t, v, A, F, y+) angeschrieben werden, wobei wir uns der 
Bezeichnungen (32), (32a) bedienen. 

Es seien co und A~'co Spitzen von [. Es sei £*(A, fF) die Menge der m, 
in M = {m,,m,} mit M in AT, m, > 0; &,, (A, F) fiir m, in £*(A, PF) ein volles 
System mod m,N paarweise inkongruenter j derart, daB Q = {m, ,j} mit einem 


Q in AF zutrifft; 6- (A) = 1 fir A < 0, 6- (A) = 0 fir A>0 
Wm, (K, A, n+ x, ¥+ x*) = 


(63) “ (n+)j , (v+x*)j’ 
“anten ((7,;))exe (22 ‘| m,N : a |): 
wo m, CE*A, n Boi ot r,), Py= APA}, (mn j) c AT; 
+ 2m 1 2\r-1+2m 
» y-1 (2) -2; m! I'(r +m) (3 
wo |arg z|< 2, wenn nicht z<0 (iibliche Bezeichnung). Wir schreiben unter 
der Voraussetzung (F), § 3 (die hier fiir A und J in Betracht kommt): 
G_,(t, v, A, l, » + x*) = 


20 


J,_3(2) =~ 2, anrre is. 


= 26, ,5- (vt x*)uy “(t)+ SY ay,,(K, A, vo + x*) wy "(r). 


n 0 
n+x>0 
Dann ist 
(K, A, 0) = 
Gael (ey . ‘ 
2— — pe m~" W,,(K, A,n+%x,0) (vy = x*= 0), 
NI (r) N mce.r 1 m, 


r—1 r—1 


palK, A, v + x*) = 264.75, + (— i) (7H) (73a-) 


N N N* 
x » m=" Wy, (K, A, m+ x, 9 + 2%) Jpa( = [ere | 
m,C£+(A4,1) ‘= = 
fir » + x*>0; 
r—1 ~ Fok 
. 4na(n+x\ * h+x*’ . 
(64) 1c 4. — 8 - I F xv ( N ( N* ) ; 


7 . : 4x 1/(n+x)(h+x” 
x >» m-! Wy,(K, A, n+, —h—x*’)I,_,(42 ei a ) 
m,CE+(A,1) “ : 


fir »y + x*= —h — x*’< 0. 
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Wir schreiben ferner 
: uye—*” (Mr) 

+ (t,v, A, T, —h— x*’) =2 —=—_- — (h+x*’2>0) 

Mc@A,f) 0(M) (mt + m,) 


m,>0 





H*,(t, v, 2, A, fT) = 
xe+ 
2ni 1 tye (Mt — Az) 
2 v(A) (a, z + a,)"—? a me ; 
N* ( )( 1 2) McéG.I) v(M) (m,t + m,)" tye (Mr —Az)—1 
m,>0 


und erhalten, wenn y p4> @-?(A,T) (pg= 3m Az): 
4 a _ 2at : n 29 y+ : *’ h+x*’ 
H* {t,v,z,A,f)= ve v(A) (a,z+ a) >» G_(t,v, A, FT, —h—x*’)uye” (Az). 
. h=0 


Tragt man auf der rechten Seite die Fourier-Entwicklung von G*, ein, 


so entsteht, wie jetzt gezeigt werden soll, eine absolut konvergente Doppel- 
reihe. Dazu bedarf es einer Abschitzung der a, ,(K, A, — h— x*’), wenn 
n+x>0,h+ x*’=>0. — Firt>0,r> 2 ist 


g2—r rl 


I,_,(t) = (1 — u2)’—* cosh (tu) du < - (5)""e 
ae yx0(r—3) _ we 


0 
daher, zunachst fiir h + x*’> 0: 


la, ,,,(K, A, »~ b= x*’)| 
2 Gaf_ (s+s\-" . 4x n-+x h+ x*’ 
7 tah ( aw = é | ; N =i N* 


8=0(4,1), a (4,.0= FY 1 
ICRm, (AF) 


Am, (A, f) 


a r 
) m,C&+(A,1) ad 
wo 


gesetzt wurde. Die letzte Summe iiber m, konvergiert nach § 2, (C), (D). Die 
letzte Ungleichung besteht, wie man sich iiberzeugt, auch fiir 2 + x*’= 0. 


Mit einem konstanten C,= C,(K, A) > 0 erhalt die genannte Doppelreihe die 
Majorante 


os n(atxy-} ” n+x | h+x"  21/n+x h+x* 
& Os\—-y } exp|—22jy yw + Pa ye -5| nN we {> 
hz=oO \ / 

n+x>0 


Wegen y p, #> 1 gibt es positive a’, Bf’ mit yP< a’, py P> f’, a’: P= 1. 
Der Exponentialfaktor im Summenglied wird nun 


. 2 , 24  htx 
< exp(—=2 {iy 0 — «') "5% + 74 8 - 6 ~He-}), 


was die behauptete Absolut-Konvergenz nach sich zieht. Man hat also 


H*,(z, v, z, A, [) = 
22 


= ye (A) (Qztay—* SY ayy, (K, A, — h — x*’) wy" (x) wpe” (A 2). 
ateee 


5* 








68 Hans Perersson: 
Die Absolut-Konvergenz findet gleichmaBig in t und z statt, wenn 
YS%HtE, Paz Pot e, MPy=H*(A,T) (a>O, By>O, e>0). 


In den Fallen A+J gilt H*,(t, v,z, A, 1)=H_,(t, v,z, A, f). Far A=J 
mu8 man noch, um H_,(r, v, z, A, [) zu erhalten, 


4ni uN (t — z) 4ni 


ee, . 
N «u.(t—2)—1 ~ N » uy” (z—T) (fiir p > y) 
N h=0 
‘ 4ni co em 
=—w 2d uy "(t—2) (fir y>p) 
n=0 
n+x>0 


zu H*, addieren. So findet man einerseits 


H_,(t, v, z, A, [) = 
65) 2axi _2 a 
aod <0 (A) (a, 2 + ay)"~* Y G_,(t, v, A, T, — h—x*’) wht" (42), 
7 0 


wenn: 
yp, P(A,T)>1 fir A+7; yp P(,0)>1 und zugleich p> y fiir A =] 


stattfindet. Andrerseits zeigt der Vergleich mit (39) (B = J), daB 


F,_,(z, 0, 1,1, 0,n+x)=—2uy"~*(z)4 Xa, .,(K,I,—h—x’) ud * (2) (A=1). 


_ 
h=0 


F,_,(z, 0, A, I, 0,n+x) = 
= (a,z+a,)"—-? ¥ a, ,,(K, A, —h — x*’) ut (Az) (A+]) 
h=0 
Die allgemeinen Formeln fiir die Fourier-Koeffizienten der F,_, , soweit sie 
im folgenden gebraucht werden, sollen in der folgenden Terminologie ge- 
schrieben werden. Man setze 


K B= {BP B, —r, vp}, 
G_,(t, v, A, T, —h — x*’) = 


Sais 
(65a) (a, T + @,)~" v(A) uye (A t) + 


a] , + »® 
t(a,t+a)-" YS ay n4,0(K, A, —h — x*’) ue” (Ar), 
n+x*>0 
bzw. 


(K, A, —h—x*’)u™""B(Br) (B+A). 


(65b) (b,t + b,)~" , ap n tap (K, Np 


Dann berechnen sich diese allgemeinen Koeffizienten ag ,, aus den friiher 


+e, 


eingefiihrten a, = nach (17) gemaB 


Bon + xp (K, A, + = x*’) iain 


v’p-1(A B-?) 


ody 0 (ABM, B) a 


rag(K BO, A Bo, —h— x*’), 








un 


in 


aa wie tad te. 
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und man erhalt nach (41) 


F,_,(z, 0, A, A, T,n + x*) = 


(66) = (a2 + a)? gy wnt (2) + 
+ (a, 2+ a,)-* 3 ay. ,40(K, A, — h — x*’) wht (42), 
F,_,(z, 0, A, B, T,n + xg) = 
wn (a, z + a,!-* Sap nin, (K, A, — h— x*’) us" (Az); 


in der letzten Gleichung ist A + B vorauszusetzen. 


Die Fourier-Entwicklungen der Y,_, sind leicht zu gewinnen. Aus (49), 
(65) folgt fiir hinreichend groBes Sm Az: 


(a, z + a,)*~" Y,_,(z, 0, A, t, FS, ») = 
68 2ni = . 
(68) ~v(A) ¥ b,_1(t, G_,(*, v, A, F,— h—x*’)) wht (Az). 
h=0 


4 


Jetzt lassen sich die Fourier-Koeffizienten einer gegebenen Form F aus K 
explizit bestimmen. Schreibt man F(z) in der Gestalt (62) A(z), so erhalt 
man nach (56) mit A = Ag= A;: 


Ba « 
Sat v (A) by. ,» (A, A) = 
l — . 
“~~ J A; a +0; F4,,n+0,(K, A, — & — x*) + 
= 1xise, *** oxata m,(;) + *; ee. } 
— nail j 
(69) l ; l “— 
. ” } ’ —h—x*’))+ 
2 ictae, HE —%) gs Me, n On—1(@,, G_,(*, v, A, F,—h—-x*"’))4 
ates n= a,+1(l,) 
‘Te ~4 
yD cre J han dn—1l6,, O(#, 0, 4, F, — bh — x*’)). 
lsvsK 7” wn=1 


Auf der rechten Seite erscheinen die in der Einleitung genannten linearen 
Komposita ; einiges iiber die Struktur der Einzelreihen a, , .,« und 6, _ , wird 
im folgenden Paragraphen bewiesen werden. Hier soll noch die operatoren- 
theoretische Deutung dieser Koeffizientenbestimmung gegeben werden. 
Wir fiihren die folgenden auf der Klasse K erklirten Operatoren ein: 
Fiir beliebiges f in K sei 
D4,.n +a /f= On +x; (Aj, f) (n+x%>0, 137 So) 
(70) Do,,m f= Om, f) (m=0, 1<k< e) 
Dem ‘f = 5,, (c,, f) (m2=0, 1S 7S &). 


Dann bilde man die folgende, durch die Hauptteile der Form F(z) aus K in 
§ gemaB (57) eindeutig bestimmte Linearkombination 











Hans Perersson: 


1 Nj; 
- v j y ; ; 
H = H,y= a a Qni —_ Kin +2; Das nin, + 
lsiaa,”” O<n+x;Sm,(2,)+%; 
7 7 ? 
™M,(@,) 
(71) a > . om D ; 
‘ ‘ “a — bp of. 
2 i<ks<e, Ie (ay — @,) ae Pk, n op.” 1 
n= a) + (hy) 
1 m,(¢,) 
7 S” a’ 
2 —_ ¢—-oc = Hy,n De n—1- 
lis*saK ” ryn=1 


In dieser Ausdrucksweise besagt (69) 


Satz 17. Jede automorphe Form F aus der Klasse K bestimmt durch ihre 
Hauptteile in dem gewéihlten rF B § von T geméB (71) eindeutig einen linearen 
Operator Hy. Dieser hat die Formenklasse K zum Anwendungsbereich. Um den 
Fourier-Koeffizienten b, . ,« (A, F) fiir die Spitze [=A-1co von GF zu berechnen, 
hat man Hy auf diejenige eindeutig bestimmte Normalfunktion aus K anzuwenden. 
welche in € die Ordnung — h — x*’ und den eingliedrigen Hauptteil 


(At) 


9 
°_* —h- 
(a, T + ay) »(A) Une 


besitzt, auf § auBerhalb von € regulér ist und in den anderen Spitzen verschwindet. 
Es gilt demnach 
i 


22 
b, . , (A, F) ye ¥(A) Hp G_,(*, 0, A, T, — h — x*"’). 


§ 5. 
Struktureigenschaften der Funktionen F,_,. Y,-.- 
A) Symmetrie-Relationen. 
‘ . - ab ; —_ fa —b 
LaBt man der reell-normierten Matrix S die Matrix S = 
cd —c d 
entsprechen, so findet man 


- - - St = S(—T) (rt in 9), 


01 


(m, (— T) + m,)’ = u, (M) ((— m,) t+ m.)" (M = {m,, m,}), 


S = 1* SI* mit I* ( 





wenn M reell-normiert und r komplex gewahlt wird. u, (M) ist durch 


4 e274? wenn zugleich m, = 0, m, < 0) 
Uy (M) _ 
] sonst 
erklart; ferner gilt 
ui,7(M8S) WD 


o” (M, S) o”) (M, 8) fiir reell-normierte M, S. 


u,(M) u,(8) 
Die Gruppe f—1*fI* der L (L in [) ist von erster Art; ein rFB & von [ 
induziert den rFB § von f, bestehend aus den — 7 (r in F). F hat die Spitzen 
- , die Ecken — @, (1 <j Soo, 1 Sk Seq) und natiirlich das gleiche Ge- 
schlecht_p, wie &. 
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Es sei zunachst r weiter komplex und nun v ein MpS [I, — r]. Dann erhilt 

man in 
5 (L) = %,(L) 5(L) (Lin £) ein MpS [f, — 7]. 

Wir bestimmen die Drehreste von 0. Der Grundmatrix P = A-! U%A der 
Spitze = A~'co in F entspricht nicht die Grundmatrix A“U% A der Spitze 

c= A-co in fT, sondern deren Inverses; daher ist % der Drehrest von ® in 
der Spitze — ¢ beziiglich T und — 7, wenn x gemaB der iiblichen Bezeichnung 
zu [,—r,v, ¢ gehért. Aus der Grundmatrix £Z der elliptischen Ecke w von [ 
bestimmt sich E-! als Grundmatrix der elliptischen Ecke — @ in T; denn mit 
p~(*%) at 


9 


22% 
i ) w (tT, w). 


E-' = {— e,, ey}, w (Z-' t, w) = exp (- 
€; (— @) + & = exp (— 7"): 
und nun erhalt man nach [1], (35), (6), (46) 
v(E 1) = §-1 (BE) = o-* (B) = exp (xi / +27i T): 


a hat also beziiglich [, — 7,0, —@ die gleiche Bedeutung wie beziiglich [, — r 
v,@. Daraus folgt insbesondere 


, 


> =v, wenn f =f,r reell und Po= 0 ist. 

Der Formenklasse K = {f, — r, v} entspricht K = {T, — 7, 0}, weil f(r) in K 
mit f(r) = f(— T) in K inhaltsgleich ist. Man findet in den Bezeichnungen 
(4), (7) zunachst fiir komplexes r und beliebiges zugehériges MpS v: 

bm 4% (A, f) = Oman (A, f) @_, (A) 
b, (- Zp, f) = e*** b, (Ty f) (tT). in 9). 
Ist r reell > 2, |v] = 1 und wird stets v (A) = 0(A)%, (A) gesetzt. so erhalt man 
G ,(t, v, A, FT, » + x*) = G_, (z, 0, A, Ff,» + x*). 
b,, 1 (T, G_, (#, 0, A, F, »+ %*)) =e-*""b,_. (— 7%, G ,(*, 0, A, FT,» +x%*)) (n= 1), 
daher unter der Voraussetzung (F), wenn die nachstehenden Symbole sinn- 
gemaB entsprechend (65a, b) erklirt werden: 


ap,n T* BR (K, A,v+ x*) = OB n (K, A,v+ x*). 


ies 
Ferner gilt, wie man leicht bestiatigt 
H_,(—T, v, — z, A, 0) = — H_,(t, v,z, A, F 

F,_, (z, 0, A, B, 0, n +g) = F,_, (z, 0, A, B, Fn + x3). 
Y,_3(z, 0, A, to, F, v) = — e—**" Y,_,(z, 0 

Die Gesamtheit dieser Relationen eréffnet die ersten Einblicke in die 

Xealitaéts- und Symmetrie-Eigenschaften der Fourier-Koeffizienten (69); vgl. 

im Sonderfall der (symmetrischen) Modulgruppe die Ausfiihrungen [5], 3. c. 
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B) Asymptotik. 
Es werden hier nur die Bestandteile 


2p.n+xp (K, A, -h — x*’), b,_, (c, G_, (*, v, A, TF, — h — x*’)) 


der Darstellungsformel (69) fiir die Fourier-Koeffizienten },. ,..(A,F) auf 
ihr asymptotisches Verhalten bei wachsendem A untersucht. Die genannten 
Bestandteile sind bei festem K fiir eine feste endliche Menge von Symbolen 
A, B,n,c zu bilden. 

Die GréBen az , . xp Stimmen, wie dargelegt, bis auf konstante Faktoren 
und lineare Transformationen der Parameter mit den Ausdriicken (64) a,,,, 
iiberein. In (64) ist das Verhalten der Bessetschen Funktion J,_, fiir groBe 
positive Argumente genau bekannt; man hat?) 


l —+ ., p—l r—2 Ls m! P =e 
9 > 2xt § 2 (? r txt s-F—P 
I,_,(2ath=5— t “*e tah = ) Wen O (eet ) 


fiir jedes feste natiirliche p und t= 1, t + co. Danach miissen die GréBen- 
ordnungen der verschiedenen Summenglieder in (64) sukzessive steil abfallen, 
wenn dies nicht durch das Verhalten der Exponentialsummen W,, kompen- 
siert wird. 

Uber diese W,, \aBt sich bei allgemeinen Formenklassen K nur sehr wenig 
aussagen. In welcher Richtung man hier vorgehen kann, zeigt ein fiir allge- 
meine K bestehender Sachverhalt, der jetzt kurz entwickelt wird. 

Zuniachst wird gezeigt, daB die Funktionen F,_, (z,v, A, A, f,n + x*) iiber 
die obere z-Halbebene hinaus analytisch nicht fortsetzbar sind. Nach (66) 
verhalt sich diese Funktion in der Spitze z = £ = A-!co von [ wie eine auto- 
morphe Form, die dort die negative Ordnung — (n + x*) hat. Wenn man be- 
weisen kann, da8 etwas ahnliches in den simtlichen mod [ zu ¢ aquivalenten 
Spitzen von [ stattfindet, so hat man, weil diese Spitzen nach [4], Satz 2 auf 
der reellen Achse iiberall dicht liegen, jene erste Behauptung bewiesen. 

Nach Satz 14 gilt 


(72) F,_, (z, 0, A, A, Fn + x*) = 

= v(L) (yz+ 6? F,_, (Lz, 0, A, A, Fn + x*) + ®, , .» (z, L) 
mit der abkiirzenden Bezeichnung 

®, , ,« (z, L) = — - 0 (A) b, . .« (A, D (*, z, K, A, L)). 
Der erste Summand auf der rechten Seite von (72) laBt sich nach (66) durch 


20 (A) oa (A, L) v (L) (a, 2 + ag)’~*2 uy? —* (A Dz) + 
+ (a z + a5)'—2 S By, or wht*” (A Lz) 
h=0 


ausdriicken, wo {a;, a3} = AL und die #,, ,« gewisse Konstanten sind. 


1) G. N. Watson: Theory of Bessex functions, 2"4 ed., Cambridge 1952, S. 203. 
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Um ®,,. ,» (z, LZ) abzuschitzen, stellen wir die Funktion D (tr, z, K, A, L) 
als ganze automorphe Spitzenform der Klasse K in der Variablen 1 linear 
durch eine Basis q; (t) (1 <7 S w*) der Schar €* (K) dar: 

+ 


D (t,z, K, A, L) = 3X 8; (z, A, L) gy; (t) 


j=1 

und bestimmen die #; durch Auflésung dieses linearen Gleichungssystems. 
nachdem wir u* Werte t = t, (1 Sk S w*), fiir die det (g; (t,)) +0 ist, ein- 
gesetzt haben. Die nunmehr erforderliche Abschaitzung der D (r, z, K, A, L) 
beruht auf der aus (36a) folgenden Identitat 


D (t, z, K, A, L) = 
- (aj tT + ag)~" (a, z + a3)? D(A Lt, A Lz, KA 4,I,A LD A) 
und den Uberlegungen, die in § 3 zu den Relationen (47), (48) fiihrten. Man 
findet 
D (t,z, K, A, L) = O(p*) fir p*= TM ALz+ 0c, 
wenn K, A, Z festgehalten werden, rt einer festen kompakten Menge in 9 
angehért, |Re ALz| beschrinkt bleibt und p* iiber alle Grenzen wiachst. In 
diesem Sinne gilt auch 
8b; (z, A, L) = O(p*) (lI Sj sy‘) 


und fiir festes n 


N* . aad 
®,, . ,» (z, L) = Ini? (A) Db, . .# (A, @;) 8; (z, A, L) = O (p*). 
2: fe, 


Damit ist die Behauptung bewiesen: 

Satz 18. Keine der Funktionen F,_, (z, v, A, A, F, n + x*) ist iiber die obere 
z-Halbebene hinaus analytisch fortsetzbar. 

Die in den Darstellungen (64) andeutungsweise sichtbare Symmetrie be- 
ziiglich n+ x und h+x*’ laéBt sich folgendermaBen exakt fassen und formali- 
sieren: Man betrachte die Funktion 

~"—* (M" 2) 


- 
(73) y(z, 24, A, —n—x)=2 +d ae - M’ = {m;,m3}). 
tad , , M’c@(4-,T 4) O4-1(M’) (mz + ms)’ (2 im, ma} 


m5, >0 
Hier symbolisiert 2, das Parametersystem [,= Af A™!, —r, 04-:, das im 
allgemeinen nicht einer Klasse automorpher Formen entspricht; n+ sei >0. 
Die Reihe auf der rechten Seite hiangt von der Auswahl des Systems © (A~?, T 4) 
nicht ab und geniigt daher der Funktionalgleichung 


y (2 + N*, 24, A+, — n — x) = e?***" y (2, 24, A“, — n— 2x). 
Thre Fourier-Entwicklung 


y (2, 24,47,-n—x)= SY ayigor (24, A471, — wn — x) ht” (2) 
hin®*’>0 
hat die Koeffizienten 
4 h+x* r—1l a = 
4.0 (24, 4, — 2 — x) = (- iY = ( ; ah (75 =) : 


1 
N* N* 


. 1 : gl *t* 
< LD —- Wa, (24,44 R + x, — 0 — x Clee - \*4, — 
m,C&+(A,f) 2 


my 
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in denen die W,, (24, A~!,h + x*’, — n — x) formal gem&8 (63) zu bilden sind. 
Schreibt man dort Q fiir die laufende Matrix = ; 
Matrix in W,, (2,4, A-', 4 + x*’, —— x) bei gleichen Summations-Bedin- 
gungen mit — Q-! identifizieren. AuBerdem gilt 
Oy-1(— Q-4) = 04-1 (A) w (A) e-**" v (Q). 
Damit folgt nun 
4-1 (A) Wa, (24, 44, A + x, — 2 — x) = 
= e**¥y (A) Wy, (K, A, n+ x, —h—x*’), 


), so kann man die laufende 


(74) - -1 
v',-: (A-}) ne(*3*) @y..0 (24, A}, — 2 — x) = 
‘ al —1 
= 0 (Aye (ATE y a,.,(K, A, —h — x*’), 
04-1 (A-*) e 
(75) aa Tee 8 -8o 


air “ (nt+x\i-r . h+ x*’\r—1 , a? 
= er N* (747) aks A N* On + x (K, A, — h — x*’) us (2). 
7 


Wir diskutieren jetzt die Konsequenzen des Verschwindens eines passend 
gewahlten Systems von Exponentialsummen W,,. Es seien n, h®, m® feste 
nichtnegative ganze Zahlen, es sei n + x > 0 und es gelte 


(76) W,,,(K, A,n+ x, —h—x*’)=0, wenn h>h®, m, >m®, m, in &* (A, f). 


Fiigt man nun in der Reihe (73) die Summationsbedingung m, < m® hinzu, 
so andern sich wegen der ersten Gl. (74) héchstens endlich viele Glieder der 
Fourierreihe von (73). Daraus folgt, daB y (z, 2,4, A~',n +) tiber Inter- 
valle der reellen z-Achse hinweg analytisch fortsetzbar ist. Wir betrachten 
die Reihe auf der rechten Seite von (75) und schreiben sie in der Gestalt 


—~ r~— 2xi 4 r ’ z 
fie)= DS (h+ nly ,e7*Ot (n= **,1 = rs): 
hA+n>0 . 


Mit dieser Reihe sind auch alle Reihen SY (h+ m)'—!—™cy,, e27*@+* 


h+n>0 
(m= 1,2,...) tiber Intervalle der reellen t-Achse hinweg analytisch fort- 
setzbar. Setzt man fiir reelles s 
f, (x) - Ds (h + n) 9 gg POTS, 
h+n>0 


so laBt sich, wenn s > 0, f,(t) mit Hilfe einer Formel von Lipscurrz durch 


e 


Fno( ¥ —— )ae (0<a<y=Smr) 


=  (e—z+m)'t! 


f(s+1) 


—2xi)**? 


fo (t) = ( J 
darstellen, woraus man durch passende Verschiebung und Verbiegung des 
zunachst geradlinigen Integrationsweges die analytische Fortsetzbarkeit von 
f(z) tiber Intervalle der reellen Achse hinweg erschlieBt. Dies aber steht 
nach (66) im Widerspruch zu Satz 18, wenn A = J ist. Also gilt 
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Satz 19. Zu jeder Klasse K mit r > 2, |v| = 1 und fiir beliebige feste nicht 
negative ganze n, h®, m® mit n+ x >0O gibt es von Null verschiedene E xponential- 
summen 


Wm, (K, I, + %, — h — x*’), wenn m, in £*(A,T), m, > m®,h > h®. 


In gewissen Fallen sind die W,, (K, A,n +, — h—x*’) periodische 
Funktionen der ganzzahligen Unbestimmten A; es kann dann also keine 
Teilfolge 

Im = Wm,(K, A, n + x, — h,, — x*’) (m, und n fest, m = 1, 2,...) 


gegen Null streben, ohne daB q,, fiir alle hinreichend groBen m exakt ver- 
schwindet. Sind etwa alle m, N* (m, in £*(A, F)) und alle — 7’ in Rw, (A-?, F4) 


ganze algebraische Zahlen und ist fiir diese j’, m, stets a rational, so andert 
1 


sich W,, (K, A, n+ x, — h — x*’) nicht, wenn h durch h + g ersetzt wird, wo 
h+g+x* >0, g=0modm,N*. 


Wir betrachten den fiir die Anwendungen wichtigsten Fall, in dem [ mit 
einer Untergruppe von endlichem Index der Modulgruppe iibereinstimmt. Es 
ist dann 

wv { r . Ak 7 O'\! os * 
po (exp 221i ya) Wm, (K, A,m +, —h— x )}| = m, N* oder 0, 
hmod m, N* 
je nachdem, ob k’ einem der zugehGrigen 7’ mod m, N* kongruent ist oder nicht; 
iiber die Periodizitaét hinaus gilt hier also, daB fiir jedes m, in £* (A, [) min- 
destens eines derjenigen W,, (K, A, + x, — h — x*’) von Null verschieden 
ist, welche bei festen K, A, n, m, fiir m, N* konsekutive Werte h entstehen. 

Wir untersuchen schlieBlich das asymptotische Verhalten der in (69) auf- 

tretenden 


gm —_ ' 
ae m! dwm {(t — ¢)’ G_, (t, v, A, F, -h-x ene = 
(77) = yy w'(M) 9% (c, K, A, — hk — x*’) (m = 0 fest) 
MC€(4,T) : 
fiir ein festes c in 9; dabei ist w = w (rt, c) und 
1 @m 


9 (c, K, A, — h — x*’) = wey {(x — 6) uy2—*" (M t) (mt + m.)~"},o 


einzutragen. Hier ergibt eine Rechnung, bei der man [5], §5c.. Hilfssatz 2 
benutzen kann: 


(78) gy (c, K, A, — h — x*’) = 
= (—m,)* (¢—2)"t*—! . h+x*’ \m—i | ene te” me 
= ria , = (- 2a ) € Ne 
Fo mie me + my tem— iF ” 
i+ksm 
wo 
wo oO df tet 
mik ~ jiki(m—j—k!\ j+k 


Im allgemeinen liefern diese Formeln (77), (78) bereits die gesuchte asympto- 
tische Entwicklung: Wir betrachten zunichst die Punkte c auf dem durch 
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|z| S Xo, yS>jaq mit beliebigen positiven X,, a, gegebenen Vertikelhalb- 
streifen Dy. Da Im Mc gleichmaBig fiir die c auf G, gegen Null strebt, wenn M 
das System © (A, I) durchlauft, existiert zu jedem e > 0 eine endliche Menge 
€,(Gy, £) von Matrizenpaaren +M in @©(A,1) derart, daB Im Mc < « ist, 
wenn c in Uy, +M in © (A, T) — €, (Bg, «) liegt. Fiir die M, M’ in E, (By, e) 
bedeutet Sm Mr = Sm M't(M’'++M), daB rt einem System endlich vieler 
H-Geraden angehért. Daraus erkennt man: Variiert c auf G,, ohne ein ge- 
wisses System endlich vieler H-Strecken oder -Halbgeraden zu betreten, so 
sind alle Sm Mc fir M in €,(G,,£) paarweise verschieden; die nicht in 
€,(B,, e) enthaltenen M transformieren G, in Bereiche, die im Horizontal- 
streifen 0 < y < « liegen. 

Wir betrachten weiter die Punkte c in dem zur Spitze B-!oo von [ ge- 
hérigen Parazykel-Sektor B-'D,; es gelte (F). Setzt man c’ = Bc, so wird 
Mc = M*c’, wo M* das System @(A B-!, fg) durchliuft und c’ in G, liegt. 
Endlich-malige Anwendung dieser Transformation fiihrt schlieBlich zu fol- 
gender Aussage: 

Es sei § ein beliebiger rFB von [. Jedes positive ¢ bestimmt erstens eine 
endliche Menge €,(F, ¢) von Matrizenpaaren + M in © (A, I) derart, daB MF 
dem Horizontalstreifen 0 < y < ¢ angehért, wenn M in @ (A,1), aber nicht 
in €,(F, e) enthalten ist; zweitens ein System 2 endlich vieler H-Strecken und 
-Halbgeraden auf § mit folgender Eigenschaft: Wenn c auf & variiert und 
dabei weder auf 2, noch in eine Spitze fallt, so gilt 


3m Mc + Sm M’c fir M und M’ in ©,(F. ce), M'+ i M. 


Es sei c demgema8 gewihit. Dann gewinnt man die ersten Glieder der 
gesuchten asymptotischen Entwicklung in den Funktionen (78) mit fallenden 
3m Mc (M in &, (G, e)). 

Die schwierigere Frage des asymptotischen Verhaltens von (77) im Falle 
der Koinzidenz zweier 3m Mc mit nicht nur im Vorzeichen verschiedenen M 
in © (A, 1) lassen wir offen. 

Hingegen wollen wir genauer untersuchen, welcher Fehler entsteht, wenn 
die Reihenentwicklungen fiir die Koefizienten 6, ,.(A,F) der F aus K an 
einer passend gewahlten Stelle abgebrochen werden. Nach (69) handelt es 
sich einerseits um die Reihen (64), deren asymptotisches Verhalten bei festem 
n fiir wachsendes h, andererseits um die Reihen (77), deren asymptotisches Ver- 
halten bei festem c ebenfalls fiir wachsendes h in Betracht kommt. 


hoe 

In (64) hat man fiir groBe Werte von ya+ ~ die asymptotische Entwick- 
( g ymp 

/ ye 

nd deren 
m, 


Potenzreihe heranzuziehen. Wir trennen unmittelbar hinter den Gliedern mit 


lung der Bessetschen Funktionen J,_,, fiir kleine Werte von 


m,s aVvh + x*’ fiir fest vorgegebenes « >0. Dann ist der Reihenrest bei 
festen K, A, n, « offenbar von der GréBenordnung 
0 - Am, (A, F) , woAL(A,Fp= DD 1. 


r 
m,C&+(A,P) ad iCNp, (4,0) 
m, >aVh +x*’ 
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.-h+x* (h + x*’)b 
7 ai : ‘ a 
In (78) hat exp ( 2%i—wve Mc) den Betrag exp(2z Weim) 
(b = Smc); wir trennen daher in (77) so, daB der Reihenrest aus den Gliedern 
mit |m,c + m,| >a /h+x*’ besteht. Fiir feste K,A,c,m,q und solche M gilt 
~ (h+ x*/y™—i—* 


gy (c, K,A,-h—x*)=O0 SY 


x) ay 
j,k=0 m,¢ + m,|" ——s 


i+ksm 
1 am ap ™ 
und der Reihenrest von —— {(x — c)’ G_, (t, v, A, TF, — h — x*’)}, _, erhiilt 
mithin die GréBenordnung 
4 die 
O » |m,c¢ + m,| 
MCS&A,P) 


m,¢ + m,| >a) A+ x*’ 


AuBerdem ist, wenn c = a + ib geschrieben wird, fiir § > 0 


. - a ] lead 
5 —? . 3N-? phe — s of. tk+ 
> (|mct+m,|-"=2N a ™ Ps nt mw tk b tar} 
MCS(A,f) m,CE+(A, f) ICNm, (A,P) . 
m,| >€é m,>é€ k ganz 


Ho a m>" Am, (A, r), 
m,C E+ (A,1) 
m, >é 


WO fy eine unter den angenommenen Umstanden feste positive Zahl bezeichnet. 
Wegen |m,c + m,| => 6 |m,| kommt es also in beiden Fillen nur darauf an, 
R, = R, (r,c, A, 1) = > \|mc+m,|-’ 

MC&(A,P) 


m,c+m, >€ 

bei festen r,c, A, als Funktion von é fiir & + co nach oben abzuschitzen. 
16+ M, 
m,c’ + mM, 
m,, Mm, unabhangigen positiven Schranken liegt, kann und soll vorausgesetzt 
werden, daB c¢ von der Menge der elliptischen Fixpunkte von [ eine durch [ 

bestimmte positive Mindestdistanz hat. 
(Fiir den folgenden Beweis einer solchen Abschitzung vgl. [2], § 2.) Das 
iiber einen meBbaren kompakten Bereich G in § zu erstreckende Integral 


Da fiir zwei feste Punkte c, c’ in der Quotient zwischen zwei von 


J, (B) = ff y> dxady 
Pa) 


transformiert sich beim Ubergang von S zu M2, wenn M reell-normiert und 
{m,, m3} = M ist, gemaB 


J, (M&) -ff y___gsdy. 


m,T + mM," 
B 
Fiir hinreichend kleines festes 9, >0 bezeichne f, die H-Kreisscheibe 
lt — cla S 0p; C,, Oy ... médgen positive Konstanten bedeuten. Man hat 
zunachst nach § 2, (C) 


R, s ( 


. 


| ZS J, (Mt). 
MC S(A,f) 


|}m,C + Ms) > 
Bestimmt man das System @(A,f) durch die Bedingung — } N* < 
<Re Mc< } N*, so liegt die Menge der Netz fiirrin 3 ME, zwischen 
MCS(A,f) 
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zwei festen Schranken + C. Wir betrachten Sm Mr fiir M in G (A, NP), \ 
jm, ¢ + m,| > €, t in &, und finden 
i S _ yb yy p—2 
tm Mr= me 4a — eden! =< C,é-*. 


Daher wird schlieBlich 


wi 


~ ~ Ge —2 ~ 
R,SC,20C, f y® dy=C,#-", | 
0 


und man erhalt nun 

Satz 20. Bricht man die unendlichen Reihen, welche fiir den Exponenten 
h+x*’ die Fourier-Koeffizienten ap». xg (K, A,—h—x*’) von F,_, und 
analog b,, (c, G_, (*, v, A, fF, — h — x*’)) von Y,_, darstellen, an den im Text 
angegebenen (wesentlich durch yh + x*’ bestimmten) Stellen ab, so entsteht ein 
Rest, der als Funktion von h + x*’ die Abschitzung O ((h + x*’)” ie —_ ge- 
stattet und demgemaB gegen Null strebt. Das gleiche gilt in den Bezeichnungen (69) 
fiir by. ,» (A, A) bei allgemeinem A aus (56). 


C) Die Funktionen F,_,, Y,—2 bet ganzem r. 

Es sei r ganz und 2 3, also v ein abelscher Charakter des Betrages 1 auf f 
mit v(— J) = (— 1)’. In [5] wurde gezeigt, daB man, was zuerst G. Bou an 
den Invarianzrelationen bemerkte, aus einer automorphen Form {f, r — 2, 0} 
durch (r —1)-malige Ableitung nach rt eine automorphe Form {f, — r 0} 
(0 = v~") gewinnt')). Wir behandeln hier einige Verschirfungen dieser Aus- 
sage, wobei wir gegeniiber [5] [ allgemein von erster Art voraussetzen. Es 
zeigt sich, daB diese (r — 1)-ten Ableitungen simtlich der Normalschar in 
{f,—r,®} angehéren. Dariiber hinaus gilt, daB sogar die (r — 1)-ten Ab- 
leitungen der im allgemeinen nicht-automorphen Grundelemente F,_,, Y,_, 
automorphe Formen {f, — r, 0} darstellen und als solche der Normalschar 
angehéren. 

Der soeben anfangs genannte Sachverhalt wurde in [5] bereits fiir allge- 
meine Klassen {f, r — 2,0}, sogar fiir Multiplikatoren @ beliebigen Betrages 
dargetan. Die zweite Aussage folgt aus der iiber die Ableitungen der Grund- 
elemente. Diese beweisen wir jetzt. 

Weil 0’,-: ein MpS [f,, — r] ist, gilt nach (74) mit K* = {f, — r, 0} 
n+ x 


= 1 
64,» (4-2) N*( WT y @aauv (K* 4-1, 4-3, — 2-2) 


h+x*\r—1 
= (— 1)’ v(A) n(* aioe y a, .,(K, A, — h — x*’). 
Daraus ergibt sich fir h+x,>0, n+xg,>0 die nun vollig symmetrische 
Formel 
- h+x’'s faod , 
v(A) Na( Wa ) 2p.nin, (K, A, h—x4)= 
n+xBp 


Ne 


(79) F ra 
= (-— 1 6 (B) N, ( ) Baht, (K*, B, — n — xp). 

4) G. Bot: Invarianten linearer Differentialgleichungen, Abh. Math. Sem. Hamburg 16 
(1949). 
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Wir fassen (66), (67) in eine Darstellung zusammen, schreiben also 


(a, z + a,)*—" F,_2 (z, 0, A, BLT, n+ xg) = 


— 2 y—n—s > 1) gh +x 
b4 BR ¥(A) use (A z) + 2) on. , wp (K, A, —h—x*) ut” (Az) 
und differenzieren beide Seiten nach Multiplikation mit (a,z + a,)’~* unter 
Benutzung des Hilfssatzes 3 in [5], §5c¢. (r — 1)-mal nach z. Das gibt auf 
Grund von (79) 
FY°—) (z, 6, A, BT, n+ xg) = 
a n+ x* \r—1 = 2 — <= g® 

(— 1)’ (221) (95 ) 54 p (a, z+ a) "A) uye (A z)-+ 

Na 6 (B) (n+xp,)r-! 


rio “\" —1 e = 
(80) +(— eae Np v(A) Ny pig iy, 


t! 


x DS agasae (K*, B, — nm — xg) ubt*” (Az) 
hA+x*’>0 


‘ Na 6(B) (®T*x\r-! 
a ri9 r—1 A G 
(— 1)’ (22%) Wp v(A) ( We ) —¢ (2; 


<> 


B, f, n — xp). 


Damit ist die Behauptung fiir die F,_, bereits bewiesen. 

Wir betrachten nun die Grundelemente Y,_, und hier den Fall, in dem der 
Parameter t, mit einer Ecke m der Ordnung / koinzidiert, wofiir wir urs der 
bei (50) verwendeten Terminologie bedienen. Zunichst ist mit w = w (rt, w) 

r or —1 
yi = ——; Y,~-2 (z, 0, A, w, F, ») = 
(81) 


l g-! (— if g-! 
- ay a ), 2, A, Ff 
o-i oe! \(r @)" <1) ao H_,(t,v,z,A he 


Nach (65) und [5], §5 c., Hilfssatz 3 erhailt man unter den bei (65) ange- 
gebenen Bedingungen 


yr g- 2ni _» (-1Y mm 
Co ar H+ (6, 0, 2, AD) = Ayer (A) (2 +)" Bopp xsl? 


= h e° \r—1 + 4? 
er | ai ) G_,(t,v, A, 0, — h — x*’) uxt" (A 2) = 


_, (—2z2i)’ 
= v(A) (a, z + a,)~" rr 
<« LY  (v(M) (mt +m,)’)~* x 
MC S(A,f) 
, , Az—M 
x » (h + x1 exp ( 227i (h + x*’) — - “) Sa 
hi+n*’>0 4 
= v (A) (a,z2+a,)~" x 
, en 27 ik x®” 
x SY (v(M)(mr+m,)) Ne" SY oe 
MC6(A,T) ee (“ye" +h) 


= v(A)(a,z+a,)-’ S (v(M) (mt + m,)**)*(Az— Mr)’. 
mcaf 
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Mit M = ALin Af, L = . ‘) wind aber 
(Az—Mry = 
; (g —Lr)’ (yt + 4)’ 
(a, 2 + a5)" (m,t + m,)” 


also folgt schlieBlich nach (21) 


(yt + dy (z— Lr)’ = (— yz+ a) (L'z—t); 


a 1)" a -—1 a 
(82) H_,(t,v, 2, A, 0) = P_, (z,v,7,f, —r). 
(r—1)! 927-1! 

Nach (81) mu8 man, um Y‘"-” zu berechnen, die rechte Seite dieser Re- 
lation mit (tr — @)’ multiplizieren und das Produkt (vy — 1)-mal nach w diffe- 
renzieren. Wir bilden zu diesem Zwecke 

9 
P_,(s,t,@) =(t-@) SY {0(B") (es + ey (E*s — zy}, 
h=0 
setzen M — E*M, M™ — {m™, m} (M in f, O0<h < 21 — 1) und finden 


= m= 
21 1 2(t — 3) r 


> {o(M™) (m™ z + m™) (M™ z — zr) }-1 = - ~P_,(M z, t, w), 
h=0 7 v (M) (m, z + m,) 
also 
ee | Ae ie o e elie 
(t — @) c- wT a? H_,(t,0,2,A4,f)=2 3 - — 


ucr* (M)(m,z + m,) 


wo [S ein Vertretersystem der Linksklassen von [T nach der Gruppe der E’ 
(0 <h < 21 — 1) bezeichnet. So ergibt sich nach (81), (82) 
= 1 in 1 " 
(r— I)! az a 2 (2, v, A, @, :. v) = 
(83) 


| l g”—} 
{P_,(M z, t, w)},-0- 
d(M)(m, z + m,)’ (v—1)! gy7-1 * r ( w)} 


= 2 
ucts 
Wir betrachten P_,(s,t,@) genauer. Mit w=w(t,@), u=w(s, o), 
0 < |w| < |u| gilt, wie eine Rechnung zeigt: 
} \r = » \-—? 
P_-(s, x, @) =| =] - e* (1 =) ; 
- hmodl ” 
und daraus folgt 
1 i v—1l—a\/v+r—2) a ati ia 
exit porat (P-+l, t, oe 0=18( ; )( ey \a-wre 


also nach (83) 


a’—} a. 
a7=1 Y,_2(z, v, A, w, 0, v) = 
- i Rab 
(— 1 9( 9+ 1) +++ (9+ 7-2) (@— ay 218(7=7—*) x 
. ~ P — Mz—o\r+*-1)-1 
E_ {ol (om 2 + my (M2 - wy (F— St 


ucrs 





Orthogonalfunktionen und automorphe Formen positiver Dimension. 


und nach (27) 
a’—} 
(84) dz 
= (— 1! v (w+ 1)--+ (w+ 7 — 2) (t) — %)” P_,(z, 0, t, fF, —-r—»+1). 


Y,_2(z, ¥, A, t%, F, ») = 


Damit hat sich insgesamt ergeben 


Satz 21. Fiir ganzes r=>3 stellen die (r — 1)-ten Ableitungen der Grund- 
elemente F, _», Y, 2 Normalfunktionen der Klasse {f, — r, 0} dar. Genauer gilt 
mit elementaren konstanten Faktoren C (vgl. (80), (84)): 


q’-! A 
qi F,_2(z, v, A, B, f,n+ xg) = 
= C (v, A, B,T,n + xg) G_,(z, 0, B, f,— n — xg), 
is we 
a yn1 Y,_2(z, 0, A, %,F,») = 


= CY (v, A, t, F, v) P_,(z, 0, t%,f, -r—»+ 1). 


Zum SchluB geben wir eine Anwendung dieses Sachverhalts auf die Funk- 
tionen 22_,und D des Satzes 14; wir formulieren damit eine Aussage, die 
die Ubertragung des Satzes 11 aus [5], §5 auf die vorliegenden Verhiltnisse 
impliziert. Es sei A’ reell-normiert und A’~‘oco eine Spitze von [. Differen- 
ziert man 


A(t, z, K, A, A’) = H_,(t, v, z, A’, f) — H_,(t, v, z, A, TT) 
(r — 1)-mal nach z, so findet man nach (82), daB die entstehende Ableitung 
identisch verschwindet. Man findet daher 
Satz 22. Fiir ganzes r=>3 sind die Funktionen D(t,z,K, A, L) gemaB 


D(t,z, K, A, L) = ¥ ®, (t, K, A, L) 2 
k=0 


als Polynome in der Variablen z vom Grade <r — 2 darstellbar. Die Koeffi- 
zienten D, sind fiir jedes L aus f ganze Spitzenformen der Klasse K = {f, — r, v} 
in der Variablen t. Fiir feste K, A findet sich in der Menge dieser ®, (t, K, A, L) 
(Lin l,0<k<r-— 2) eine Basis der Schar der ganzen Spitzenformen aus K. 


r—2 
Setzt man A (t,z,K, A, A’) = ¥ P, (rt, K, A, A’)2*, so ergibt sich nach (39) 
k=0 
24 5 (A')F,_9(2,%, A’, BE, n4 2x! (A) F,_9 (2,0, A, B,T,n+ 
Vy | ) #2 (2, v, A’, B,1,n+ xp) — Wa v (A) F,_ 2 (z,v, A, BLT, + xR) = 


r—2 


= »'d (B, P, (#, K, A, A’)) 2*. 


— n+* 
k=0 . 


Daher ist fiir ganzes r keine der Funktionen F,,_, (z, v, A’, A, fF, n + x4) tiber 
die obere z-Halbebene hinaus analytisch fortsetzbar. Nach (67) gilt also 
Satz 19, wenn r ganz ist, fiir die allgemeinen, oben betrachteten Exponen- 
tialsummen W,, (K, A, n + x, — h— x*’). 


(Eingegangen am 5. Mdrz 1953.) 
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On the Analytical Properties of Curvature 
Tensors in Finster Spaces. 
by 
Hanno Runp in Bonn. 


Dedicated to Professor P. FinsLer on the occasion of his 60th birthday. 


§ 1. Introduction. 

In a recent paper [1]') the curvature properties of FiysLer spaces were 
investigated from the point of view that one should regard such spaces as 
locally Minkowskian spaces. By means of a preliminary analysis of geodesic 
deviation a scalar measure of curvature was deduced, and attention was pri- 
marily paid to the purely geometrical interpretations of this scalar. The 
analytical aspects of the theory were purposely left open?) and the aim of the 
present paper is an attempt to fill this gap, so that this note may be regarded 
as an immediate sequel to [1]. As before, our treatment will be based on the 
covariant derivative (introduced in an earlier paper [2]) which arises naturally 
when the properties of a locally Minkowskian metric are taken into conside- 
ration. Thus our methods and results will differ considerably from those ob- 
tained by Berwa.p [3], CarTan [4] and their successors, whose theories 
hinge to a great extent on the notion of element of support. 

In the course of miscellaneous investigations, for instance in connection 
with the properties of subspaces of a FINSLER space or the theory of the second 
variation of the length integral, it was found that the above-mentioned deri- 
vative could be generalised in the following sense. For most purposes it is 
sufficient to differentiate covariantly with respect to the arc-length of a 
curve in the FINsLer space F,,, but sometimes great simplifications can be 
achieved by differentiating covariantly with respect to one of the coordinates 
of F,,, say z*. The extended Christoffel symbols P},, will then have to be re- 
placed by a new set of quantities Pj} adjusted so that the two notions of 
covariant derivative correspond in the usual manner, yet also such that the 
latter notion still retains the necessary transformation properties. The develop- 
ment of this concept will occupy us in § 2; it is then possible in § 3 to obtain 
the various curvature tensors by commutation formulae of our generalised 
covariant derivatives. These are found to be of such a nature as to allow 
us to establish simple identities (§ 4), such as the generalisation of Brancut’s 
identity of Riemannian geometry. In § 5 the problem of integrability of our 
parallel displacement is discussed, and it is shown that the vanishing of our 
curvature tensor throughout the space represents a necessary and sufficient 


‘) Numbers in square brackets refer to the bibliography at the end of this paper. 
2) Cf. [1], footnote **). 
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condition that the FinsLtzr space is Minkowskian, i.e. a flat space. This 
result should be contrasted to a similar theorem due to E. Cartan) in which 
not only the vanishing of CarTaNn’s — essentially different — curvature tensor 
is required in order that the space be flat, but also the vanishing of another 
tensor involving primarily the derivatives of the metric tensor with respect 
to its directional arguments. Finally, in § 5 we shall define a generalisation 
of the EINsTEIN tensor of Riemannian geometry, and we shall show that the 
divergence of this tensor vanishes identically. We hope to discuss the appli- 
cations to theoretical physics of the latter theorem in a later paper. 


§ 2. Generalised Covariant Differentiation. 

We consider an n-dimensional FrnsLeR space F,, with coordinates 2‘ 
(i= 1,...,m). Let the distance function of F,, be F(x‘, x’ *), about which we 
assume as usual that it is continuous and continuously differentiable up to 
any required order in all its arguments, positive and convex as well as positi- 
vely homogeneous of the first degree in the x’ ‘, where z’‘=dz*/ds, ds being 
the are-length F (2*, d x*) corresponding to an infinitesimal displacement d x* 
in F,. The notation is the same as that used throughout [1] and [2]; by de- 
fining as usual the metric tensor of F,, for the direction z’* by 


, 1 @F* (xz, 2’) ; , ; k 
(2.1) 95(%, 2) =s ia? 9 (x, X’) Gin (z, 2’) = dh, 
“ @2'"dz 
the identities 
oe yan, g Myer... 
(2.2 z’t=0Q, z’'t=Q@, 
aa’* a2” ax* 


result from EULER’s theorem on homogeneous functions. We also put 


'< = g(x, x’) (hk, jkz,2’)> 
(2.3) ¥: 
[h kyike 2 = >| 


09, (tz) 4 89, ;(2> 2") 89) 4 (2% 2") ' 
ax” eat re a2! 

Let C be a continuous and continuously differentiable curve of F,,. At 
every point P with coordinates z* of C a Minkowskian tangent space 7’, (P)*) 
is defined by F (x*, x’*); let X*(x*) be an arbitrary vector field along C such 
that in each 7’, (P) a vector X‘ is defined. Q is a neighbouring point with 
coordinates x* + dz* on C, such that the are-length PQ =ds. The covariant 
differential D X‘ of X‘ at P for the transition from P to Q is then defined by 


j 


(2.4) DX* = (25 + Pi, (ax, 2’) x") dat, 
x 


where we have put 
. 9 , 
(2.5) Pi, (2, x’) = la Bhe«1 — ; g*™(z, 2’) ot al Ek Pt ae 
We note that (2.4) depends solely on the vector X‘ and the displacement PQ 
for which it has been defined and not on the curve C passing through P and Q. 
*) Cf. [4], p. 39. 
‘) Cf. [2], § 1. 
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The problem of this section can now be formulated as follows: Although 
one can prove by direct calculation that D X‘ as defined by (2.4) is a vector, 
it is by no means obvious that one can obtain the covariant derivative with 
respect to the coordinate x* — to be written as X‘;,— by simply omitting the 
factor d x* outside the bracket on the right-hand side of (2.4). This is due 
to the fact that our construction in [2] for DX‘ involves the directional 
argument 2’! in Pi, (2/, 24) which is already defined by the displacement 
dx’ (by means of the relation z'/ds = dz); hence the rigorous quotient 
theorem cannot be applied. In fact, a somewhat tedious direct calculation 
shows that the expressions thus obtained are not in general components of 
a mixed tensor and are therefore useless for our purposes. Our problem is 
thus to find functions P=} (x, zx’) such that the expressions 


+ 
(2.6) XxX‘; = = + Pi (x, x’) X* 
az 
are in fact components of a mixed tensor; and furthermore, in order to achieve 
agreement with our previous definitions these functions must be such as to 
enable us to write 


(2.7) X‘;,dz* = DX’, 
as defined by (2.4) and (2.5), which implies that we must have 
(2.8) Pip (x, x’) z’* = PH (zx, x’) x’*, 


since X* is arbitrary. That this does not necessarily imply equality of the 
Pi, and the P}} is also obvious in view of the homogeneity relations (2.2). 

Summarising: We have to seek functions P}} with the following proper- 
ties: (a) they have to satisfy equations (2.8); (b) under an analytic transfor- 
mation from the coordinates x‘ to the new coordinates 2* 


paling (a=1,...,) 

2.9) for — Me 
- OF 0 (=, of) = (x, 2’) a2 a2! 
zx : ox” Zz”; Pe ’ Gis ’ a 2% ax’ 


the Pj must satisfy the laws of transformation 
axt ax” ax* at xt 

(2.10) PP) (x, x’) 7 Pi (zx, x’) i Bee 

from which the required tensor properties of (2.6) follow as usual; and (c) 

we shall require the Pi} to be symmetrical in their lower indices. 

The following is a simple geometrical construction leading to functions 
satisfying these requirements. Although the conditions (a), (b) and (c) are, 
of course, not sufficient to determine the Pf} uniquely, let us assume that 
we have found some set of functions satisfying these conditions. Let P(z‘), 
Q (x*+ d x‘) be two neighbouring points of F,, which define uniquely a geo- 
desic J" joining them. We suppose that X‘(x*) is a vector-field defined in 
the immediate neighbouriood of P such that the vector X‘ at Q is obtained 
from the arbitrary vector X‘ at P by parallel displacement along J’, which 





m 
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means, by (2.6), that we construct that vector-field such that at P the equations 
axt 
a + PEA(x, 2’) X* = 0 
ox 
are satisfied, x’* being the tangent vector dz‘/ds to [at P. (In a later section 
we shall show that this condition is sufficient to fix X‘ at Q uniquely, the 
necessary and sufficient condition for this being that the P¥,' satisfy (2.10), 
which we have assumed.) The directions X* at P and Q define uniquely 
values of the components of the metric tensor g, ; (x*, X*) at P and Q, the total 
variation in transition from P to Q being given by 
g >. a od 
09,4 (2 ) dx O9ju X) 


dg;,(x, X) = —— d X* 
9; x ( ) ax" ms ex" 
or 
69;, (x, X) 29; , (x, X) 09; , (x, X) = — 
(2.11) cr a Se ee ee ©) ee, 


in view of our construction, where the 6 means partial differentiation with 
respect to 2” such that the variation in the g;, of the directional argument is 
taken into account. Since the quantities (2.11) will play a central role in our 
theory, it is important that they be defined such that they depend solely 
on P and Q. We thus specialise immediately by putting X*= x" at P; this 
we are entitled to do since the tangent vector z’* of J’ is transported by par- 
allel displacement along J"®). But by the symmetry condition (c) and by (a), 
i.e. by (2.8), we have 
PyA(a, x’)a’® = Pyi(ax, 2’) x'* = Phy (x, x’) 2'*, 
so that for this special case (2.11) becomes 
59; , (2, 2’) : 89; ,(", 2’) : 29; , (2, 2’) 


2.11’) - 
A a2" 


a = re Phy, 2’) 2’*. 
Since at the points P and Q of I the value of g,;(x, x’) is defined uni- 
quely, we can now construct a Riemannian space V,, with coordinates 2‘ and 
metric tensor gj;(x*) such that a curve J* of V,, exists with the property that 
its equation 2‘= x‘(s) is the same as that of J’ of F,. Also, at points P* and 
Q* of I’* with the same coordinates as P and Q of I" we define the gi; (x*) 
of V,, by putting gf;(x*) = g,,(x*, z’*). Then, in the transition from P* to Q* 
the partial derivatives 0g7,/0 x" are given by (2.11'). From these we form the 
usual Christoffel symbols of the first kind at P* of V,. But we know that 
these satisfy the covariant form of the transformation laws (2.10); hence 
we are led to suspect that the quantities defined by the operation 
1 i 59; 595, ) 1 (= 297% Og 
9 2 


. ba! ba bx" 


s aa! ax* aa" 

as carried out on (2.11’) will satisfy the same transformation laws. Should our 
conjecture be correct, this mode of operating on (2.11’) will provide us at least 
with functions whose transformation properties will be of the desired nature. 


5) Cf. [2], p. 124. 
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It is now our aim to prove the validity of this conjecture. This is done ‘ 
by direct transformations, which we shall sketch very briefly, leaving inter- 
mediate steps to the reader. From (2.9b) we have 
29.8 99; a2 az az 29; aa at ae 
ax” az’ az* az’ aa” | ax’! ax® az’ au’az" % 
at x" a2! 8 x! ax" 
rH az"oz” oz” ' axan’ aa* ). 


Also, since (2.4) is also a vector, it follows as in Riemannian geometry that 
the P},.2'* satisfy the laws ' 
ex x te" da o2° 
d ’ , k P P € Cc c* Cc 
Pos (2x. xr ) x é Paw (x x ) x m — : i ~s - 2 m 
ox’ ox Cox’ ox df ox 


so that 


> P aia = 
C98 Pp? x" C9; ; a2’ . ea’ p! a2" ax on oh 
» ve | ft B Ak. ¥ ¥o,£ we 7 
Cz Cz cz Cx Coz Cx’ ocx coz 
since 0g,,/@2’° is a tensor in view of the fact that 
ox" ax’ 
a2’* ex" 
as a result of (2.9b). Collecting terms we see that 
, F Al 
| 9. p 99.8 0 ol Cox Cx ex | ©9;,; 1; 5 51 1k 
| lee | I k x | 
a ~ ve | 4 > ald >a? | h 7 t 
cz coz Cz cx cz L ¢ x C2 
a z' oa! é2' a? x’ 
Gij ae y 2 p r z ’ ; 3 
Ox cz cz cx Cx’ OX | 
09; ; | 22 2! ve ata! ea" P ex’ é2’ 
T | a soins tr} _ 
Cz" | oz’ ez Oz’ cx Cz ex oz” 


But in view of (2.9b) the last term in square brackets on the right-hand side of 
this equation vanishes identically. Making use of this simplification, we can now 
write down the equations of transformation of the functions defined by (2.11’) 
We then interchange the indices cyclically, and from the last two equations 
thus obtained we subtract the first; this gives us the Christoffel symbols of 
the first kind of our V,, at the point P*. After interchange of dummy-suffixes 
the result of these operations assumes its final form as follows: 


| > l 295, 30 te °9, Y 55 te 29, B Pé te | 
| [ax, P y) 9 ~ Pe: t é PpeX ~ ye” } 
~- Cc r 4] , 
| ex Ox ox }} 
. . h B By 5 
az" 2’ a * 1 ( °9%; jl th Fn: 5 rk °9;; 5l tk 
a ae > {v9 h| at om Pip s i Pye ®. a ae Pry 
ez oz” ax’ = \d2’ 2’ oz’ 
ex’ a2 x" 
7 9ij 


oz” a2z*d2” 

where we have omitted terms which cancel out due to symmetry. 
This verifies our conjecture as regards the Christoffel symbols of the 

first kind of our V,, (i.e. the quantities in square brackets on either side 
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of the above equation); thus, putting 


2%; aI Sr 


pics il Mi pt) yt 
(2.12) OF _ {t7, h} “_ ( P+ a2’! Pip— ye Pha) 2” 


ax’! 
we see that these quantities satisfy the required transformation laws 
aed of a2 not Fn a 
an* aa’ aay “tia! M3 az” ax*ax" ’ 


(2.13) Gey 


and it is easily seen that by multiplication of (2.13) by the quantities 
g’” (@x*/@2°) one obtains once more equations (2.10) with the Qi" replacing 
the Pi. However, in order to show that the Qi," are actually the functions we 
have been seeking, it remains to prove that they satisfy also conditions (a) 
and (c). 

The symmetry condition (c) is obvious in view of the construction (2.12). 
Also, by (2.2) and (2.12) we have 
1 “tas Pi, x’ 3 rt, 
2 ag iF om! 


Again applying (2.2) to the term P!, x'i x’* as defined by (2.5), it follows that 
pp! 5 ik A 


Qtix's = g!* Qh, 2! - g™ (69, 2? 


[il 1 2g; 
a ] th {m) op] oy ot ot; 
Qijr = Hist — g’® ag’™ \jk of | a'i= Pix 


once more by (2.5). This verifies condition (a). Thus the Qi; satisfy all the 
properties demanded by us; and hence we shall identify them with the Pi. 

The expression (2.12) is somewhat clumsy, and since we shall need more 
explicit forms of the P; we shall introduce a new notation which will enable 
us to deal with these functions very easily, and in particular allow us to make 
complicated reductions very rapidly indeed. Using (2.5) we can write (2.11’) 
in the form 


69;, (z, x’) 29; 4 (2, 2’) 29:4 (x, 2’) | fi) re 
~ 4. _ x? 
a" bx" ax" a2* | \h ph 2,2’) 
(2. ) ‘ P 
29pm (%>*’) l 
1 qi"(x.x a’ * a2’ 
FE) Npgheee’ 








For the second expression on the right-hand side of (2.11) we put 





(1) ag , ° 
; ; K(x, 2’) { 4 ‘ 
2.14 Isx54 (2, 2’) = pa * a ?, 
( ) jkoh | ) 92’ \phlcz,z’ , 
and we note immediately that 
(1) (1) (1) (1) 


(2.15) Dynsn (2, 2’) = Lejra(®, @')s Ly nsn (a, 2’) 2’? = Dyer y (2, 2) 2 * = 0 


in virtue of (2.2). In analogy to (2.3) we introduce the following bracket- 
symbols: 

a) 1 qd) (1) (1) 
(2.16) \y k, h\z 2’) eh (Lea. + Pyar - DV sx, a)cz, z’)> 








SS Hanno Runp: 


which are symmetrical in j and k. In virtue of (2.15) we have the identities 
M4 , 1 @) , , 
F k, hi? 2» a’ * = — 2 Vyx,n (z, 2) gf, 
(2.17) 1a 
[j &, h}e 2’) a’ * = 2 LP ynxl%, 2’) a’*. 
In the same manner we write for the third expression on the right-hand side 
of (2.13): 
(2) 1 29;,(2, 2’) 29pm (> 2’) 7 1 
(2.18) Iyz,(z,2/)=>—" tn | 


-gi™ (x, 2’) — - az’? z'®, 
ge ( ax’! Pq) (x, x’) 


2 é2’* 
and we note that we have 

@) 1 2g,(22/) ay 
(2.19) DP yx,n(2, 2’) ~~ 2 ~~. -9°™ (x, 2’) Dnm,q (2; x)x° 

(2) , 

in view of (2.14). Again the I’;, , are symmetrical in j and k, and from (2.2) 
we deduce the essential identities 

(2) (2) (2) 
(2.20) Dyn. (z, 2’) i = Dy 4 (2, 2’) x’* = Dy, (z, 2’) 2 * =0. 


The third bracket expressions are introduced by putting 


; . 1 2 (2) (2) 

(2.21) 0 k, hy? 2) = 2 (Len, + Lr; am ik, h(x, 2’)> 
which are once more symmetrical in j and k. Also, 

(2.22) Gk, ADey 2’? = Fk WIDey 2 = Fk, Ney z= 0. 


In future we shall for the sake of distinction attach a superscript (0) to 
the usual Christoffel symbols (2.3b) of the first kind. In accordance with our 
construction (2.12) above we may then write the desired functions in the 
following form: 


(2.23) P¥, 4 (z, z')= SF (fk, AY? (w = 0, 1, 2), 


(2,2)? 
w 


since by (2.16) and (2.21) this sum is precisely the result of the operations 
to be performed on (2.13). In analogy to (2.3a) we shall also write 
(2.24) P}i (x, x’) = g**(x, x’) PP, , (2, 2’). 

By means of the expressions (2.24) we are now in a position to define as 
in Riemannian geometry the covariant derivatives of co- and contravariant 
tensors of arbitrary rank. 

It is easily verified that such covariant derivatives enjoy the usual proper- 
ties, i. e. the rule for the covariant derivative of a product is the same as that 
of ordinary differentiation, and the covariant derivative of a scalar is its 
ordinary derivative. 

As regards the generalisation of the Ricci identities of Riemannian geo- 
metry, certain complications arise, because so far we have only defined the 
covariant derivative of vectors and tensors depending only on position. 
When differentiating g,;(x, x’) however, we have to take into account the 
variation of the directional argument. This means that a field of directions 2’ 
has to be given initially in the immediate neighbourhood of the point under 
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consideration before we can assign any meaning to the term @2'*/@2z* which 
must necessarily appear in our expression for g,;.,. Thus we must primarily 
define g;;., relative to such a field, which is usually given by the geometrical 
problem under consideration (cf. the next section); afterwards we shall define 
the ,,absolute“ covariant derivative of such tensors. 

Supposing that in the immediate neighbourhood of a point P such a field 
is given, we then define tor any covariant tensor 7',, = 7; (x, x’) of rank 2 the 
relative covariant derivative 
Paces eT ;, 4 ni ax’* - 

Pte Oe we 
This expression represents a covariant tensor of rank 3; this has been 
proved by direct transformation. Since the corresponding calculation is a 
little involved without causing serious difficulty we shall omit the proof here. 

If, in particular, 7';;(x, x’) = g;;(z, x’), and if also the directional argu- 


(2.25) 


7 nek *k 
Ty; Pia- Tix Pi) ° 


. . *i as . 
ment x’ in the g,; corresponds to that in the P,;, defining the covariant 
derivative, we may then in virtue of (2.24) express (2.25) in the form 
og; 2 rk 
°9;; 293; oz p* P*, 

Oa! 2 <0 »t° 
he oyk ont ih jh,i 


2.26 ch 
( ) Jij;h ax 
if the directional argument in the g;; is arbitrary, no such simplification 
can of course be made. Now, by (2.23), (2.21), (2.16) and (2.3b) we have 

* * 29; e ? 
D> . a] , a] 

Pini TT Piri= axt r Vin = Via - 


Substituting these values according to (2.14) and (2.18) in (2.26) we find 








29;; [ax’* k l 29nm (1 
A= +4 e? —-—g™ { | a! ? 2! 
Wish oak | ag pil 29 ez" \pq q 
09;; | aa’* 
ss 1 | p* 'p 
= + x 
ax’* | ax hp 





in view of (2.5). Now applying (2.8) we see that this can be written in the form 














09;. ax’* og, a +k 
ij *k y z ek oy 
i, = + P z?i = + P aP 

Gij;h aa’* | an® hp | ax’* | ax ph 
Using (2.6) we finally have 

09;; 

997 rk 
(2.27) Gij:h = Z he 


ax’* 

Here we note that 0@g,;/@2z’* is a tensor, so that the tensor character of 
(2.26) is established. Furthermore, we see that Ricci’s Lemma of Riemannian 
geometry cannot in general be generalised for FINsLER spaces while still 
dealing with the relative covariant derivative. The tensor g;;., vanishes at 
a point only if the covariant derivative of the vector-field x’* vanishes at 
that point. However, for practical purposes this does not matter very much, 
since in view of (2.2) we will always have 


(2.28) Gij:n(%, x) x’* = gj;., (x, 2’) eI = 0. 
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Also, it follows from (2.27) by inner multiplication with z’* that 


Dg; (x, 2’) 29; ;(2, 2’) Dz* 


(2.29) Da = isn (%, 2’) 2" ~= iia 


so that Dg,,(x, x’) = 0 only if we differentiate along a curve satisfying the 
differential equation Dz’*/ Ds = 0, i.e. along a geodesic. This fact has not 
been recognised or expressed clearly in our paper [2]; yet again, in all later 
applications the theorem D g;;(z, x’) = 0 itself was not used but instead the 
weaker form equivalent to (2.28), which holds along an arbitrary curve, not 
necessarily a geodesic. 

Finally, we note for future reference that the relative divergence of a 
tensor-field A} (x, x’) is defined by 
(2.30) Div Aj = 4},;, 

(z’) 

the subscript (2z’) indicating the directional arguments of the P,; which 
appear on the right-hand side of (2.30). 


§ 3. Commutation Formulae. 

For many practical applications it is necessary also to differentiate co- 
variantly with respect to scalar parameters other than the arc-length s of a 
curve. In order to arrive at a geometrically lucid definition let us carry out 
the following construction. A given continuous curve C of F,, is considered 
as being embedded in some two-dimensional subspace F, of F,,, and we shall 
denote the parameters of F, by u and v. The parameter curves u = const., 
v = const., may cut C in any arbitrary manner. Two directions 

az* ex* 


(3.1) Ek ~ ta? nf - 


cv 
are defined at each point of C; these represent the directions of the tangents 
to the coordinate curves. Since we are, for the moment, still concerned with 
relative covariant derivatives we shall suppose that a field of directions zx’ 
is defined in the neighbourhood of a point P of C, such that at P the direction 
z'* represents the unit tangent to C. Unless otherwise stated, all directional 
arguments in the g,;; and the Pi are simply the z’*. We then define the 
covariant derivative at P of a given vector-field X*(z*) with respect to u (or v) 
in the direction of C by 
t rt 
pe = Xn, = Tay? 

In spite of the rather artificial appearance of this definition such derivatives 
do in fact occur in the course of various problems. We shall indicate this by 
means of two examples below. 

It is now our aim to establish the commutation formulae of the ope- 
rators defined in (3.2). By definition 

+ 

Ls ( =a! ) _ cr. *) 0 i aie , a »™ - x‘n | ™, 


and on interchanging the order of differentiation and substracting this result 


(3.2) 
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from the last equation we find 

D+ x* Dp x* 4 S 

DvuDu~ DuDv ~ (Xinm ~ Ximn) &" 9" + Xin (Sim 9” Nim &™) . 
But from (3.1) we have 


(3.3) 


ag* é nt 
1 
so that we deduce from the definition (3.2), (3.1) and (2.6) 


(3.4) 


agen a8 

S 7, 
gn -_ 2 o %S cy >*n ep 
Sim] — Yims = ov ou Pym & 1] 


m 


Pin 7 e : 


since the P}." are symmetrical in the indices h and m. Hence (3.3) reduces to 
px’ px’ 
Dv Du Du Dv 
Now, by definition, 


ri ri 
(4 mm X ‘on) 7". 


(3.5) 


¢ oXin | pti xe _ pte yi 

sam bx” sm “* :n nm <* 5 > 
where the 6 again denotes partial differentiation in the sense that any variation 
of the directional argument must be taken into account. Once more we re- 
mark that since the tensor character of the above expression is not altogether 
obvious in view of the fact that X‘, depends on the field z’# this property 
has been checked by direct calculation. 

Carrying out the operations indicated by the above equation and collecting 

terms we find 


: o¥ i » pti l 
yi 2x oP in _ pti pes Pin 22 Vy 
a nm mon m sm *hn™ awit 2 mM } ™ 
CxZ oz oz cz Cz 
avyh mn yk ¢ 
p*i Co X r P;; aX p* ¢ x' ee p*' > 
an. =m hin n mn mn* he ~ ’ 
cx cz c x 


Similarly X‘,,, can be calculated by interchanging the indices m and n. 
Subtracting the equation thus obtained from the former and noting that 
the last term in brackets on the right-hand side is symmetrical in m and n 
we see that 


(3.6) rh m i. " and x* 


where we have put 


a p* 9 pti 
> An hm * 
i 7 ypF¥i p 
K hmn(%, X ) 2” 2" T Pim Pr, 
c Cc 


(3.7) ; 
PS! Pie + (: < rh 7) .. 
zs’ oa” ex’ a2” /(z,2') 

These expressions form the components of a tensor as is evident from (3.6) 
since the vector-field X” is arbitrary. We shall call this tensor the relative 
curvature tensor in view of the derivatives @2''/@x* which appear in the 
expression (3.7). It is a peculiarity of FrnsLEeR spaces that such quantities, 
giving rise very often to serious difficulties, make their appearance; in general 
the term @2’'/@2* has to be interpreted in the light of the special problem 
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under consideration. The following two illustrations may make this point 
clear: (a) When studying the problem of geodesic deviation in F,, we consider 
two neighbouring geodesics Z, and £, intersecting in an initial point 0. The 
field x’ is then defined at each point P by the unit tangent vector of the 
geodesic joining 0 to P. The above-mentioned twodimensional subspace be- 
comes the geodesic surface defined by Z, and #,. The parameter u becomes 
the arc-length measured along Z, or EZ, from 0, v the length cut off from 
transversal ares by EZ, and £,. (b) When evaluating the second variation 
of the length integral along a curve C of F,, we introduce a two-parameter 
family 2‘ = 2‘ (wu, v) of admissible curves, which automatically define the two- 
dimensional subspace F,, such that C is the curve v = 0, and wu is the arc- 
length measured along the curves u = const. The field x’ is defined at each 
point by the unit tangent to the curve of the family v = const. passing through 
that point. 

These examples should help to clarify the meaning of the terms @ x’!/@ x*. 
It is of utmost importance to note that when the results of two calculations 
containing the curvature tensor are being compared it is necessary to check 
very carefully as to whether these tensors have the same meaning, i. e. whether 
the terms @ z’'/@2* appearing in both have been obtained by the same con- 
struction, before any comparisons can be drawn. As a matter of fact problems 
of this nature lead to the investigations of the present paper. We shall, how- 
ever, derive from (3.7) a specialised curvature tensor which is independent 
of any construction such as the one outlined above*). 

From the definition (3.7) we see that our curvature tensor satisfies the 
identities 


(3.8) Kymn(2, 2’) = — K'anm (x, 2’). 


The same is true for the covariant curvature tensor defined by 
(3.9) Kinmn(2, x’) = 9ij (z, x’) Kane (® 2’). 


It is, however, difficult to obtain directly an explicit expression for the 
covariant curvature tensor by means of (3.9) in view of the rather complicated 
form of the derivatives of the P; appearing in (3.7). Since for many appli- 
cations it is essential that we should have a direct representation of this 
tensor, we shall now indicate an indirect method to deal with this problem. 


Let us differentiate the equation 
‘ pFi a ij * 
(3.10) Par = 9" Phi 

6) Recently a similar curvature tensor has been defined by E. Bomp1ani [5], p. 184, 
while considering a more general affine connection. Thus the lip appearing in his work 
are in no way similar to our Pi; in fact, they involve higher derivatives of the directional 
argument. BompIant arrived at this tensor by considering the problem of integrability 
of the equations of transformations of his so-called “non-positional” affine connection. 


It is probably safe to say most of the results developed in this section will also hold for 
the curvature tensor of Bomp1ant. 
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with respect to z* and z’!: 


—_—" . 

aP 9 ati a ’ 
br _ 99 ne gts OP hrs ' 

oat  agt — Ani y —-_ 

3 11) coz Oz oz 

(3. ei ‘3 
4 9 gti 
oP), og P* ; 4j 2 Phe 
ot ” og* - att g = 
cz Cz 


Also, by definition, we have 


agi agi aa’! i ie 
219 ij ; : i, 83 p*i 
(3.12) G27 eter ea to Pb te” Pes - 
cz cz coz 

But from (3.11) it follows that 

f >* oa se a a pti § ae a 
5 OP yy j arise) Ol nr | OP, ax’! p* eg" 4 
gq ‘ “ + - = = T * r = 
an* ea’? e2*| ea* ex’? «ant Ar,j t 


so that from this equation and (3.12) we can eliminate the derivatives of the g*: 


o p*i » p*i a 
Par  oPae ax’? p** p*i 
— 7 al ~ kT Ar sk 
Cz Cz Cz 
a pt » p* owt 
i 8 Phr,j : aPhr.j oz 
=g j - 1 e 


cz ax’! 


A similar expression may now be obtained by interchanging r and k; substi- 


tuting both in (3.7) we obtain 


= a at — ~~ ant 
a Pir @ Pari ax’! 2 Phk.j OPhkj 


of P 
Kner = 9"? a ne. e 
ez 


, ;* y* 8 >* 5* 8 ij p* ij * 
9°) (Pity Pin — Phe,s Pir) + 9:4 Pir,j — Gir Paes - 


On differentiating (2.1b) covariantly with respect to z* we find 


(3.13) 9.4 Gs5 _— os gi* Isi:k > 


so that 


ex’ ez oa” ex’! 


eg 


ez 


is p* p*i * ij. 
x |- g** Pr, ; Po 4 Piv,i9 32 - 


ge PE = 95903 Pai = — 94" G9ej-% Phi = — 9°) 90% Phe - 


Interchanging r and k we obtain a similar result, which together with the 


former is substituted in the above expression for K*,,,: 


* a * 4./ a * . 
OPhrj | 2Phrj 22 OPhej OPhes 


of - 
Kener = 9"? agt Tr a 2 


*x Ke * >* 8 5¥ 8 y* 8 
Pir,s Pir “<: Pie Pix T Ysj:r Prk — Ysj:k Phe 


In conjunction with (3.9) we finally have for the relative covariant curvature 


tensor 
- a * 
@Phrs 2@Phk,j ” 


ax’! az oa” ez 


ij 
Pi 


ax’! 


aa” 


y : >*8 * 5* 8 
Kj nner a a a 4 hk,s Pi, 72 Pir.s ins 


ant a2” 


(3.14) 
Phy; Ox’ aPhey 22’! 
4 cy . J + Ysi;r 


’ need - 
az ax* ax’! @ 





Phi rm Vejsk P 


ea’ 


ez 


k 


l 


*s 
Ar: 
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Again it is obvious that the skew-symmetric property 


- 
(3.15) K; a = K; Ark (3 
is satisfied identically. At first sight it might seem strange that the covariant T 
derivatives of the metric tensor enter into (3.14); the reason for this will be- d 
come clear when we consider the skew-symmetric properties of the tensor st 
(3.14) in its first two indices. n 
In view of the fact that the covariant derivative of the metric tensor 
does not vanish identically we cannot deduce the commutation laws for ( 
covariant vector fields directly from (3.6) by the usual process of lowering the 8 
index i. Since we shall be needing the formula in question later, we have to t 
repeat the process leading to (3.6) in a similar manner. Using the same geo- \ 
metrical construction as before, we write the covariant derivative of a given f 
vector-field Y, (x*) in the form 
(3.16) Y,..= — a a ¥ 
az 
Corresponding to (2.25) we write 
oY, oY, \ 
Vissin * _ te _ pr Y,| = Pes (SS ~ Pe r,) , 


(ay 
* a thy 
Pim (oz a Pea Y,). 
Again carrying out these operations, then interchanging the indices m and n 
and subtracting the second result from the first, omitting all terms that 


cancel due to symmetry, we find 


- ) 
eh *h ll o ptaA 9 pth as oll 
0 Pin 0 Pin _ oz 0 Pim 2 Pin _ oz pts pth pts pth y 
. an” aa’? aam sind ax” _ ax’! an” im*en T in om A- 


Comparing this with definition (3.7) the final form of this formula becomes 
» » =" » 
(3.17) Yisam — Yi:nn = — Ki ine Ya- 
The corresponding commutation formulae for an arbitrary covariant 
tensor of rank 2: 7,, = 7',; (x; x’) can be deduced similarly ; since the deduction 
is straightforward but involves rather many differentiations and multipli- 


cations — the variation of the directional argument being taken into account - 
we shall not prove the formula and simply quote the resuit: 


(3.18) qT > Tis:m0 Tin Kms T rj kine - 
We can deduce an alternative form of the equation (3.17) by defining a 
covariant vector Z; by putting Z; = g,,(z ,x’) X’. Differentiating this relation 
covariantly in succession with respect to 2" and 2” respectively, then sub- 
tracting the second equation from the first, we find 
Zi:nm bi Zi-mn = (9ij;nm ' 9ij: mn) xX? + 915 (X' am ad Fas > 
Substituting from (3.6) and (3.9) 


ij;nm 


having omitted terms which cancel out. 
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we see that this can be written in the form 


(3.17’) Zi:nm = Ziman _ Gij:nm el Jij; mn) Xi 7 Kismn x!. 
This equation may be used instead of (3.17). It is now clear why the covariant 
derivatives of the g,, should appear in the expression (3.14) for K;;,,,. Sub- 


stituting from (3.17) for the left-hand side of (3.17’) and using (3.9) once 
more, we obtain 


(3.19) i K;imn o—iliemes (Yijzm n — Gijsn m) + Kiimn , 
since X’ can be chosen arbitrarily. For the present no more can be said about 
the skew-symmetric properties of the tensor K in its first two indices. 
We note that the same formula could also have been obtained in another manner 
from (3.18) and (3.9). 

For most practical applications, however, the fact that in general K 
+ K 


t7mn 


ijmn + 
jimn Causes no trouble, since we always have 


(3.20) K ijmn(%, 2’) 2’! = — Kyun (2, 2’) 2’*; 
K sma(% 2) 2s = — Kyn5(2, 2) 24. 

In order to prove this equation, we differentiate (2.28) covariantly with 

respect to 2": 


va ri 
Jij;mn 2 * = — Gij;m= sn; 
so that by (2.27) 
“a 295; k CFE rk rf 
Yijz;mn T= — > Ee sm? sn = — 57% sm sn 
ox Coz 


since 0g,,/02'* = @g,,/@2') by (2.1a). But this expression is symmetrical in m 
and n, since g;, is symmetrical in i and k. Thus 

(3.21) * (Gij:mn a Jij:nm) = 9, 

from which (3.20) follows immediately as a consequence of (3.19). Also diffe- 
rentiating (3.13) covariantly with respect to 2" and changing dummy-suffixes, 
we find 


; ik ik ik 
go" 9:3-m2™ —_ g: n Jij;m— 9: mGijzsn— 9;:mnJGis> 
or, by symmetry 
5y i ik ik 
(3.22) J” (9ij:ma— Jii:nm) = — Ges (g: mn g: am): 


Multiplying (3.19) by g and using (3.9) we obtain 
(3.22) R* jan=— 915 Gimn - gum) — 9" Ky imn- 
in analogy to equation (3.19). 

Having derived our curvature tensors in this section, it is now necessary 
to correlate our results with those of our paper [1]. The expressions R! ,,, (2, 2’) 
defined by equation (3.2) on page 9 of [1] do not at first sight seem similar 
to the K‘,,, defined here; this is due to the fact that the tensor R‘,,;, 2’* x’ 
was used throughout instead of R‘ ,;,. Due to (2.2) [or rather, (2.17) and (2.22)] 
many relevant terms dropped out unseen, and on the basis of these equations 
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a very simple calculation shows that 

Ré 4a; (z, 2") z* z'i= K‘ ,,,; (x, 2’) 2’* 2’ 
where we have simply omitted those terms which vanish identically. Hence 
the results of [1] can be re-interpreted in the light of the present paper without 
any change whatsoever when we replace the R‘,,; by the K ! ,,;. 


§ 4. Identities Satisfied by the Curvature Tensors. 

Suppose we write down in full the expressions for the tensors K *,,,,, 

K! ime» Ki mx, according to (3.7). When we perform the addition a series of 

terms will drop out due to symmetry as in Riemannian geometry; the terms 
that remain can be grouped together as follows: 

- p*i — al a pti +i aii pi . pi a 

OPin = OP as” | aPy OP, an” ( oP, oP; aah 


rsh rh a 


ax ex m sh sh On 


dat \ aa” ax” } az ex ex 
and since the P a are symmetrical in the lower indices this sum also vanishes 
identically. Hence we have the identity 
(4.1) K ! nim (2, 2) + KS ime 2, 2’) + KS nny (2, 2’) = 0. 
Multiplying this by g,; (x, 2’) and summing over i, it follows from (3.9) that 
the covariant curvature tensor satisfies the corresponding identity 
(4.2) K jxtm (2, 2’) + Koyrmy (2, 2’) + Kesengs (2, 2’) = 0. 
We shall now prove a generalisation of the identities of Bianchi of Rie- 
mannian geometry. We may write (3.17) in the form 
a r a ri 
y i;jik } i; ky y l K! ijk 
in view of (3.8). Differentiating this equation covariantly with respect to 2” 
we obtain 
r r r a l r ri 
Y is ien — Yi: ay Y).,K. int Y,.K: ijk;h- 
We may write down two similar equations by interchanging the indices (j, k, h) 
cyclically and on adding these three equations and rearranging terms, we find 
(4.3) (Yijun — Yo;inn) + (Yizeajy — Vieja) + (Vi; nie — Viz nas) 
, , . , rl , 
(K L ieYicn r K! aY;; + K: ins Yi; 4) 
r (KI 1K ‘< 
+ ¥ I (K - ijk: a K ikh;j + K! ihj k) . 
But from (3.18) we have 
Vi-jkh Y issnk K! gn Yi; T K! an Yizr 
again in virtue of (3.8). Once more two similar equations may be obtained 
by cyclic interchange of the indices (j,k, h). The three expressions derived 
thus are substituted on the left-hand side of (4.3), which then becomes 
a 1 r , I r r 1 r 
(K sents; + K ting oe K igh ta) 
4 a Kl 1K! 
+ Vis (KR sent Keng t+K ° nje)- 


Noting that the first expression inside the brackets will cancel out with the 
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first term in brackets on the right-hand side of (4.3), we see that (4.3) reduces to 
y > ’ rl > rl > 
Vist (K sent Keng t+ Ko nge) = Vi (K ijesnt K  iensgt+ Ks inj;e)- 
But by the identity (4.2) the left-hand side of this equation vanishes identi- 
cally; and since Y, is an arbitrary vector-field, we finally have 
rl , rl ’ . ’ 

(4.4) K' isesa(a, 2’) + Ko cen;j (@, 2’) + K' gnge (x, 2’) = 0. 
These identities are the generalisations of Brancuis identities of Riemannian 
geometry. 

The corresponding result for the covariant curvature tensor is not quite 
so simple. By differentiating (3.9) covariantly with respect to x", we find 

, rt 2 
Kmigk;h = Imt;n& * eget Imi K = ign; n- 
Once more we interchange the indices (j, k, h) cyclically and add the three 
equations thus obtained. The coefficient of g,,, will simply be the left-hand 
side of (4.4) and will accordingly vanish. Hence we are left with the following 
identities : 
4.5) K nije; at Kmita;j + Kninjk 
a a) rl 
= Gi; nK 65% + Imi; 5% = sent Imt;eK ° eng - 

From the identities (4.4) we can derive yet a further set as follows. Let 
us put 
(4.6) K,; (x, 2’) = K*,;,(z, 2’). 


Using (3.8) we can write (4.1) in the form 


ri ri rq 

K ximt+K imk= Ko mix: 
and contracting the indices i and k in this equation we find 
(4.7) K* stm Kini ~ Kim, 


in view of definition (4.6). Contracting / and i in (4.4) and interchanging in- 
dices we obtain 
K* imuat K itazmt K? = 9, 


ihm; 


or, using (4.7) 
(4.8) (Kim al Kini)i a T (Kar By. Kin)im + (Kanan Kim) in = 0. 


It is evident that any further identities that may be derived from those 
obtained above will become increasingly complicated in view of equation 
(3.19) which involves the second covariant derivatives of the g,;;. It is na- 
tural that such complications should arise ; for it must be remembered that our 
relative curvature tensors do not only depend on the coordinates of the point 
under consideration and a direction through that point, but also on the 
field of the x’ in the immediate neighbourhood, which, as we noted above, 
depends on the geometrical problem under consideration. If we are to discuss 
the nature of the space F, as such by means of the curvature tensor, we 
must find a tensor which depends solely on position and direction. 

In order to do so we must specialise the field z’* in the neighbourhood of 
each point P with coordinates z* such that it depends solely on P and its 
7 
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direction through P in some natural manner. We can in this sense define an I 
absolute covariant derivative of vectors and tensors according to the remarks ‘ 
made towards the end of § 2. For this purpose we shall follow a line of thought 
very similar to the basic ide a of [2]. Again let P(x), Q(z@) + d x*) be two 
neighbouring points of F,,; x’ is the tangent vector d2z‘/ ds of the geodesic I’ 
joining P and Q. We can then define uniquely a field of directions 2’ at 
points in the immediate neighbourhood of P (and therefore in particular 
a direction at Q) such that the equation 


ax’ ; p > 
(4.9) ——o— Piz (Xo), 2’) x’* 


is satisfied at P; and hence the direction z’* + dz’‘ at Q depends solely on P 
and the displacement dz, which is precisely what we require. In order to 
show that this can really be done (a fact which is often taken for granted) 
we shall carry out the following geometrical construction, which leads to a 
slightly more general result. Let Xo be an arbitrary vector at P, Z‘ another 
arbitrary fixed direction at P. We can then define a coordinate transformation 
from the xf to new coordinates &* in the immediate vicinity of P by putting 
for the coordinates of some point R near P 


, 1 - 
(4.10) x == (0) + §F — 2 P yk (Xo, Z) &* &* + 0(€), 
where 0 (&*) implies polynomials of third and higher degrees in the &, such 


> 
that P has the new coordinates &* = 0. Thus we have 


(4.11) =o = 5; — P;i (x), Z) &&§+0(&), 
and at P 


— oe! 
(4.11’) ae 6; or det A 
a& a & 


The transformation is therefore non-singular at P. Thus *+0 implies R- P. 
Differentiating (4.11) once more we find 
a a *i 5 

(4.12) - = — P3z(X%@,Z)+0(€). 

ae ae ? ( 
If we denote by Pi; (€,Z) the components of Pit (z,Z) in the new coor- 
dinate system, it follows from the general law of transformation (2.10) when 
we apply (4.11) 


= —— ‘ 

‘ Pei (€,Z) = Pei (x, Z) + "7 +0(8). 
(4.13) ak (€,Z) = Pye (2, Z) aE age é) 
Comparing this with (4.12) and letting &*- 0, we see that at P 
(4.15) P;} (0, Z) =0 


in our new coordinate system. Also, in view of (4.11’) the vector x, has the 
components Xe = Xt) at P. At every point R in the immediate vicinity 
of P we construct a unique vector X* having numerically the same compo- 
nents X/,) in the special coordinate system, which implies aX*/ag = 0. We 
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re-transform the components of this vector field to our original coordinate 
system ; since 


xt = 2% Xn aX/ag = 0, 
a€ 
we have ; : 
ox 2 | ts 
az* = aka) ant’ 
and at P this implies 
ax? *; ? 
(4.16) oak ~~ Pak (o> Z) Xe 


in view of (4.12) and (4.11’). Returning to our original problem, let us put 
Xe = Z' = xt at P. Equation (4.16) shows that we have then constructed 
a field with the required properties’). The fact that the field thus obtained 
is not necessarily integrable does not matter since we are only interested 
in the immediate neighbourhood of P. 

We shall call the vector-field thus constructed the basic vector field at P 
for the direction z’* through P. The absolute covariant derivative of a tensor- 
field at P in the direction 2z’t is now defined by differentiating with respect 
to the basic vector-field at P; i.e. in the previously defined ,,relative“ co- 
variant derivatives we replace the terms @2’*/@2x* in accordance with (4.9). 
These covariant derivatives then depend only on the given position and direction. 

Absolute covariant differentiation is to be denoted by a vertical bar in- 
stead of the semi-colon used before; in particular we see from (2.27) and 
(4.9) that 


(4.17) Jijim(z, x’) = 0 


where the argument z’* must coincide with the direction of the basic field. 

Similarly we can now define an absolute curvature tensor by replacing, 
for instance, in (3.6) the relative covariant derivatives by the absolute deri- 
vatives. According to (4.9) we will thus obtain the tensor 


aPi’ ap; ; 
a P hn hm . » 
BR sma(a, 2) = (Sat — + Pin Pin 
(4.18) m 2 
Pp’ PS? hm Pp! th 2 Pn Pt! tk 
= sn hm ax’! kn 7 — aa” km& (z,2’)" 


This tensor depends solely on z‘ and x’ and not on some arbitrary field. 
Hence in investigating the properties of F,, as such, this tensor is to be used®), 


Similarly the absolute covariant curvature tensor K;,,, assumes the following 


7) This construction evidently depends on the fact that parallel displacement can be 
illustrated by means of special coordinate systems. It was A. DeIcKe who first pointed 
out to me that the covariant derivative as defined in [2] could be interpreted by means 
of a — somewhat different — normal coordinate system. 

*) By means of a similar definition E. Bomr1ant derived a curvature tensor for his 
“non-positional” affine connection which is “absolute” in the same sense and formally 
of the same nature. Cf. [5], p. 185. 


7* 
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form in view of (4.17) 


“ fon... oie 
4 , Ar, Ak, . bd . 7 . 
Renae (22) =( wt : + Pye Pie — Pare Pitt 
aa Ce 
(4.19) i or. 
o : * . , . 
+ “Sand pita “Feed pita) ay 
oz oz 


Using (4.17) the identity (3.19) now reduces to 
(4.20) Kijmn (x, 2’) - — Kjimn (2, 2’), 
and from (4.5) we see that K, arr 2lso satisfies the generalised Bianchi identity 


(4.21) Kmiseint Kminnys + Kmingin=9- 


§ 5. Integrability of parallel displacement. 

If we define relative parallel displacement of a vector X‘ by the usual 
condition X:, =0 the question of integrability not only involves the nature 
of the space itself but depends also on the vector-field x’‘ relative to which 
the covariant derivative is being taken. This is easily verified by means of 
a straight-forward calculation. Since we are here only interested in the con- 
ditions that the space F,, must satisfy in order that an integrable parallel 
displacement is possible, we restrict our attention to the absolute covariant 
derivatives defined in the previous section. 

We have noticed that a basic vector-field at a point P need not necessarily 
be integrable, and the problem that concerns us immediately is to find the 
conditions that must be satisfied in order that such a vector-field be inte- 
grable. We make use of the following well-known theorem®): A necessary 
and sufficient condition that a system of differential equations 

dut = bf (t?, wi) dt® (i,j =1,...,n;a,B=1,...,m) 
be integrable and yield solutions of the form 
of on ut (t?, c) 
(where the c’ denote the usual parameters) is that the relations 
abi ab, av, ab, 


b, —-——, = 0 
I B ew 


(5.1) 
be satisfied. 


Here we consider the special case m=n; we put u‘ = 2’, tf = 2f and 


Py a) al 





; *; P 9 . . . 
b, (x, 2’) = — Py, ,(z, 2’) z’™, where z’*® refers to a basic vector-field. We 
then have 
ab} or... Fro, 
h ; mh bd ’ ’ * . P 
ee? ae ee Pi, Pm z'™, 
> pi *i 
0b, OP mh (ea 
—— me < ———- x " 
cz oz 


Interchanging h and k and substituting these expressions in (5.1) we see that 


*) Cf. CanatH&opory [6], p 29. 
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the required condition reduces to 


, p*i » p*i 
af oP mh O Pag _ pri *j 4 pri pti ‘ 
oak aah ih mk 7 jk*+mh 
7 *; 
oP s . oP. 
mh . ’ mk . 
— P,'. xz * + Py, 2'* z’™ = 0 ’ 
a2’? oa’? 
or, using (4.18), 
(5.2) a’™ K* a(x, 2’) = 0. 


Hence a sufficient condition that the basic field be integrable is that the absolute 
curvature tensor defined for the direction of the field vanishes identically. Further- 
more, under these conditions the parallel displacement relative to this basic field 
of an arbitrary vector is also integrable. To prove the latter statement, let X‘ 
be an arbitrary vector at a given point P and consider the differential equations 
(5.3) d Xi = — Py (ax, x’) X*d x 
where x’* still refers to the basic field, for which we suppose by hypothesis 
that the absolute curvature tensor vanishes. Again applying theorem (5.1) to 
the system (5.3), and noting that at each point the basic field is given by equa- 
tions of the form 2’ = 2’#(x*), we put ué = X‘, t = zt, and bi, (x, X) = — 
P)',(x, 2 (x*)) X™. Taking into account (4.9) we see that conditions (5.1) 


becomes 


>*i >*i >* i >* i 
of mh oF mh Pp"! n : Pink of mk Pp"! n 
ae eS one > lh 7 “er 
Coz cz Coz oz 
p?i p*i P*i p*i \ Xn_() 
jh*+mk TT +jk mh} + ’ 
or, using (4.18) 
(5.4) X* K* an, (2,2) =O. 


Hence a sufficient condition that the vector-field defined by (5.3) be inte- 
grable is that the absolute curvature tensor defined for the direction of the 
basic field vanishes identically. This proves our statement. 

When we carry out the process of absolute covariant differentiation 
along an arbitrary continuous curve C, we have to use in general different 
basic vector-fields for different elements of C; each basic field at a point being 
determined by the tangent vector to C at that point. From the last result 
we therefore deduce that a sufficient condition that the process of absolute 
parallel displacement be integrable is that 


(5.5) RS ran (2,2) = @ 
at each point P of F,, for every direction x’ through P. This result can also be 
proved directly from theorem (5.1); it is essential in this otherwise straight- 
forward calculation to take note of equation (4.9) defining the basic field 
at each point of C. 

We shall now prove the following fundamental Theorem: A necessary and 
sufficient condition that a FinsLer space F,, be a Minkowskian space is that 
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the absolute curvature tensor vanishes identically at each point of F,, for 
every direction through that point. 

The necessity condition is obvious. For, in a Minkowskian space the 
distance function F (x, x’) of (2.1) depends only on the 2’; hence by (2.1), 
0 gi; (x, x’)/@ x* = 0, and using (2.3) we see that the Christoffel symbols vanish. 
Therefore, by (2.23), (2.21), (2.16), (2.14) and (2.19) the Pri vanish identi- 
cally, so that according to (4.18) the curvature tensor is everywhere zero in a 
Minkowskian space, which may therefore be called a flat space. 

To prove the sufficiency of our condition suppose that in some coordinate 
system x* we have constructed a vector-field X*= const. We transform the 
components X* of this vector-field to an arbitrary coordinate system 2‘, in 
which the components of the field will denoted by X‘. Since 


i ox 
xX‘. ¥ 2 =0 
Cox Cz 
we have 
ox 22" ez a a" 
— >\ Th 
(5.6) i a i i X*. 
cz zdz cz cz 
By differentiating the identity 
r! x 
< i 
z A Oh 
X cz 


- = oXx* ex" Q8 =* » 
(5.7) ;=- . X*. 


ox ox" da*oak 

We now seek the sufficient conditions that must be satisfied by F,, and the 
coordinate system 2z* in order that the coordinate system 2* may exist such 
that every vector-field X* = const. in this system may be derived by parallel 
displacement relative to some basic field 2’ = x'‘(z*). We remark that in 
view of our previous results integrable basic fields exist in consequence of 
our hypothesis (5.5), and furthermore, since the equations (4.9) defining such 
a field are invariant, the basic fields are independent of coordinate trans- 
formations. In view of (5.7) and by definition of parallel displacement 
our problem is to determine whether the equations 

a2" W« 

(5.8) ~ Py (2, 2) 


Cz czr oa 


are integrable. Again we apply theorem (5.1) by putting 2 = t', da*/@a2* = u', 
Pyi (x, x’ (x)). @a*/@xt = be. On applying (4.9) (since we are dealing with 
parallel displacement relative to a basic field), we find that the first condition 
for integrability reads 


*/ . . *; \ 
x (apr oP aP.' ap. i 
C2 hk Ak p*l , hi hj ger *3 n*i 3s n*i 
> ’ > > ) 
, ex’ yx”! I nj © , > ak r ax’! I nk = mi Pry F sj Pj V sk 0, 
ox ¢ ¢ ex é 
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or, using (4.8) 
Oa" a, : 
(5.9) on K * age (2, z)= 0. 
Cx 
But this condition is satisfied by hypothesis; and since the P}} are symme- 
trical in their. lower indices, it follows that the second integrability condition 
is also satisfied. Furthermore, the basic field z’* was chosen at random: 
since we assume that K *,;,(z, x’) = 0 for all directions 2x’‘ through each 
point of F,, we can conclude in the same manner that the vector-field X‘ 
could have been obtained by parallel displacement relative to some other 
basic field x*. It follows that 
ax* —. — 
(5.10) = — P,} (x, x’) X°=0 
aa” . 
for all possible basic fields x’, since parallel displacement relative to some 
basic field in a given coordinate system implies parallel displacement relative 
to the same basic field in any other coordinate system. The vectors X* = const. 
were chosen arbitrarily, so that we deduce from (5.10) 


(5.11) P(x, x’) = 0 


at every point for all directions through that point. From this fact we can 
now deduce that the space is Minkowskian; for from (5.11) we can derive 
the equation 
OF (x, x’ 
(5.12) (2, =Q, (y=1,...,%). 

a2” 
For, in virtue of (2.1) and (2.3) we have 

oF 1 29.5 ., , 

F- “a Balt oy’? 
(5.13) ve a 
1 


= 5 {la y, 81+ [B y, «)} 2”* 2’? 


[x y, B] x’* x’? . 
for any direction 2’*; applying (5.11) and equations (2.24), (22.3), (2.22), 
(2.17) and (2.15) we see that 
yY* ta B i ee ‘a B 
O= P,,, px x? = [ay, B) 2 x? (F+0), 


so that (5.12) results from (5.13). This proves the theorem. 


§ 6. The Generalised Einstein Tensor. 


As in the preceding section we shall restrict our attention to absolute 
covariant differentiation and to the absolute curvature tensor. We consider 
an arbitrary point P (z‘) with a given direction 2’ through P. The arguments 
of all the functions below are supposed to refer to 2‘, x’. 

In view of (4.17) we have 


- 


: ik ao ee 
(6.1) g” Kisjein= Kaseia- 
Also, using (4.20), we may re-write Brancut’s identities (4.21) in the form 


Kise a~ Kine i~ Kin; = 0. 
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This result we multiply by g'* (x, x’) g‘/ (x, x’), so that by (6.1) 
giK*,;, a — 95 K* sani; g'* Klin; , 0, 


which, in virtue of (4.6), becomes 


(6.2) gt R,, a—-g” K;, 5-9" Kin, =9. 


The invariant of curvature is defined by 


(6.3) K (x, x’) = g*? (ax, x’) K;; (x, 2’), 
so that on observing (4.17) we may write (6.2) in the form 
(6.4) Ky, — 29% Kin) 5=0 
when we interchange the dummy-suffixes of the third term on the left-hand 
side of (6.2). If we introduce the usual notation: g” K;,,;= K*,);, and put 
K, = (6, K),; we see that (6.4) reduces to 
> > 4 1 ir 
(6.5) Ki,—; OK 0. 


In accordance with the usual custom we shall call the tensor in brackets 
on the left-hand side of (6.5) the generalised ErnsTern tensor, to be denoted 
by G (x, x’). Using definition (2.30) it follows that (6.5) can be written in 
the final form 
(6.6) Div G), (x, 2’) = 0. 

(2’) 
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Zur Theorie der Kristallgitter. 
Von 
Martin Kneser in Heidelberg. 


In einer gleichbenannten Note*) hat M. E1cuuer kiirzlich bewiesen,‘daB 
ein Gitter in einem Raum mit definiter Metrik in eindeutiger Weise in zu- 
einander orthogonale nicht weiter zerlegbare Teilgitter zerlegt werden kann. 
Der hier folgende Beweis ist etwas einfacher und liefert zugleich ein Verfahren, 
um die Zerlegung wirklich durchzufiihren, was in der genannten Arbeit nicht 
der Fall ist. 

Wie dort sei R ein Vektorraum iiber dem Ko6rper der rationalen Zahlen 
mit einem positiv definiten Skalarprodukt und 3 ein Gitter in R, d.h. ein 
endlich erzeugter Modul beziiglich der ganzen rationalen Zahlen. 3 heiBt 
direkte Summe der Teilgitter 3,, wenn 5 als Modul direkte Summe der 9, 
ist und auBerdem 5, auf 3, senkrecht steht fiir ~+». Wir beweisen den fol- 
genden Satz, der mit den Satzen 1 und 2 aus der Note ') gleichwertig ist. 

Ist 3 ein Gitter in einem Raum mit definiter Metrik, so gibt es Teilgitter 3, 
mit folgenden beiden Eigenschaften: 

a) & ist direkte Summe der 3,, 

b) ist 3 direkte Summe der Gitter R,,, so liegt jedes 3, ganz in einem &,,. 

Beweis: Ein Vektor aus 3 heiBe zerlegbar, wenn er sich als Summe zweier 
von Null verschiedener orthogonaler Vektoren aus 3 darstellen JaéBt, sonst 
unzerlegbar. Dann gilt 

1. Jeder Vektor 14B8t sich als Summe unzerlegbarer Vektoren darstellen. 
Ein Vektor ist nimlich entweder selbst unzerlegbar, dann sind wir fertig; 
oder er ist Summe zweier orthogonaler Vektoren, die wegen der Definitheit 
der Metrik eine kleinere Linge haben. Fiir diese trifft die gleiche Alternative 
zu. So fahren wir fort; da es nur endlich viele Vektoren beschrinkter Linge 
gibt, kommen wir schlieBlich zu unzerlegbaren Vektoren, w. z. b. w. 

2. Ist 3 direkte Summe der Teilgitter R,, so liegt jeder unzerlegbare 
Vektor in einem der Gitter R,; da er sich anderenfalls als Summe zueinander 
orthogonaler Vektoren aus 3 schreiben lieBe. Sind zwei unzerlegbare Vektoren 
nicht orthogonal, so liegen sie in demselben Gitter R,, da nach Definition 
der direkten Summe &,, auf R, senkrecht steht fiir u + ». 

Wir teilen jetzt die unzerlegbaren Vektoren in Klassen €, ein, und zwar 
sollen x und x’ zur gleichen Klasse gehéren, wenn es unzerlegbare Vektoren 
Io=X,0i,--+» In-1» In =X’ gibt, so daB die Skalarprodukte rx; rx, ,, +0 sind. 
Zwei Vektoren aus verschiedenen Klassen stehen dann aufeinander senkrecht 


1) M. Ercuter, Note zur Theorie der Kristallgitter, Math. Ann. 125, 51—55 (1952). 
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und zwei Vektoren aus derselben Klasse liegen nach 2. in demselben Teil- 
gitter R,. 

Ist nun 3, das Gitter, das von den Vektoren aus der Klasse €, aufgespannt 
wird, so wird 3 nach 1. von den Teilgittern 5, erzeugt. Da nach dem oben 
gesagten 3, auf 3, senkrecht steht fiir u +, ist 3 direkte Summe der 9, ; 
da weiter alle Vektoren aus €, in demselben Gitter 8, liegen, gilt das gleiche 
fiir die Vektoren aus 3,, und der Satz ist damit bewiesen. 

Das anfangs genannte Verfahren zur Gewinnung der Gitter 3, besteht 
darin, daB man die in 1. vorgenommene Zerlegung in unzerlegbare Vektoren 
nur fiir ein endliches Erzeugendensystem von 9 durchfiihrt und der Ein- 
teilung in die Klassen €, nur die endlich vielen dabei auftretenden unzerleg- 
baren Vektoren zugrunde legt. 


( Bingegangen am 15. Juni 1953.) 


Mescukowskl, H. 
Math. Annalen, Bd. 127, 8. 107—129 (1954). 


Beitrage zur Theorie der Orthonormalsysteme. 
Von 
HERBERT MEscukKowskI in Berlin. 


I. Einleitung. 


Es sei G ein n-fach zusammenhiingendes schlichtes und beschranktes Ge- 


n 
biet, das von  analytischen Kurven €, (c = x6) begrenzt wird. 2 sei die 
1 
Klasse der Funktionen, die in samt ihren Integralen regular und eindeutig 
sind und ein endliches Dirichlet-Integral haben. 
Dann kann man die Funktionen der Klasse 22 durch die Funktionen eines 
fiir vollstandigen Orthonormalsystems darstellen in der Form 


fo(2) = Sc, ,(2)- 
1 1 
Dabei ist 
(1) C.= (fo, P) = Si hop, dxdy, z=a+iy. 
Ps) 


Wenn die Funktionen f,(z) und g,(z) noch auf dem Rand regular sind, kann 
man dafiir auch schreiben: 
- z 
(2) C= 33 | fy ®, (z) dz, ®, (z) = f p(&) dé. 
€ 
Dabei sind die Funktionen @, (z) eindeutig in %, da ja die m,(z) zu 2 gehGren. 

Nun kann man fragen nach entsprechenden Darstellungen fiir Funktionen 
F(z), die in& Pole haben. Natiirlich kénnte man die meromorphen Teile 
dieser Pole abziehen und die so gewonnene regulire Funktion in der gewohnten 
Weise darstellen. Aber dann gehen auch die meromorphen Teile in die Fourier- 
Koeffizienten (1) bzw. (2) ein. 

Die Frage ist, wie man eine Darstellung finden kann, bei der die Formel (2) 
fiir die Koeffizienten unverindert giiltig bleibt. Dabei ist natiirlich die Regu- 
laritit der darzustellenden Funktion auf dem Rand vorausgesetzt. Man wird 
also Funktionen y(z) zu bestimmen haben, die das gleiche singulire Ver- 
halten zeigen wie die darzustellenden Funktionen, fiir die aber 


l ‘ en 
(3) (y (2), Y,) = ai y (z) , (z) dz =0 


gilt. F(z) — y(z) gehért dann zur Klasse 2, und es gilt deshalb 

F (z) = y(z) + 2a, 9, (z), a, = (F, 9,). 
Fiir eine Reihe von Spezialfillen ist diese Aufgabe bereits gelést ({10]). Im 
ersten Teil der vorliegenden Arbeit soll dieses Problem allgemein erledigt 
werden. Dabei werden wir fiir die einzelnen Fille eine Reihe von Funktionen 
mit der Orthogonalitiatseigenschaft (3) zu definieren haben, die interessante 
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Abbildungseigenschaften zeigen. Es soll dann das entsprechende Problem 
gelést werden fiir die Darstellung durch Orthonormalsysteme, bei denen die 
Orthogonalitaét nach Szec6 definiert ist: 
P — =1 fir v= 4 
(tol) xu = f Hol) Zu) E8= 8.4) 6 fie yy. 
Wir beschaftigen uns weiter mit der Frage, wie man vollstandige Orthonormal- 
systeme wirklich finden kann. Es gibt mehrere Existenzbeweise fiir die Ortho- 
normalsysteme, aber wenig Méglichkeiten zur expliziten Bestimmung. Die 
wichtigste praktische Méglichkeit besteht wohl darin, daB man die Funktionen 
1,z,2",(z—a,)~* (x=2,3,...,3=2,3,...,%) 

orthogonalisiert. Dabei ist a; ein Punkt aus dem von €, begrenzten Kom- 
plementirbereich von G. Die Numerierung ist dabei so gedacht, daB die 
aéuBere Randkurve die Nummer | erhilt. Wir werden im zweiten Teil der Ar- 
beit (Abschnitte VIII und IX) weitere vollstindige Systeme angeben. Unter 
anderem wird das von BERGMAN [6] in seinem Existenzbeweis durch Extre- 
maleigenschaften charakterisierte System fiir die Funktionen der Klasse Q 
durch bekannte Funktionen dargestellt. 

Zum SchluB wird gezeigt, wie man die gefundenen Reihenentwicklungen 
fiir Normalabbildungsfunktionen in einem Spezialfall zur expliziten Lésung 
eines Abbildungsproblems benutzen kann. 


II. Der Fall einfacher Pole. 
Unter dem inneren Produkt zweier Funktionen f(z) und g(z), die in @ + € 
bis auf Pole regular und eindeutig sind und eindeutige Integrale haben (F (z) 


ft dé und G(z) fg dé), verstehen wir im folgenden das Integral 


, l l — 
(4) (f, g) 3; | f(z) G(z) dz 3 | F()g@ dz. 
€ 





U 


Man kann offenbar die erste oder zweite Form von (4) zur Definition benutzen, 

wenn nur eine der beiden Funktionen ein eindeutiges Integral hat. 

Liegen keine Pole vor, so gilt 

(5) i.g=Sffgdxdy, z=a+ity. 
> a) 


(5) kann auch zur Definition benutzt werden, wenn die Funktionen nur im 
Innern regular sind, auch dann, wenn die Funktionen keine eindeutigen Inte- 
grale haben. Offenbar gilt 


(6) (f, 9) = @g, f)- 

(f’, f’) heiBt die Norm von f(z). Sie ist demnach fiir alle f(z) erklart, die inB 

bis auf Pole regular und eindeutig und am Rand regular sind. 

Wir nennen weiter einen schlichten Bereich einen beschrinkten Kreisschlitz- 

bereich R,, wenn er begrenzt wird von einem Kreis um den Nullpunkt und 

n — 1 im Innern dieses Vollkreises gelegenen konzentrischen Kreisschlitzen. 
Es sei nun £ (z, u) dic Funktion, die den gegebenen Bereich G so auf einen 

Bereich R, abbildet, daB die auBere Berandung von G in den Vollkreis iiber- 
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geht und die Funktion an der Stelle uw C G die Entwicklung hat: 


E (z, u) = (z — u) + a,(z — u)?+--> 
Satz I: Es sei 
r 
f(z) - 
eine in GB + € reguliire und eindeutige Funktion mit einem eindeutigen Integral. 
Dann kann f,(z) dargestelit werden durch die Funktion eines vollstiindigen Ortho- 
normalsystems der Klasse Q: 


z2—t 


(7) hh(2)=" ee uy 7 Ye, 9, (2), 
° v=] 
Sak —_ . m 
a= th P= 9; | Ode, #,(2)= Sy, (dé. 
& u 


Dabei ist vorausgesetzt, dap die Funktionen y,(z) noch auf dem Rand regulér 
sind"). 


Zum Beweis schreiben wir log E (z, u) in der Form 
(8) log E (z, u) = log (z — u) + log o(z). 
Aus dem Charakter der Abbildung folgt, daB o (z) in@ + €+0 ist, deshalb ist 


log o(z) in S + € regular, und, wie wir weiter zeigen wollen, auch eindeutig: 
Aus (8) folgt namlich 


g, €, g, 
Das letzte Integral verschwindet aber fiir alle v(v=1,...,m). Fiir die auBere 
tandkomponente €, haben nimlich die beiden anderen Integrale den gleichen 


Wert 2 2, fiir alle anderen €, den Wert 0. Die Funktion 


f darg E(z,u) = f darg (z — «) + f darg o(z). 


E’ (z,u 
f(z) -—r an, 
kd E (z, u) 
hat dann also ein eindeutiges Integral und gehért zur Klasse 2. Es ist also 
die Darstellung méglich: 
E’ (z, u) “ 
a ; \" ? 
z)=1—= c z), 
fi (2) E (z, u) a & P, (2) 
v= 
und unser Satz wird bewiesen sein, wenn wir gezeigt haben: 


E’ 1 ff = 
(9) (5 , 9.) = =: | pg ?,dz=9. 
€ 


Wir werden (9) beweisen unter der Voraussetzung, daB die untere Grenze des 
Integrals 
z 
P, (z) = f o, (§) dé 


gleich uw gesetzt wird. 


1) Ein Beispiel fiir ein solches System ist das am Schlu8 von Abschnitt I erwahnte. 
Weitere werden im Abschnitt VIII und IX angegeben. — Wir werden im folgenden die 
Regularitaét der g,(z) auf dem Rande stets voraussetzen, auch wenn es nicht ausdriicklich 
erwahnt wird. 


s* 
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Aus dem Abbildungscharakter von £ (z, u) folgt fiir Randpunkte 
zce€: E-E = const., und daraus ergibt sich durch Differentiation 


By 


E’ 
E 


(10) ds ds. 


N 


& 


Daraus folgt aber 


E’ l E’ 
au) (2 4). feta. 


und dieses Integral verschwindet nach dem Caucuyschen Integralsatz, da 
sich die Nullstellen von Z (z, uw) und @, (z) bei z = u aufheben. Daraus ergibt 
sich auch eine Reihendarstellung fiir EZ (z, u): 





Satz II: Die Funktion E (z, u) kann dargestellt werden in der Form 


eo 


1 
12 - £ ( ——» Py} Py(2) 
(2) E(z,u)=(z—u)-e "=? ow 


Zum Beweis beachten wir, daB die Funktion 


fi (z) - / 


Zz—4U 
von Satz I ein eindeutiges Integral hat und deshalb auch so dargestellt werden 
kann: 
(13) f, (2) - 


Dabei ist 


1 r l 1 ¢ Bd 
(14) (fi; ?,) = 2: [i, de, ( =a? ”,) = a fee : 


Aus (7) und (13) folgt dann 


™ E’ (z, u) l tf 
(15) E(z,u) z—u A te ' .) Py (2) 


und damit (12). 


r 


. 7 1 
a= 2 hw) 2) - 1 E (eo) e- 


Ill. Pole héherer Ordnung. 
A(z,u) sei die Funktion, die G so auf einen Parallelschlitzbereich mit 
Schlitzen parallel zur reellen Achse abbildet, daB dabei z = wu in oo iibergeht 
mit der Entwicklung 


(16) A(z, u) = : - a, (z — u) fosee 


z—& 
B(z, u) sei die Funktion, die bei gleicher Normierung die Abbildung auf einen 
schlichten Bereich leistet, dessen Berandung aus Schlitzen parallel zur ima- 
giniren Achse besteht. Die Funktion 


(17) N (z, u) = ; (A (z, u) + B(z, u)) 


hat dann die kleinste Norm unter allen Funktionen, die S so schlicht abbilden, 
daB z=u in o iibergeht mit dem Residuum + 1 [3]. Ihre Ableitung kann so 
dargestellt werden [10]: 


wd 1 cool 
(18) N (z, u) = + 2-5. 9.) 7, (2). 


~ @—uy 


\ 
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Fiir alle auf dem Rand reguliren Funktionen f,(z) der Klasse 2 gilt: 
(19) (N’ (2, u), fo) = 0. 


Alle Funktionen /,(z), die in G + € eindeutig und regulir sind bis auf einen 
Pol bei z = u mit dem meromorphen Teil 

1 

— @—u) 

kénnen, wenn auch ihre Integrale noch eindeutig sind, dargestellt werden in 
der Form: 
(20) fe (z) = N’ (z,u) + D (fe, @,) @, (2)- 

v=l 
Der in [10] gefiihrte Beweis fiir (18), (19) und (20) verliuft ahnlich wie der 
von Satz I und II. 

Die in& + € reguliire Funktion 


M’ (z, %) = - (A’ (z, wu) — B’ (z, u)) 


9 


ist bis auf einen Zahlfaktor die Kernfunktion der Funktionenklasse 2 [4]: 





(21) M’ (z, %) = aK(z,a)=2 S @, (z) @, (u). 
y=] 

Fiir die Randpunkte von gilt die wichtige Beziehung [3]: 

(22) M' (z, u) dz = N’ (z, u) dz. 


Um Funktionen mit Polen noch héherer Ordnung in der gewiinschten Weise 
darstellen zu kénnen, definieren wir folgende Funktionen: 


_— a" —1 M’ (z, a) | é 
Oo > — ’ = 7 
(23) M’,(z, i) —— i) 
“ g"—1 N’ (z, u) 
(24) N;, (2, u) = au" 


Dabei ist davon Gebrauch gemacht, daB die Funktionen N’ (z, uw) und M’ (z, ua) 
analytisch bzw. antianalytisch in uw sind. Das ist zuerst in [3] bewiesen und 
ergibt sich auch aus (18) und (21). Aus der Natur des Hauptteiles dieser 
Funktionen folgt, daB die Integrale dieser Funktionen M,, (z, u) und N,, (z, u) 
eindeutige Funktionen sind. Sie sind simtlich auch auf dem Rand noch 
regular. Durch Differentiation der Randbeziehung (22) folgt 

(25) Mj, dz = Ni, dz fir zc €. 
Aus (18), (21), (23) und (24) folgt weiter: 


a 


(26) M;,(z, %) = 2 ¥ 9, (2) oo? (u) 
v=1 
(27) Nj, (z, u) = — — + Se (u) ~, (2), 


(2 — u) 
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wobei 
—1)! f @,(z) dz ! ff GizZd 
(28) o” (u) a ne ) Pr ( a ; = | om . 
st J (z—u)" “tj (z—u) 


€ 
Diese Funktionen haben bemerkenswerte Extremaleigenschaften. 


Satz Ill: Es sei {2,,, die Klasse der Funktionen, die in B eindeutig und 
reguldr sind bis auf den Punkt u, wo ein Pol mit dem meromorphen Teil 


(n—1)! 

(z— u)" 
vorliegt. Unter allen auf dem Rand noch reguliren Funktionen der Klasse Qin) 
hat N,,(z, u) die kleinste Norm: 


(29) (N,,N,)=—2 J go”? (u) g@~? (wu) = — 2 MO” (u, @. 
v 1 


Es sei /,, (z) eine solche auf dem Rand noch regulire Funktion der Klasse Q 


~-<(n)> 


dann ist 

fn(z) — Ny (2, U) = gn (2) 
regular und eindeutig inS + €. Die Norm wird: 

(fn» fn) = (Nn Nn) + Gn» Gn) + (Nn Gn) + Gn» Np)- 

Der Beweis laiuft wieder darauf hinaus, daB bewiesen wird: - 
(30) (Nn: Gn) = 0. 
Wegen (25) gilt aber 

ve , l P ae oo. 

(Nn » In) ~ OF | My Gn dz, 


und dieses Integral verschwindet, weil Mj, und g, in& + € regular sind. Am 
Beweis des Satzes III fehlt noch die Berechnung der Norm. Fiir spitere Ver- 
wendung berechnen wir den allgemeineren Ausdruck 


> wa . Le = 
(Ni, Ni) = 57 | NEN, dz. 
é 


2% 


Unter Benutzung von (25) ergibt sich 
£ z 


(31) (Ni, Nt) aM‘ (u, %) . 
Ahnlich kann man zeigen: 
(32) (Mi, Mi) = +2 MO (u, a). 


Mit denselben Mitteln beweist man den 

Satz IV: Es sei Q& die Klasse der Funktionen [* (z), die inB regulér und 
eindeutig sind und auBerdem der Bedingung {*(u) = 1 geniigen. Unter allen auf 
dem Rand noch reguléiren Funktionen dieser Klasse hat M,,(z, u) (M“ (u, %))- 
die kleinste Norm. 

Satz V: Die Ableitung der auf dem Rand noch reguliren Funktionen der 
Klasse 2. (Satz III!) bann dargestellt werden in der Form 


(33) faz, u) = Ni (z, u) + Ef, ,) P(2)- 
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Der Beweis von Satz V ergibt sich unmittelbar unter Benutzung von (30). 

Der bereits erledigte Fall n = 1 ist hier mit eingeschlossen. Um spiiter 
fir eine Verallgemeinerung dieses Satzes auch die Aussage des Satzes I bequem 
heranziehen zu kénnen, fiihren wir noch folgende Funktion ein: 


‘ 7 1 > \ 
Zz - - 2 
(34) No (z, u) = eo = ls-e > Pr) y, (Zz). 
Dann ist nach (15) 
" E’ (z, u) - 
(35) re ~ lias No (z, u). 


AuBerdem gilt 


( E’ (z, u) 
. Eu. x) ) 


N’ (z, u) 
cu 


IV. Darstellung durch Szegi-Systeme. 
Fiir zwei in S + € bis auf die Pole regulire und eindeutige Funktionen 
kann man nach Szea5 das Integral 


(36) (f.g]=ff-g-ds 
Cc 


als ein neues ,,inneres Produkt“ definieren. [/, f] wollen wir die S-Norm nennen. 
Man kann nun fiir die in G + € reguliren Funktionen vollstindige Ortho- 
normalsysteme aufstellen, wobei hier die Orthogonalitat bedeutet, daB 


(Zp> Xv) . 6,,: 
Die S-Kernfunktion 
K,(z,%) = D 7,(z) x, (u) 
v 1 





hat [6] die ,,reproduzierende Eigenschaft*‘ 
(f(z), Ky (z, w)] = f(u) 


und ist regulir in® + €. In [6] ist ferner der Beweis enthalten fiir die Existenz 
einer Funktion LZ, (z, u), die durch die Randbeziehung 


(37) K, ds = L, dz (z c ©) 


mit K,(z,«) zusammenhingt. L,(z, u) ist regulir in G + € bis auf einen Pol 
bei z = u mit der Entwicklung 
L,(z, u) = Tee wt a(z—u)+--- 
L,(z, u) ist analytisch in beiden Variablen. K,(z, %) ist antianalytisch in wu. 
Wir beweisen nun 
Satz VI: Unter allen in B + € bis auf einen Pol erster Ordnung mit dem 


Residuum an der Stelle z = ui eindeutigen und reguliren Funktionen h, (z) 


22 
hat L,(z, u) die kleinste S-Norm: 


[L,, L,) = 


(1 (u, %). 














114 


Hersert MescuKkowskI: 
Fiir die Funktionen h, (z) gilt die Darstellung 


(38) h, (z) - L, (z, u) + a [hy ’ Xv) %, (2), 
1 


fiir L,(z, u) selbst 
1 l oa 


1 
(39) L, (2, u) = 2n(z—u) 22 be . 7,| Xt» (2) - 


Der Beweis verliuft ahnlich wie die im vorigen Abschnitt gefiihrten. Zum 
Nachweis der Extremaleigenschaft von L, (z, u) kommt es offenbar darauf an, 
die Orthogonalitiatsrelation 


(40) [L,, ho] = 0 


nachzuweisen fiir alle Funktionen h,(z), die in G + € eindeutig und regular 
sind. Durch Umformung von (37) erhalt man 


(41) —~iK,dz=L,ds (zc), 
und damit ergibt sich 
(hy, Ly] =—i fh, K,dz=0. 
€ 


Daraus folgt sofort (38). Entwickelt man h, (z) — nach den Funk- 


22(z—u) 
tionen des Systems 7,(z), so erhalt man fahnlich wie oben aus dieser Dar- 
stellung und (38) die Entwicklung (39). Um nun entsprechende Darstellungen 
fiir Funktionen mit Polen héherer Ordnung zu bekommen, definieren wir: 


ed 1 
L, (z, u) = —-7 Lz, u), 
cou 
(42) a” 1 
K, (2, %) = saz Ki (2, 4), peoL¢s. .. 
ou 


Fiir diese Funktionen gelten also die Darstellungen 





(y—1)! ~ |(#—1})! 
(43) L, (z, u) = Zz + £.()| x, (2) 
2a(z—u)” il (—w) x | 2m 
(44) K,(z,%) = X 7, (z) xu), oy & pee 
7 1 


Die Funktionen sind in S + € eindeutig und regular bis auf den Pol »-ter 
Ordnung von L,(z, u). Auf dem Rand gilt wieder, wie durch Differentiation 
von (41) folgt: 


(45) L,(z, u) ds = i K,(z, u)dz. 


y 


Ebenso wie in den bisher erledigten Fallen beweist man nun den 
Satz VIi: Unter allen Funktionen, die in B + € regulir und eindeutig sind 
bis auf einen Pol mit dem meromorphen Teil 
(y—1)! 
22(z— uu)” 


an der Stelle z= u, hat L,(z, u) die kleinste S-Norm. Die Funktionen kiinnen 
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dargestellt werden in der Form 


(46) h,(z) = L,(z,u) + 3 [h,, x) x, (2)- 
1 


ue 


V. Abbildungseigenschaften der neu definierten Funktionen. 

Mit Hilfe der Funktionen M,,(z, u) und N,,(z, uw) bzw. K,,(z, uw) und ZL, (z, u) 
kénnen andere Funktionen gebildet werden, die bemerkenswerte Abbildungs- 
eigenschaften besitzen. Auf diesen Zusammenhang wollen wir noch nebenher 
hinweisen. Die Funktionen 

A, (z, u) = M,(z, u) + N,(z, u) 
B, (z, u) = — M,,(z, u) + N,(z, u) 


bilden G auf einen n-blittrigen Parallelschlitzbereich ab. Bei A,,(z, u) ver- 
laufen die Schlitze parallel zur reellen, bei B,(z,u) parallel zur imaginiren 
Achse. 

Aus (22) folgt nimlich durch Integration fiir Punkte z c €: 


N,, (2, u) = M,,(z, u) + a, (u) 
M,,(z, u) = N,(z, u) — a,(u). 


Dabei ist «,(w) eine nur von uw und der Nummer der Randkomponente ab- 
hangige Integrationskonstante. Daraus folgt nach der Definition fiir A,, (z, u): 


A, (z, u) = A, (z, u) + ¢B,, (zc &,) 


mit reellem f, (uw). Das heiBt: J (A,) ist fiir festes u auf €, konstant, das Bild 
ist ein Schlitz parallel zur reellen Achse. Da bei u ein Pol n-ter Ordnung vor- 
liegt, erfolgt die Abbildung auf eine n-blittrige Rremannsche Flache. 
Die Funktion 
_ K, (2,0) 
é(z, u) = L, (zu) 
bildet bekanntlich [6] den BereichS so ab, daB das Bild den Einheitskreis n mal 
bedeckt. 
Die Funktion 
K, (z, u) 
L, (z, u) 
nimmt ebenfalls auf dem Rand Werte vom absoluten Betrage 1 an. Das ergibt 
sich sofort aus (45). Mit den von BERGMANN [6] benutzten Methoden kann man 
weiter zeigen, daB einer einfachen Durchlaufung der Randkomponente GC, 
eine einfache Durchlaufung des Einheitskreises im Bildgebiet entspricht. Fiir 
vy > 1 gibt es aber innere Punkte von, an denen «, (z, w) Werte vom absoluten 
Betrag 1 annimmt. Wahrend J, (z, wu) keine Nullstellen hat [6], gilt das nicht 
mehr fiir L, (z, wu) (vy > 1), so daB «, (z, uw) also auch Pole hat. 


VI. Zusammenfassung und Verallgemeinerung der Darstellungssiitze. 
Wir wollen jetzt die verschiedenen Darstellungssitze fiir Funktionen, die 
in B + € bis auf die Pole regular sind und eindeutige Integrale haben, zu- 
sammenfassen und nach Méglichkeit verallgemeinern. 
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Satz VIII: F(z) sei eine in B@ + € bis auf Pole regulire und eindeutige 
Funktion. Das Integral sei nach Abzug der meromorphen Teile eindeutig. Die 


Pole bei z = u,(= 1,..., 1) mégen die meromorphen Teile haben 
(e) (o) 
an+1 F @ 
(¢—u,)"*? e—% 


Dann ist F(z) darstellbar durch die Funktionen eines { y,}-Systems (vgl. Satz I): 

r n a® , x 

(47) F (z) , ae a— Gs, u,) + >» (Ff, Pu) Pu (2) 
e=l1-» 0 ve “u 1 

oder durch die Funktionen eines { 7,}-Systems (Abschnitt IV ): 


, n a) x 
(48) F)=225 YS L414.) + DIF, 4) %()- 
e=1lv-0 ”* u=l 
Bei der letzten Darstellung kann auf die Vorausseizung verzichtet werden, dap 
auch das Integral der Funktion (nach Abzug der meromorphen Teile) noch ein- 
deutig ist. 

Wir wollen nun die Frage stellen, ob eine solche Darstellung auch dann 
noch méglich ist, wenn die Funktion F(z) nicht mehr als regular auf dem Rand 
vorausgesetzt wird. Die Funktionen der Klasse {2 sind ja auch simtlich 
durch das Orthonormalsystem { ¢,(z)} darstellbar, auch wenn sie selbst auf 
dem Rand nicht mehr regular sind. Fiir Funktionen mit Polen hat aber der 
Fourier-Koeffizient (Ff, m,) zunichst keinen Sinn, wenn die Regularitaét auf 
dem Rande nicht gesichert ist. Man kann aber so vorgehen: Es seien 
K,(o = 1,...,7) Kreise um die Polstellen u,, die ganz in S liegen und sich 
nicht iiberschneiden. &, sei das von K, begrenzte Gebiet, 3, das von Rand- 
kurven ©, und den Kreisen K, begrenzte. Dann kann (fF, ¢,) fir Funktionen, 
die auf dem Rand noch regular sind, auch so geschrieben werden: 


Fz) 9,(2=)dxdy+ > jf FO, dz. 


(49) (F, ,) =f 
zB; e=1K. 
(49) kann nun zur Definition von (F, g,) benutzt werden fiir solche Funk- 
tionen, die bei u, Pole haben und auf dem Rand nicht mehr regular sind. 

Satz Villa: Die Darstellung (47) ist auch méglich fiir solche Funktionen 
F(z), auf die die Voraussetzungen des Satzes VIII zutreffen bis auf die Regu- 
laritét am Rande. Die durch Abzug der meromorphen Teile entstehende Funktion 
muB aber ein endliches Dirichlet-Integral haben. (F,, y,) ist dabei durch (49) 
definiert. Beim Beweis wollen wir uns der Einfachheit wegen auf den Fall be- 
schranken, da$ ein Pol mit dem meromorphen Teil 

] 
~ @—u? 

vorliegt. Der allgemeine Fall ist entsprechend zu behandeln. F, (z) — N’ (z, u) 
ist in G regulir und hat ein eindeutiges Integral. Es kann also nach den 
Funktionen des Systems { g,} entwickelt werden: 


=) 


FP, (z) — N’ (z, u) = q(z) = 2 ¢, g, (2)- 


< 


1 
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Dabei isi 


c, = ff (Fy (2) — N’(z,u))daxdy. 
B 


Wir zerlegen das Gebietsintegral in 
{> * Sf r ff 
3, R 
und verwandeln einzelne Teile in Randintegrale: 
1 
2% 


1 r 2 ao yr - oe 
C= 3; J F, ®, (z) dz — 5; f N’ (z, u) D, (z) dz+ 
Ky Ry 


Sf Fy G, dady —- Ms | N’ (z, u) ®, (z) dz + 5 | N’ (z, u) ®, (z) dz. 
S; € K 7 
Da g,(z) auf dem Rand regular ist, verschwindet der vierte Summand und 
es folgt nach (49): c,= (F,, y,), q.e.d. Auf die Voraussetzung der Eindeutig- 
keit des Integrals kann dagegen bei der Darstellung durch das { y,}-System 
nicht verzichtet werden. Man kann die Schwierigkeiten auch nicht dadurch 
beseitigen, daB man das System { m,} zu einem vollstaéndigen System fir die 
Klasse J" der in % eindeutigen und reguliren Funktionen mit endlichem Dj- 
richlet-integral erganzt. 

Diese Ergiinzung ist sehr einfach méglich. Es sei w,(z) das harmonische 
Ma8 der Randkomponente €,, w*(z) die konjugierte Potentialfunktion, w, (z) 


w,(z) + t@*(z). Sei nun g(z) eine Funktion der Klasse J’. Dann lassen sich 
n—1 


6} n — 1 Zahlen A,(y=1,...,(n— 1); D |A,|? + 0) so bestimmen, daB 
1 


n—1 


q(z) =g(z) — 3 A, w,(2) 
1 


” 


eine Funktion der Klasse 2 wird, also ein eindeutiges Integral hat. 
Die Funktionen w},(z) geniigen der Randbedingung 


(50) wi (z) dz = — w,(z) dz, ig 


da dw, wegen des konstanten Realteils von w, (z) rein imaginar ist. Aus (50) 
folgt aber 


, 1 * 
(51) (w,, %) =o; | %O,dz=0. 
Es seien nun 

V1 (2), Yo (2), ++ +s Yaa (2) 


die Funktionen, die man aus den n—1 linear unabhingigen Funktionen 
wi (z) (vy = 1, 2,..., (nm — 1)) durch Orthogonalisierung erhalt. Dann kann man 
mit geeigneten Zahlen A, die Summe Z A, w,(z) auch so darstellen: 

n—1 


n—1 
>» A, w,(z) => A, y, (2)- 
1 1 
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Da die y, (z) lineare Kombinationen der w/, (z) sind, folgt aus (51): 


(y,.%)=9, (v=1,...,(m—1); w=1,2...). 
Die Funktion g (z) ist also darstellbar: 
n—1 x 
g(z) = 2 A, y, (2) + de, @, (2)- 
i 1 


Die Funktionen y,(z) und g,(z) bilden also zusammen ein vollstindiges 
Orthonormalsystem fiir die Klasse J’. Man kann aber Funktionen, die bis 
auf Pole regular sind in&, deshalb noch nicht mit dem so gewonnenen System 
in einer (47) entsprechenden Weise darstellen, weil z. B. im allgemeinen 


(N’, y,) +0 
ist. Es gilt naimlich 





l a 
(w,, N’) = FF | w, Ndz=a2w,(u). 


Vil. Zwei Hilfssitze. 

In den nichsten Abschnitten sollen Beispiele fiir vollstaéndige Ortho- 
normalsysteme der Klasse 2 angegeben werden. Dazu bendétigen wir zwei 
Hilfssitze. 

Hilfssatz 1: Die Determinante 

M; (u,%), M3 (u,%)--- M; 

D, = 

M™ (u,%)--+-++++: M” (Gi, a) 

ist fir Punkte u C% stets von 0 verschieden. 
Zum Beweis vergleichen wir D,, mit der Gramschen Determinante 
AR = || (Mi, Mi) || 

des Systems der n Funktionen Mj. Ist D,, = 0, so ist auch A* = 0 und um- 
gekehrt. Denn nach (32) ist 





ze rage aT 
An = x"- || My? (u, %) || . 
Wire A = 0, so wiirde [6] fiir eine geeignete lineare Kombination 


a(z,%) = uw, M,(z,u) + ---+ uy M, (z, %) 


die Norm (a’, «’) verschwinden. Da die Funktion « (z, u) regular ist in %, 
wiirde folgen: «’=0. Das heiBt: Die Funktionen Mj (z, u),..., M,, (z, %) 
waren linear unabhiangig. 
a’ (z,u)=0 
wiirde aber auch auf dem Rand gelten. Wegen (25) wiirde folgen 
fy Nj (z, u) + +++ + py Ny (z, wu) = 0. 

Wenn diese Beziehung auf dem Rand richtig ist, miiBte sie auch im Innern 
von % gelten. Das ist aLer offenbar unméglich, da die Funktionen N} (z, uv 
bei z = u Pole verschiedener Ordnung haben. Also gilt: D,+0, q.e.d. Es 
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hatte nahe gelegen, unter Beachtung von (31) unmittelbar die Gramsche 
Determinante der Funktionen Nj (z, u),..., Nj, (z, uw) heranzuziehen. Aus dem 
Verschwinden dieser Determinante wiirde zwar auch das Verschwinden der 
Norm von “4, Nj (z, u) +++ + uw, Nj), (z, u) folgen, aber noch nicht unmittelbar 
das Verschwinden der Funktion selbst. Funktionen mit Polen kénnen sehr 
wohl eine verschwindende Norm haben, ohne selbst zu verschwinden, wie das 
Beispiel der Parallelschlitzabbildungen zeigt. 

Anders ist es bei der S-Norm. Aus dem Verschwinden der S-Norm folgt 
das Verschwinden der Funktion selbst. Davon machen wir Gebrauch beim 
Beweis des nachsten Hilfssatzes. 

Hilfssatz 2: Die Determinante 

K, (u, %,).... K,(u, tn) 
rg 
K, (un t,) .. .. Ky (tn tn) 
ist stets von Null verschieden fiir u, CG, v= 1,...,. Wie man unter Be- 
nutzung von (45) sofort bestitigt, ist 


[L, (z, u,), Ly (z, u,)] = Ky (u 


U,,) - 


. 5 
D*® ist also gleich der Gramschen Determinante der Funktionen L, (z, u,), 
(n=1,..., v). Ware sie gleich Null, so waren diese Funktionen linear ab- 


hingig. Das ist aber wegen der Pole an verschiedenen Stellen unméglich. 


VIII. Das Beremansche Orthonormalsystem. 

BERGMAN hat [6] einen Beweis gefiihrt fiir die Existenz eines vollstandigen 
Orthonormalsystems der Klasse J’, der ({6], 8.47) unmittelbar auch auf die 
Klasse 2 der Funktionen mit eindeutigem Integral iibertragen werden kann. 
Der Beweis geht aus von folgendem Extremalproblem: 

Es sei 22,, die Unterklasse von Q, die aus allen Funktionen von Q besteht, 
die der Bedingung geniigen 


(52) T,(u) = t,(u) = ---1"—?(w) =0, ce (u) = 1, n 1,2,3...(r(u) =7,(u)). 


Es wird gezeigt, daB es genau eine Funktion t,,(z) C Q gibt, fiir die das Dirichlet- 
Integral den kleinsten Wert hat und daB die Extremalfunktionen t,,(z), wenn 
man sie noch normiert, ein vollstindiges Orthonormalsystem fiir die Klasse 22 
bilden. Die Extremalfunktionen ¢,(z) haben folgende charakteristische Eigen- 
schaft: Es sei 2, die Klasse der Funktionen o,,(z), die in G eindeutig und re- 
gular sind, ein endliches Dirichlet-Integral und ein eindeutiges Integral haben 
und auBerdem noch folgender Bedingung geniigen: 


(53) 6, (u) = of(u) = --- =o" Yiu) = 0, n=1,2,3... 
Dann gilt 
(54) (t,,O,) = 0. 


Durch diese Beziehung (54) ist die Funktion ¢,,(z) eindeutig charakterisiert. 
Man kann leicht zeigen — immer noch nach [6] —, daB es genau eine Funktion 
aus £2, gibt, fiir die (54) gilt. Wir wollen nun diese Funktionen ¢,(z) aus den 
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im Abschnitt III definierten Funktionen explizit darstellen. Dazu wird de- 
finiert 

G, (z) = Mj (z, u) - (Mi (u, w))-? 


(55) = » 
G,, (z) = af” Mj (z, a) + af? M3 (z,u) +---+ a Mi (z,%), n=2,3 


Dabei sind die Zahlen «{”’ aus dem Gleichungensystem (56) zu bestimmen: 


al” Mi (u, a) + af M3 (u, a) + ---+ a” Mi (u, a) =0 

(56) (n) y*-) — (n) (n —1) — (n) (n—1) — 
a, MM; (u,u)+ a,’ My (u,u)t+---+a, MM, (u,u) = 0 
af” M™ (u, a) + of?” MY” (u, a) + --- + o& M™ (u,%) =1. 


Das ist méglich, da die Determinante nach Hilfssatz 1 von Null verschieden 
ist. Die Funktionen G,,(z) geniigen also den Bedingungen 
(57) G,, (u) = Gy (u) = --- = G- (u) = 0, (uw) = 1. 


Wir zeigen nun, daB die Funktionen G,,(z) das kleinste Dirichlet-Integral 
haben unter allen auf dem Rand noch regularen Funktionen der Unterklasse 22,,. 
Ist 1% (z) eine solche Funktion, dann ist 


tp, (2) — Gy (z) = 05 (2) 
eine Funktion aus 2,,, die auf dem Rand noch regular ist. Es wird dann 
(tR» Tr) = (Ga, Ga) + (On, On) + (Gn, On) + (On, G,). 
Der Beweis ist erbracht, wenn gezeigt ist: 
(58) (G,, of) = 0. 


Da o* auch zur Klasse Q gehért, hat die Funktion ein eindeutiges Integral: 


z 
8&(z) = f o(E) dE. 
Zo 
Nach (53) gilt dann fiir s, (z): 
(59) si, (u) = --- = 8 (u) = 0, y= & Se 


Wir kénnen nun (G,, ¢%) als Randintegral schreiben: 





y 1 a) , a n ’ ~ 
(G,,, o%) = 9; [ (asm; (z,u) +--+ of ) Mj, (z, U)) 8, (z) dz. 
€ 
Nach (25) folgt daraus: 
l F Tn) ve ~ <n) ye 
(Gn, On) = 9 | (a Nj (z, uw) +--+ + af NY (z, u)) 8, (z) dz. 


Die Funktionen N{(z,u) haben bei z = u Pole mit dem meromorphen Teil 
v! 
yes 1,2. y ®). 
~@—w)'F?” (» ; ) 
Wegen (59) folgt also (58). 
Unsere Funktionen G,(z) erfiillen also die charakteristische Orthogonalitiats- 


beziehung (54) fiir solche Funktionen o% (z), die auf dem Rand noch regulir 
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sind. Wir werden spater zeigen, daB sie es dann auch fiir alle Funktionen g,,(z) 
tun. Erst wollen wir aber den Vollstindigkeitsbeweis fiir unser System zu 
Ende fiihren. Unter Benutzung der Beziehung (58) kann man nun dem BEre- 
maNschen Beweis folgen ((6], 8. 11f.). Zunichst folgt aus (57), daB fiir m > n 
die Funktion G,,(z) zur Klasse 2, gehért. Da sie auf dem Rand regular ist, 
gilt nach (58) 
(G,,, G,,) = 0. 

Die Funktionen 

On (2) . oe i 
(Gn, Gn)? 
bilden also ein Orthonormalsystem. Jede auf dem Rand noch regulire Funk- 
tion g(z) der Klasse 2 kann dann dargestellt werden: 


g(z) = D GG, e,) 0, (z)- 


v=] 
Das folgt aus dem Beweisverfahren von BERGMAN ([6], 8S. 12). Wir miissen 
hier nur die Einschrankung der Regularitaét auf dem Rand machen, da wir 
die grundlegende Beziehung (58) nur unter der Voraussetzung abgeleitet 
haben, daB o* (z) auf dem Rand regular ist. 

Man kann nun aber leicht zeigen, daB unser System vollstandig ist fiir 
alle Funktionen der Klasse 2. 

Ware es nicht so, so kénnte man das System {o,(z)} durch Hinzufiigung 
von einer endlichen oder abzaihlbaren Menge von Funktionen zu einem voll- 
stindigen erginzen. Der Kern 


K* (z,u) = » 0,(z) 0, (u) 
1 


unseres Systems {o,(z)} ware dann mit dem Kern 
~ = l r ms 
K (z, u) - M’ (z, u) 
des volistandigen Systems fiir 2 nicht identisch. Wir zeigen jetzt, daB 
K*=K 
gilt und unser System deshalb doch vollstandig sein muB. Wegen der bekannten 
reproduzierenden Eigenschaft des Kerns gilt: 


{{ R*(z, 0) K (z, a) dxdy = K*(u,3), 
SB 


denn K* (z, ¥) gehért ja auch zur Klasse £2. Andererseits ist 





K* (u, 0) = {f K* (zd) K(z,@)dxdy=K(v, a), 
BS 


denn der Kern K* (z,%) hat ja auch die reproduzierende Eigenschaft, aller- 
dings nur fiir die Funktionen, die auf dem Rand noch regulir sind. Aber 


K (z, 4) M' (z, u%) 


l 
ms 4 
hat ja diese Eigenschaft, und aus K (v, u) = K (u, v) folgt 
K* (u. 0) K (u, I). 


| 
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Das Orthonormalsystem 

{@, (2)} 
ist also vollstandig fiir alle Funktionen von 22. Das System 
(60) ON +1 (z), On +2 (2), eee 


ist dann vollstandig fiir die Unterklasse Xy. Man erhilt also dieses System, 
indem man aus dem urspriinglichen einfach die N ersten Funktionen fortlaBt. 
Denn jede Funktion aus 2’y liBt sich ja so darstellen: 


Oy (Z) = G, 0, (Z) + Gq Og (2) 4 


Fiir z = u ist cy (u) = a, 0,(u). Wegen o, (u) + 0 folgt a,= 0. Durch Diffe- 
rentiation zeigt man weiter, daB auch a,= 0 sein muB, und so fort, bis ay = 0. 
Man kommt also bei der Darstellung der Funktionen dieser Teilklasse mit den 
Funktionen 

{o, (z)t (vy > N) 
aus. 

Wir wollen schlieBlich noch anmerken, daB man die Funktionen G,, (z) 
auch explizit in Determinantenform schreiben kann. Berechnet man die 
Zahlen a” nach der Cramerschen Regel, so erhilt man nach leichter Um- 
rechnung: 

Dy (z,u) 


(61) G,(2)=—p > 


dabei ist D,,(z, wu) die Determinante, die aus D,, dadurch entsteht, daB man die 
letzte Zeile durch 


Mj (z,%),..., M;, (z, %) 
ersetzt: 
Mj (u,W)ssrrerreee M,, (u, %) 
D, (z, 2 , 
n ( t) mus" Diu, ji)--- ms" iy, u) 
MM; (z, u) Peat see eT My (2, u) 


Fassen wir unser Ergebnis zusammen: 
Satz IX: Die nach (61) zu berechnenden Funktionen 
Gn (z 
On (z) = (n= 1,2,3...) 
(Gn, Gn)? 
bilden ein vollstiindiges Orthonormalsystem der Klasse 2. Das System 
{o, (z)} (v= N+1,N+2,...) 

ist vollstindig fiir die Klasse 2, . 

Wir wollen nun noch zeigen, daB das System mit dem BERGmaANschen 
identisch ist. Wie bereits ausgefiihrt, ist dazu noch zu zeigen, daB die Be- 
ziehung (58) auch fiir solche Funktionen o,,(z) gilt, die auf dem Rand nicht 
mehr regular sind. 
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Solche Funktionen kénnen wir aber nach Satz IX so darstellen: 


o,(z) = > a, 0, (z). 


n+1 sims 
Da G,,= 0,(2) - (G,,,G,)* ist, folgt wegen der Orthogonalitaét der o,(z) dann 
leicht die Behauptung. 


IX. Weitere vollstindige Systeme. 
Es ist nicht schwer, ein dem System 
{e, (2)} 

entsprechendes aufzustellen, bei dem die Orthogonalitat nach Szec6 definiert 
ist. Ein solches { y,}-System erhalten wir, indem wir statt G,(z) die Funk- 
tionen G*(z) zu Grunde legen: 

G*(z) = all K,(z,u) + °°°4 a"! K, (z, %). 
Die Zahlen «\”! sind wieder so zu bestimmen, daB 

GP(u) = GP (u) = +--+ = GREP (uy = 0, = GFO-Y(u) = 1 


gilt. Dann folgt unter Benutzung von (45) der Vollstandigkeitsbeweis ahnlich 
wie im Abschnitt VIII. Um Wiederholungen zu vermeiden, wollen wir diesen 
Beweis nicht durchfiihren, sondern — zunichst fiir die Szeg6-Orthogonalitat — 
ein vollstindiges System angeben, das nach einem etwas anderen Prinzip 
gebildet ist. Es sei {u,} eine Folge von Punkten aus %, die sich gegen einen 
(oder mehrere) innere Punkte von % haufen. Dann definieren wir eine Folge 
von Funktionen H, (z): 
H, (z) = K, (z, u,) - (Ky (z, %))"',, 
H, (z) = fi” Ky (z, %) + +++ + BS K, (z, %,). 
Die Zahlen sind dabei aus dem Gleichungssystem zu bestimmen: 


H, (u,) = H, (ug) = >>> = A, (u,-,) = 0, 


¥ 


H, (u,) = 1. 


Das ist méglich, weil die Determinante dieses Systems nach dem Hilfssatz 2 
von Null verschieden ist. 
Es sei A, die Klasse der in% + € reguliren Funktionen 6,(z), die der Be- 


dingung 


(62) 6, (u,) = +> = 6, (u,-,) = 90, 6,(u,) = 1 
geniigen, A,, die entsprechende Klasse, fiir die 
(63) 6,9 (uy) =0 (N <s») 


gilt. Wir zeigen jetzt, daB H, (z) die kleinste S-Norm hat unter allen Funktionen 
der Klasse A,. Sei 6,(z) eine beliebige Funktion aus 4 


6, (z) — H, (z) = 6,6 (2) 


Dann ist 


»* 


eine Funktion der Klasse A,,, und wir haben den Beweis erbracht, wenn 
gezeigt ist: 

(64) (5,0, H,] = 0. 

Mathematische 


Annalen. 127. 
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Denn es gilt doch 


[d,, 6,] _ [H,, H,] + [d,0; 6,9] + [H,, 6,9] (4,9; H,}. 
Nun ist: 





8,0, H,] = J 8,0(2) (BP Ki (@, ty) + °° + BY? K, (2, %,)) ds. 
Nach (37) ergibt sich aber 


(6,,,4,)= > - ; f a0 L (z, U,) dz. 
n=1 € 
Dieser Ausdruck verschwindet aber, da die Funktionen L(z, u,,) nur an den 
Stellen u, einfache Pole haben, die nach (63) durch die Nullstellen von 6,,(z) 
kompensiert werden. 
Fir « > v gehort H, zur Klasse 4,,, deshalb gilt: 


(H,, H,) - 0, (u >). 
Die Funktionen sind also orthogonal. Die Funktionen 
~ H, (z) 
(65) ‘Y (z) -_ i 
[H,, H,}* 


bilden dann ein Orthonormalsystem. Es soll gezeigt werden, daB es voll- 
stindig ist fiir die Klasse /"* der in G + € eindeutigen und regularen Funk- 
tionen, daB also jede Funktion 7 (z) < J* darstellbar ist in der Form 


(66) T (z) = 3) a, w,(z) = Z[T (2), nw, (z)] w, (2). 
v=1 
Wir definieren nun folgende Funktionen: 
T, (z) = ¥ a , (z). 
v=1 


Dabei sollen die Zahlen a aus dem Gleichungensystem (67) bestimmt werden: 
T,(u;) = af wy (uy) + +++ + a w,(u,) = T (uy) 

(67) T’, (us) = ay” py (3) . oe as” 1, (Uz) T (uz) 
T ,(u;,) = a\” fy (Us) + °°° 4 a‘ M,(u,) = T (u,) . 


Das ist méglich, weil die Determinante dieses Systems von Null verschieden 
ist. Es gilt nimlich 
|e (m,)\| = (CH, Ay)... (H,, Hy) 4 > |\ Ae (m)||, 
und diese Determinante ||, (u,)|| hat in “ Stellen der Hauptdiagonale 
die Zahl 1, in allen Stellen itiber der Hauptdiagonale die Zahl 0. Sie hat daher 
den Wert 1. 
Es gilt also 


(68) T’, (u,) = T (u,) a 0, Vv = l, “* #95 s + 
somit nach (64) 
(69) (7, (z) — T(z), w,(z)] = 0, et Seep 


denn T,— T gehért wegen (68) zur Klasse A,,. 
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Aus (66) und (69) ergibt sich dann: 


aa. 
Daraus folgt, daB die Funktion 
s 
T(z) — > a, n,(z) 
v=1 
verschwindet fiir 
z u,, Lo ae | 


Nun ist »' a, 4,(z) in jedem inneren Teilgebiet von G gleichmaBig konvergent 
i 
und stellt dort eine analytische Funktion dar. Die Funktion 


‘ey _ ss 
T (z) a % HM, (2) 
verschwindet also fiir alle Punkte uw, unserer Folge. Da diese Folge in G 
mindestens einen Hiaufungspunkt hat, verschwindet sie identisch. Das war 
aber zu beweisen. Also haben wir: 

Satz X: Die Funktionen (65) 

H, (z) 
(H,, HJ" 
bilden ein vollstiindiges S-Orthonormalsystem?) fiir die Klasse I"* der inB + € 
eindeutigen und reguliren Funktionen. Das System 


yt, (2) - 


{ u, (z)} (y>N+1) 
ist vollstindig fiir die Funktionen der Klasse Ay 9. 

Es soll nun ein entsprechendes vollstaindiges System aufgestellt werden, 
bei dem die Orthogonalitat mit Hilfe des inneren Produktes (5) erklirt ist, 
und zwar fiir die Ableitungen der Funktionen 6, 9(z), die in G + € eindeutig 
und regulir sind und an der Stelle u, verschwinden®). Dazu ziehen wir die 
Funktionen r(z; u,v) und k(z; u,v) heran, die G so auf einen Radial- bzw. 
Kreisschlitzbereich schlicht abbilden, daB dabei u in 0 und v in o iibergeht 
(Residuum + 1). Mit Hilfe dieser Funktionen definieren wir: 


P(z; u, v) = ; (log k(z; u, v) — log r(z, u, v)) 
Q(z; u, v) = ; (log k(z; u, v) + log r(z; u, v)). 


Dann ist P (z; u, v) in@ + € eindeutig und regulir, Q(z; u, v) hat logarith- 
mische Singularititen, Q’ (z; u, v) hat einfache Pole bei z = u und z = v mit 


dem Residuum + 1 bzw. — 1. Zwischen P’ und Q’ besteht die Randbeziehung 
(70) P’ (z; u, v) dz = Q (z; u, v) dz, sc @. 


(vgl. [3], 8. 42). Nach [3] (12’) gilt ferner 
(71) P(v;u,v)=0. 


*) Damit ist gemeint, daB die Orthogonalitat nach Szec6é definiert ist. 
*) {u,} bedeutet wieder eine Folge innerer Punkte von %, die in 8 einen Haufungs- 
punkt haben. 


g* 
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Wir definieren nun 
H* (z) = y\” P(z; us, U)teres ys? P(z; Uy 41, %). 
Dabei sollen die Konstanten y{” so bestimmt werden, daB*) 
H? (u,) = -- - = H¥(u,) = 0, H$ (u_.,) = 1. 


Wegen (71) gilt auBerdem: 
H* (u,) = 0. 


Nun hat H¥(z) die kleinste Norm unter allen Funktionen der Klasse 4, , ,. 
Dazu ist zu zeigen, daB H¥(z) orthogonal ist zu allen Funktionen 4, ; 9(z) 
der Klasse A, . ; 9: 

(72) (db, 1. 9(z), HF’ (z)) =0. 
Das folgt aber sofort aus (70) und den bekannten Eigenschaften von Q’ und 
6, «1.9 (2). Daraus ergibt sich wieder die Orthogonalitét der Funktionen H*’ (z): 


(Hf’ (z), Hf’ (z)) = 0, l>k. 
Durch Normierung erhilt man daraus 
- zs Hf’ 
(73) V», (2) (it’. HE’)! 


Wir setzen ferner 


Me (z) = HE (z) - (He’, HE’) 3. 


Sei nun 7'* (z) eine inG + € regulire und bei z = u, verschwindende Funktion. 
Dann wird definiert: 
s 
pe 7. y z(s) 7 
Ts; (z) = D> by’ m (2), 
” 1 


wobei die Zahlen b{” so zu bestimmen sind, daB 
T? (u,) = T* (u,) (y= 2,3,..., (a + 1)) 
gilt. Wegen Hj (u,) = 0 gilt auBerdem: 
T* (u,) = T*(u,) = 0. 
Also gehért 
T* (z) — T? (z) 
zur Klasse A, , ; 9, und es gilt nach (72) und (73): 


bf = (T* (z), vz (z)) = (T'*’ (z), rp (2)) - 
Die Funktion 


s 

T* (z) — 3) (T*’, »%) mp (2) 

1 

verschwindet also fiir y= 1,2,...,(8+ 1). Da 3 (T*’, »,) »%(z) in jedem 

1 
*) Das ist méglich, weil die Determinante des Gleichungensystems bis auf einen Zahl- 
faktor gleich der Gramscher. Determinante ||(P’ (z; ug, u,), P’ (z; Ue, %)|| ist. Ahnlich 
wie bei Hilfssatz 1 kann man zeigen, daB diese + 0 ist. 
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inneren Teilgebiet von% gleichmaBig konvergiert, gilt das auch fiir 
> (T'*’, vy) Me (z). 
I 
Die Funktion 
T* (z) — 3) (T*’, »%) me (2) 
1 
verschwindet also fiir alle uw, unserer Folge und ist deshalb identisch 0. Also 
T*' (z) = D (T*’, vy) v% (z). 
1 
Da wir die Ableitung einer Funktion darstellen, ist die Voraussetzung 7'*(u,) = 0 
unwesentlich, und wir haben 
Satz XI: Das Orthonormalsystem (73) ist vollstindig fiir die Klasse der in 
% + € reguliren und samt ihren Integralen eindeutigen Funktionen. 


Ein verwandtes Ergebnis gewinnt O. Loxxt [8] auf anderem Wege. 


X. Die Berechnung der Kernfunktion. 


Um z. B. das in Abschnitt VIII aufgestellte Orthonormalsystem wirklich 
zu berechnen, mu8 man die Funktion M’ (z,u) kennen. Gewdhnlich berechnet 
man aber die Kernfunktion aus einem Orthonormalsystem, so daB die Be- 
rechnung unseres Systems nur méglich scheint, wenn man vorher ein anderes 
kennt. Das ist aber nicht so. Wie BERGMAN und ScHIFFER [5] gezeigt haben, 
ist die Berechnung der Kernfunktion auch méglich durch eine Reihenentwick- 
lung, in die lauter im Prinzip bekannte Gebietsintegrale eingehen. Diese Reihe 
reduziert sich auf ein einzelnes Glied, wenn man von einem gewissen Normal- 
gebiet ausgeht. Eine solche Darstellung kénnen wir auch aus unseren Reihen- 
entwicklungen gewinnen. Nach (22) gilt: 

1 [ M’ (z, %i) dz 1 [ N’ (z, u) dz 


223 | 


M’' (w, u) = 


z—w 2nt J z—w 


Daraus wird nach (18): 





= 1 dz _—- 1 * Dy (2) dz 
"lap a + § . 
M' (w, %) = oni | (2 — u)*(z — w) = %(u) ani J —s . 
€ 
Dabei ist ° 
1 [( @(z)dz 1 : Pr (z) dz 
c,(u) = a (z—u)® 26 J (z—4u)° 
€ 
Setzen wir ferner 
_ 7 ry 1 : dz 
(74) I(w, u) = - 2; J (@ —u)*(z —w) , 
so folgt 
~ ” 7 l _=—=——= 
(75) t (w, u) = = I'(w, %) 4 =3 » ¢,(u) c, (w). 


Dieser Ausdruck (75) fiir den Kern reduziert sich auf das Integral, wenn alle 
c,(u) verschwinden. Dann reduziert sich 


N (z, u) = : 


z—wu 
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auf eine lineare Transformation. Nun bildet [3] die Funktion N (z, u) bekannt- 
lich S auf einen schlichten Bereich ab, der oo als inneren Punkt enthalt und 
von n analytischen Kurven begrenzt wird. Dieser Bereich N hat [3] eine 
wichtige Extremaleigenschaft: Der Flaicheninhalt des Komplementbereiches 
ist der gréBte unter allen schlichten Abbildungen von %, die bei z = u einen 
Pol mit dem Residuum | haben. Fiir einen einfach zusammenhingenden 
Bereich ist N ein Kreisbereich, fiir mehrfach zusammenhiangende aber nicht [9]. 
Die Normalabbildung auf diesen Bereich gewinnt dadurch weiteres Interesse, 
daB man durch eine einfache lineare Transformation daraus jenen Bereich N* 
gewinnt, in dem sich die Kernfunktion durch eine einfache Integration be- 
rechnen lat. Wir wollen im niachsten Abschnitt die Funktionen N (z, uw) 
und M (z,u ) fiir den Kreisring explizit mit Hilfe der Darstellung durch ein 
Orthonormalsystem bestimmen. 


XI. Die Berechnung im Kreisring. 
Im Kreisring R (r < z < 1) bilden die Funktionen 


< 
. 
oO 
R 
n 
~ 
nw 


(76) 


ein vollstandiges Orthonormalsystem. Dabei ist 


— 9 Vv 9 v 
(77) “a, = a6. Cg = 
a(l—r*’) a(l—r *") 

Nach (18) ist 

‘ l 

N (z, u) ao n(z, u) 
mit 

n(z,u) = J c, (u) D(z), ® (z) = f 9,ledaé. 


Berechnen wir zunichst n (z, u). Die Koeffizienten c,(u) kénnen elementar 
berechnet werden. Man kann auch die Ergebnisse der Arbeit [11] heranziehen. 
Man erhalt dann 


a a "aad ak ‘ahd s\’ 
(78) n(z, u) = = a l—r” (=) (5). 
v=1 


a a ; = ‘i 1 , a 
Fiir die Kernfunktion K (z, «) M' (z, u) bekommt man entsprechend: 
pe I 


= Stee — we 
(79) K (z, %) = > _* 


Die in (78) und (79) auftretenden Reihen kénnen als Entwicklungen der Funk- 


tionen ¢ ( = } und 6 (z u) identifiziert werden. Nach [1] S. 208 f. gilt namlich 


9 


> at o?+1 228i & ” 2» 9 
80 ,| db Sel 5 - 
(80) C (a, U| @, , Wg) yt o e—1 Oo 1h? (o 0”). 
Dabei ist 


(81) 
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Setzen wir nun 

‘ z , 1 a, 
82 o” ,h=r,@, = 2xi, ow, = 2logr, —-¢ = 
(82) 0 = 1 Ws g's a, 


so erhalten wir nach (78), (80), (81) und (82): 


I fal 2 Zz 
n(z,u og 22xi,2 . 
(z,u)=  4¢ log y 2 2t, 2 log r)— alog = 


und N (z, u) wird: 


. 1 z : z 

(83) N (z, u) = {¢ (log 4 | 224, 2 log r) a log = >| 
84) N’ (z, u) = — ._f lo -\2 mi, 2k r) I \ 
{ iv (2, : ae 9 g yi <7 < »g as | : 
Nach einer ahnlichen Rechnung erhalt man fiir M (z, %): 

- l " ; - 
85) M (z, u) = C (log zu | 2 wi, 2 logr) + « log (z a) - =| 

l ™ , 

(86) M’ (z, u) az 16 (log z w | 221, 2logr) + a}. 


Die Formeln (83) und (85) gestatten auch, die Funktion 
A (z) = (M (z) + N (z)) 


explizit darzustellen, die die Abbildung des Kreisringes auf einen Parallel- 
schlitzbereich leistet. Eine ahnliche Darstellung (die aber von einem anderen 
zweifach zusammenhangenden Kreisbereich ausgeht) dieser Abbildungs- 
funktion gibt mit ganz anderen Methoden Tricomr ({2] 8. 275ff.) nach einer 
Arbeit von FERRARI. 
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March 1949. — [5] Bereman-Scuirrer: Kernel functions and conformal mapping. 
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Surveys Nr. V, New York 1950. — [7] Loxxr: Uber Existenzbeweise einiger mit Ex- 
tremaleigenschaft versehenen analytischen Funktionen. Annales Ac. Scient. Fennicae, 
Series A, I Nr. 76, 1950. — [8] Loxxr: Uber eindeutige analytische Funktionen mit end- 
lichem Dirichlet-Integral. Annales Ac. Sc. Fenn., Series A, I, Nr. 105, 1951. — [9] Mescu- 
KOWSKI: Beziehungen zwischen den Normalabbildungsfunktionen der Theorie der kon- 
formen Abbildung. Math. Zeitschrift 55, 1 (1951).— [10] Mescukowskx1: Einige 
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( Eingegangen am 31. Dezember 1952.) 
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Uber die Lésungen der Differentialgleichung ri—s* = 1. 
Von 


Konrap JérGENs in Gottingen. 


Die Lésungen der nichtlinearen elliptischen Differentialgleichung') rt — s? 

1 geniigen Ungleichungen von der Art derjenigen, welche E. Hetnz [3] 
fiir die Lésungen der Minimalflichengleichung angegeben hat. Die genaue 
Aussage enthalt der folgende Satz 1. 

Ist die reelle Lésung z = z(x,y) der Differentialgleichung rt — s?= 1 in 
(2 — 2)? + (y — Yo)? < R* zweimal stetig differenzierbar, so ist sie dort auch ana- 
lytisch, und die dritten Ableitungen geniigen im Punkte x= x, y= Yq den Un- 
gleichungen 

: 24 


[rz Tyls Ze“ Rk? (79 t ty)*r* 
uy Vo 
‘. 24 a 
[tz T tol rt ~ Re (79+ ty)? ¢* 
¥=Vo 


To= 1 (Lo, Yo), tg = t (Xo, Yo)- 
Beweis. 


_[u=2— 2X 


Die Abbildung S fiihrt den Kreis 


"|v = (x, y) — @ (xo. Yo) 


(a — a)*+ (y — yo)* < R* eineindeutig und stetig in ein einfach zusammen- 
hangendes Gebiet G der uv-Ebene iiber. Es gilt 


dp=rdu+sdy 
dv=sdu+tdy. 


Daraus folgt wegen t+ 0 und mit Benutzung der Differentialgleichung 
l 8 
dp ; du + ; dv 
-8 Ds 
dy ; aut dv. 
: , , , = . , ite. 
Lie Funktion f(u + iv) = p + iy sowie ihre Ableitung /’ = - sind also 
in G analytisch und die Abbildung 


g-1. {x = x(u, v) 
“ly = y(u, ») 
, ; , 1 : — 
ist harmonisch. Wegen z,, y, — 2, ¥, = 7 #0 sind « und v, mithin auch p, ¢ 


*) Es werden mit p,q;., 8, ¢ die ersten und zweiten Ableitungen einer Funktio 
= z (x, y) bezeichnet. 
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und z analytisch in z, y. Die Abbildung S fiihrt den Kreis (x — 25)? + (y — yp)? 
R? < R? in einen abgeschlossenen einfach zusammenhangenden Teilbereich 
G, von G@ itiber. Das Innere von G, werde nun durch 7: u = u (a, f), 
v= v(a, 8) konform auf den Kreis « + 6*<1 abgebildet, derart,daB der Punkt 
u = v= 0 in den Punkt « = § = 0 iibergeht. Dann ist die Abbildung 7, auf 
dem Rand von G;, stetig und 
J x (u(a, B), v(a, B)) — a 
x 
. R, 
i 
, yl(u(a, B), v(a, B)) — yo 
I R 
1 
ist eine harmonische und topologische Abbildung des Einheitskreises «+ /? < | 
in den Einheitskreis X?+ Y?< 1. Also gilt die von E. Herz aufgestellte 
Ungleichung?) 


;X (0,0) = 0 


; Y(0,0) =0 


> 


[Xi + X5+ Yo+ Ysle-p-o 


py (a+ a+ i+ vble-p-022- 5S > a> 
Ferner ist 
Te Up— *8 Ye ly Vy— Ly Vy 1 
a+a5t+yi+ ys tat yt tye tts 


Sei nun g(z,y) eine in (x — 2)? + (y — y)® < R? stetige Funktion und 


p\x(u(a, B), v(a, B)), y(u(a, B), v(a, B))) = O(a, B) in a + f*< 1 har- 
monisch. Wegen x,y; — 2,y, +0 ist dann p(z,-y) auch nach 2, y differen- 
zierbar, und es gilt 


D> + Dy = pz (ae + 25) + 2 Pe Py (Xe Yu + Xp Yp) + Py (Ys + YB) 


7, Yp—7sY, . : 9 o 
fs .) ot + Py) 


oe re 
atagtyty 





0, +52 5 (2a + 25+ Yet v)\i-|1 4 


at aet yt ys 
(r+ 0) 


2 2 


(Pz + Py) 


“a3 .,.-a3 J Ri 2 2 
[(®, + D3) «- p=07 3 (r+ by)? [gz + Pr) 2-2, 
; . l—is . , . . : ' 1 
Es war f’(u + iv) =- eine in G analytische Funktion. Also ist auch /’ 
l+is. 1 i= , 

—= in @ analytisch und 9,= —,%,= = sind Funktionen der eben be- 


trachteten Art, welche auBerdem von Null verschieden sind. Fiir diese gilt 


22 


1 
| 0,0)|=3— | |® (cos, sin #)|dd 
i) 
und 
1 22 
|®,|4-s-05 — [| ® (cos 8, sin 8)| | cos 8/40 < 2| (0,0) | 
9 


2) E. Hervz [3], Seite 52. 
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22 
|®,|.-s-0= - I\ (cos #, sin #)| |sin #|d # < 2 |G(0,0)| . 
0 
Damit wird aus obiger Ungleichung 
24 


C- Py) 2. t ~ Re? (79 + to)? (2, Yo) - 
v= Ve 4 


Einsetzung der Funktionen gy, und 9g, liefert 


9 9 24 eo 2 

[rz T fhe = ~ BP? (To + &)* 79 
¥=Ve . 

9 9 24 9 42 

[t+ tl. .<h (ro + ty)* t. 
Y= Vo . 


Fiir R,>R folgt daraus die Behauptung. In dem nunmehr bewiesenen Satze 
ist der folgende weitere enthalten. 

Satz 2. Jede reelle Lésung z = z (x, y) der Differentialgleichung rt — s*= 1, 
welche in x? + y?< co zweimal stetig differenzierbar ist, ist ein Polynom zweiten 
Grades. 


Ein direkter Beweis dieses Satzes ergibt sich mit Hilfe des folgenden 
Satzes. .,.Sei H: x = x(u,v), y = y (u, v) eine harmonische und eineindeutige 
Abbildung eines einfach zusammenhangenden Gebietes G der uv-Ebene mit 
mindestens zwei Randpunkten auf ein Gebiet D der xy-Ebene. Dann ist 
D nicht die ganze Ebene x? + y?< co.‘ In dem fiir den Beweis von Satz 2 
ausreichenden Spezialfall x (u, v} = u ist dieser Satz in T. Rav6 [7] enthalten, 
im allgemeinen Fall in L. Bers [2]}'). 

Es wird zunichst ein neuer Beweis dieses Satzes erbracht: Sei D die ganze 
Ebene x? + y?< oo. Man darf annehmen, daB G der Einheitskreis u? + v? < 1 
ist, da dies sich durch konforme Abbildung erreichen laBt. Nach H. Lewy [5] 
verschwindet die Funktionaldeterminante J = x,y, — x,y, nirgends im Innern 
von G. Die Umkehrfunktionen u = u (x, y), v = v(x, y) sind demnach in 


x2 4 x < ~« eindeutig erklart und beliebig oft stetig differenzierbar. Es gilt 
to. Laue J*(—v, A u, B) 


Yuu r Yor J (v, A Ur B). 
Darin sind A und B die Ausdriicke 


A (uy Vy) Use 2 (u, Uy Vz Vy) Uny (uz Vz) Uyy 
2 Be 9 tails ta? , 
B= (uy + vy) Vee — 2 (Uz Uy + Ve Vy) Vey + (Wz + Vz) Myy- 


Da x (u, v), y (u, v) harmonische Funktionen sind, geniigen u und v den ellipti- 
schen Differentialgleichungen A = 0 und B= 0. Bekanntlich folgen daraus 
die Ungleichungen 


O: wv v vy <Q. 


Ury : > Ure “yy ry 


%) Val. Zusatz am Ende dieser Note. 
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Ferner sind w und v beschrankt |u| <1; |v} <1. Es ist also ein Satz von 
S. BERNSTEIN anwendbar‘*), den man so aussprechen kann: ,,Ist z - 
in 2? + y®< co zweimal stetig differenzierbar und gilt dort |z| < h; 

° s 0, 80 ist 2,2 2yy — ” = 0. Fiir die Funktionen u und v bedeutet dies 
zufolge der Differentialgleichungen A = 0, B = 0, daB simtliche zweiten Ab- 
leitungen identisch verschwinden; u und v sind also konstant, was den Vor- 
aussetzungen widerspricht. 


z (x, y) 


Zen 2yy 


Satz 2 folgt nun so: Ist z = z(z, y) eine in 2? + y* < oo zweimal stetig 
differenzierbare Lésung der Differentialgleichung rt — s?= 1, so fiihrt die zum 
Beweise von Satz 1 benutzte Abbildung S~ ein einfach zusammenhingendes 
Gebiet G der uv-Ebene topologisch in die ganze Ebene 2? + y?< oo iiber. 
Nach dem Satze von Rap6é-Berrs ist daher G die ganze Ebene u? + v?< oo. 

a oi eye ecm 
Die Funktionen / 7 und = = —— sind in G analytisch und ihr Real- 
teil ist von Null verschieden. Daraus folgt, daB r, s, i Konstanten sind. 

Satz 2 beruht einmal auf der Nichtlinearitaét der Differentialgleichung 
rt —s*=1 im Sinne des allgemeinen bei F. RELLIcH [8] ausgesprochenen 
Prinzipes. Er beruht aber auch auf dem elliptischen Charakter dieser Diffe- 
rentialgleichung. Die hyperbolische Differentialgleichung rt — s?= — 1 hat 
nimlich in zx? + y2< co zweimal stetig differenzierbare Lésungen der Form 

f(x + y) +5 (2? — y*), worin f eine beliebige fiir alle (reellen) Werte 
ihres Argumentes zweimal stetig differenzierbare Funktion ist. 

Der Satz von 8. Bernsrern [1], wonach jede in 2? + y?< oc zweimal 
stetig differenzierbare Minimalfliche z = z(z, y) eine Ebene ist, folgt aus 
Satz 2 durch eine elementare Uberlegung, die ich Herrn E. Hetnz verdanke. 
Ist nimlich z = z (xz, y) eine Lésung der Minimalflaichengleichung (1 + g?) r — 

| 
—2pqs+(1+ p*)t=0und W = (1 + 7+ @)’, 50 gilt 
a —pq a l+p ——_—2 . F =o 


da W tty WwW "te TW dy W 


Pp 
Daraus folgt die Existenz einer in 2? + y* << co zweimal stetig differenzierbaren 
Funktionen 9 (2, y) mit 
Ja Pq . 1+¢@ 
Per Ww o> Pav ws Prev HW 





2 r ‘ . . . 
und Qe2Pyy — Pry = 1. Nach Satz2 sind 9,,, zy, Pyy und mithin auch p 
und g Konstanten. 


*) S. Bernstern [1], vgl. auch E. Horr [4] und E. J. Micke [6]. 

Zusatz bei der Korr. vom 14. 12. 53: Herr ,Hernz Horr hat darauf aufmerksam 
gemacht, daB durch Kombination des Satzes 1 von E. Hernz [3] mit dem Schwarz- 
schen Lemma sehr einfach die folgende Verallgemeinerung des Satzes von HEINz 
entsteht, welche den Satz von Rap6-Bers enthalt (und qualitativ verscharft): ,,Durch 
die harmonischen Funktionen (u,v), y(u,v) werde die offene Kreisscheihe u*+ v*<1 
eineindeutig abgebildet, und dabei gehe der Mittelpunkt in den Punkt x = y = 0 iiber; 
das Bild enthalte die abgeschlossene Kreisscheibe z*+ y?< R*. Dann ist 

RS 0-1 (23 + 23+ 98 + ¥2)u-e-o 
wobei C die Hernzsche Konstante ist.” 
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Zur Theorie der konstruktiven Wohlordnungen. 
Von 


WERNER MARKWALD in Miinster. 


Einleitung. Die klassische Theorie der Ordinalzahlen enthialt viele nicht- 
konstruktive Begriffsbildungen, die in extremen Fillen zu Antinomien ge- 
fiihrt haben. Im folgenden werden verschiedene Méglichkeiten eines kon- 
struktiven Aufbaues dieser Theorie besprochen und verglichen. Dabei ergeben 
sich insbesondere niahere Beziehungen zu der “theory of constructive ordinals” 
von CHurcH und KLEENE!), auf die sich die Hauptresultate dieser Arbeit 
iibertragen. 

Zuvor erscheint es uns notwendig, die Bedeutung des Wortes ,,konstruktiv“ 
festzulegen. Dies geschieht hier wie iiblich durch Identifizierung der ,,be- 
rechenbaren™ arithmetischen Funktionen mit den allgemein-rekursiven Funk- 
tionen von HERBRAND-GODEL-KLEENE”) (damit steht auch der fiir jeden 
konstruktiven Standpunkt grundlegende Begriff des ,,effektiven‘‘ Verfahrens 
fest®)). Daraus ergibt sich in naheliegender Weise 1. eine Hervorhebung der 
elementar-arithmetischen Mengen (Relationen), 2. eine Abkehr vom Exten- 
sionalitatsprinzip*) (1). In 2 beschreiben wir in aller Kiirze das CHuRcH- 
KLEENEsche Bezeichnungssystem XK fiir Ordinalzahlen. In 3 grenzen wir, aus- 
gehend vom Begriff der aufzihlbaren Wohlordnung, eine Klasse von (nicht- 
eindeutigen) Bezeichnungssystemen fiir Ordinalzahlen ab (,,ausgezeichnete 
W-Systeme*‘), die alle dieselben Ordinalzahlen erfassen und unter denen auch 
das CHuRCH-KLEENEsche System K vorkommt. 

Unser Hauptresultat, das wir in 5 beweisen, lautet: Fiir jedes ausgezeichnete 
W-System ist die Isomorphie (d.i. die Relation, in der zwei Elemente des 
Systems stehen, wenn sie die gleiche Ordinalzahl bezeichnen) nicht elementar- 
arithmetisch. Daraus lassen sich einige Folgerungen ziehen (6). In 4 schalten 
wir ein fiir den Beweis des Hauptsatzes bendtigtes, aber auch fiir sich inter- 
essantes Lemma ein, welches aussagt, daB alle elementar-arithmetischen Rela- 
tionen aus den rekursiven durch wiederholte U-Quantifizierung erzeugt 
werden kénnen. 

SchlieBlich stellen wir uns in 7 die Frage, ob der Begriff der aufzihlbaren 
Wohlordnung konstruktiv ist, und gewinnen eine Teilantwort: Die Menge 
der aufzihlbaren Wohlordnungen ist nicht 3wg-definierbar (vgl. 1.1). 

1) Cuurcn [1], Caurcu-KieeEne [1], Kieren [1], [2]. Vgl. das Literaturverzeichnis 
am SchluB8 der Arbeit. — Fette Ziffern im Text beziehen sich auf die Paragraphen dieser 
Arbeit (z. B. 2.1). 

2) Eine iibersichtliche Darstellung z. B. in KLeEne [3]. 


*) Vgl. etwa KiEEnE [3], S. 69, Thesis ITT. 
*) Vgl. Kixene [1], FuBnote 7. 











136 WerNER MaRKWALD: 

Herrn Prof. Dr. Hans Hermes danke ich fiir viele wertvolle Anregungen 
und Ratschlage. 

§ 1. Der konstruktive Standpunkt. Wir stellen vorbereitend einige Grund- 
begriffe und bekannte Satze*) iiber rekursive Funktionen zusammen. 

1.1. Eine Menge M von natiirlichen Zahlen®) heiBt aufzéhlbar*) (kurz 
M € 3), wenn es eine rekursive’) Funktion g gibt, so daB 

x€ M - gy(g (x, y) = 9)*). 

Entsprechend werden mit mehrstelligen rekursiven Funktionen und anderen 
Prifixen (z. B. Wy, 34; W¥e:W¥ Ye usw.) weitere Mengenklassen definiert®), 
die wir entsprechend mit ,,y“, ,.gjy,,.wa‘ usw. bezeichnen. Die Vereinigung 
aller dieser Klassen bildet die Klasse der elementar-arithmetischen Mengen; 
dabei kann man sich auf alternierende Prafixe (wie z. B. gwawg) beschrinken. 
Die Mengen der Klasse 3/\w (das sind die aufzahlbaren Mengen mit aufzahl- 
barem Komplement) heiBen entscheidbar oder rekursiv. M ist genau dann ent- 
scheidbar, wenn es eine rekursive Funktion f gibt, so daB 


z€ M +f (x) = 0. 
Es gilt der wichtige Existenzsatz'®): Jede der Klassen 


3>Va> 3V3i>--- 

V-3AV:V4AV:--- 
ist echt enthalten in allen rechts von ihr stehenden, wobei Vertauschung unter- 
einanderstehender zugelassen ist, und es gelten keine anderen als die so ge- 
gebenen Inklusionen. Dies besagt insbesondere, daB es aufzihlbare, nicht- 
entscheidbare Mengen gibt (sonst wire 9c y). 

Analoge Begriffe und Sitze ergeben sich fiir Relationen anstelle von 

Mengen. Zum Beispiel ist die zweistellige Relation R aufzihlbar (3-definier- 
bar), wenn es eine rekursive Funktion g gibt, so daB 


aR y= 4z(g(x, y, z) = 0)"). 


) aufzihlbar“ (nicht zu verwechseln mit ,,abzihlbar“), weil gilt: Eine Menge M 
von natiirlichen Zahlen liegt genau dann in 3, wenn es eine rekursive Funktion f gibt, 
so daB 

x€ M + gn (f (n) 2). 


Vgl. Keene [4], Theorem III. 

7) rekursiv = allgemein-rekursiv. 

8) Wir benutzen die Abkiirzungen: ~ (nicht), A (und), V (oder), - (impliziert), 
++ (genau dann, wenn), 9 (es gibt), wy (fiir alle). 

*) KLeEeNeE [3], Mostowsk1 [1]. 

1) KLEENE |3] Theorem II; Mostrowsk1 [1], § 3., 

1) Es laBt sich zeigen, daB die Relation R genau dann aufzahlbar ist, wenn es eine 
rekursive Funktion / gibt, fiir die 

xRy-32z(x=—c, (f(z) A y= 2, (f (2))). 

Dabei sind o,, o, die rekursiven Umkehrfunktionen der rekursiven Funktion o (2, y) 

27(2y+1) 1, die die geordneten Zahlenpaare umkehrbar eindeutig auf alle natu: 
lichen Zahlen abbildet. Das heiBt, / zahlt gewissermaBen die Paare von R auf (vgl. Anm.5). 
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Eine niitzliche Verallgemeinerung dieser Begriffe erhalt man durch Rela- 
tivierung: M und N seien Mengen von natiirlichen Zahlen, N eine Teilmenge 
von M; @ sei eine der elementar-arithmetischen Definierbarkeitsklassen. 
Dann heiBe N relativ zu M Q-definierbar, wenn es eine Menge P aus Q gibt, 
fir die N = Mr\P. Zum Beispiel ist N relativ zu M aufzéhlbar, wenn es eine 
aufzihlbare Menge A gibt, sodaB N = Mp A. N ist relativ zu M entscheidbar, 
wenn N und M-N relativ zu M aufzihlbar sind. Es gilt: N ist genau dann 
relativ zu M entscheidbar, wenn es eine partiell-rekursive!*) Funktion f gibt, 
die iiber M erklart ist, so daB 

ze M > (xe N-f (x) = 0). 
Diese Definitionen lassen sich unveraindert auf Relationen ausdehnen. 

Im weiteren verwenden wir haufiger die Redeweisen ,,Zu jedem zx einer 
Menge M von natiirlichen Zahlen laBt sich ein y der Eigenschaft E berechnen“ 
oder ,,... ist ein y der Eigenschaft E berechenbar‘‘. Damit ist gemeint, daB 
es eine iiber M erklarte partiell-rekursive Funktion f gibt, so daB fiir jedes x 
aus M f (x) eine Zahl der Eigenschaft £ ist. 

Wir werden konstruktive Begriffsbildungen mit klassischen Methoden 
untersuchen, lassen also alle klassischen Beweismittel zu. Dabei setzen wir 
die Theorie der rekursiven und partiell-rekursiven Funktionen voraus?). 

1.2. Mit dem Wort ,,konstruktiv‘’ meinen wir nun die Hervorhebung der 
folgenden Prinzipe: 

1. Beschrinkung auf Mengen von (Relationen zwischen) natiirlichen 
Zahlen*). 

2. Auszeichnung der elementar-arithmetischen Mengen (Relationen), ins- 
besondere der aufzdhlbaren. 

3. Abkehr vom Extensionalitdtsprinzip: Eine berechenbare Funktion kann 
nur gegeben werden durch ein rekursives Gleichungssystem (oder durch 
dessen Gédelnummer’*)). Daher verstehen wir vom konstruktiven Standpunkt 
unter einer berechenbaren Funktion einfach eine solche Gédelnummer‘). 
Verschiedene Funktionen kénnen extensional zusammenfallen, d.h. den- 
selben Wertverlauf haben. Bezeichnet a eine (einstellige) Funktion (d. h. eine 
Gédelnummer), so bezeichne a(r) ihren Wert fiir die durch ¢ bezeichnete 
natiirliche Zahl. 


§ 2. Die “theory of constructive ordinals’? von CuurcH-KLEENE.') 

2.1. Unter einer Wohlordnung verstehen wir eine zweistellige Relation R 
(in der Literatur oft <), fiir die gilt (Mp sei das Feld von R")): 

l. wry(z,y€ Mpr eRyVvyR2z), 

2. wryz(x@RyAyRz-2 R2), 

3. wry(t#RyAyRe+2x=y), 

12) KLEENE [3]. Eine partiell-rekursive Funktion ist wie eine rekursive durch ein 
Gleichungssystem definiert, nur wird nicht verlangt, da8 der BerechnungsprozeB fiir 
jedes Argument terminiert. 

18) Gépet [1], 8. 179 ff. 

14) Das Feld einer zweistelligen Relation R ist die durch gy(z R yy y R x) definierte 
Menge. 
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4. In jeder nicht-leeren Teilmenge N von M z gibt es ein Element y, derart, 
daB fiir kein Element z ven N gilt: x+y und zRy. 

Geniigt R nur den Forderungen 2., 3., 4., so sprechen wir von einer 
partiellen Wohlordnung. Zwei Relationen R,, R, mit den Feldern M,, M, 
heiBen isomorph, wenn es eine umkehrbar eindeutige Abbildung ® von M, auf 
M, gibt, so daB fiir alle x, y aus M, xR,y -- D(x) R,D(y). 

2.2. Zur Erzeugung ,,konstruktiver Ordinalzahlen“ benutzen CuurcH und 
KLEENE') eine konstruktive Fassung der Cantorschen Prinzipe'>) fiir die 
ersten beiden Zahlklassen. Ihr Verfahren sei (in etwas verinderter Formu- 
lierung) kurz beschrieben: Man betrachte alle transitiven Relationen < mit 
folgenden Eigenschaften (,,a < 6 steht als Abkiirzung fiir ,a <b A a+b‘): 

(I) 1 gehért zum Feld von : 

(II) Mit 2 gehért auch 27 zum Feld von <, und es gilt x < 2°. 

(III) Fiir jede rekursive Funktion f (vgl. 1.2, (3)) gilt: Gehért f(n) fir 
jedes n zum Felde von < und ist stets f(n) < f(m+ 1), so gehért auch 3- 5/ 
zum Felde von < und es ist f (n) < 3- 5 fiir alle n. 

Die kleinste dieser Relationen, von deren Existenz man sich leicht iiber- 
zeugt, werde mit <, bezeichnet. Ihr Feld sei K. Dann gilt nach CourcH und 
KLEENE!): 

(1) Fiir jedes x aus K ist die Menge der y mit y<,x durch <, wohlge- 
ordnet. In dieser fortan mit R, bezeichneten Wohlordnung ist 2% der Nach- 
folger von y, 3 - 5’ der Limes der Folge (f(n)). x sei die durch R, repriisentierte 
Ordinalzahl. 

(2) Die Wohlordnung R, ist aufzihlbar. Damit ist auch das Feld K, 
von R, aufzihlbar und R, relativ zu K, entscheidbar. 

(3) Fir Elemente von K ist 2* der Nachfolger von % und 3- 5’ der Limes 
der Folge (f (m)). 1 ist die Ordinalzahl 0. 

(4) Die in dieser Weise durch Elemente von K reprisentierten Ordinal- 
zahlen bilden einen echten Abschnitt der ersten beiden Zahlklassen. Es gibt 
also abzihlbare, hier nicht erfaBte Ordinalzahlen. 

(5) Jede erfaBte transfinite Ordinalzahl besitzt unendlich viele K-Repra- 
sentanten. 


§ 3. Rekursive Ordinalzahlen und W-Systeme. Die Konstruktion von 
CHURCH-KLEENE liefert offenbar ein Bezeichnungssystem fiir Ordinalzahlen. 
Die durch dieses System erfaBten Ordinalzahlen werden ,,konstruktiv“ ge- 
nannt. Wiahrend nun die Cantorschen Prinzipe in der klassischen Mengen- 
lehre eine wohlgeordnete Zahlklasse erzeugen, ist die Klasse K nur partiell 
wohlgeordnet (wegen (5)). Das Bezeichnungssystem ist also nicht eindeutig. 

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, daB die zuletzt erwaihnte Tatsache 
nicht nur eine Eigenschaft des speziellen Bezeichnungssystems K ist, sondern 
aus einem sehr allgemeinen Satz gefolgert werden kann. Dazu ist es zunachst 
nétig, eine Definition der konstruktiven Ordinalzahlen zu finden, die von 
speziellen Ansitzen méglichst unabhangig ist. 


45) Cantor [1], S. 195—199, 329—331. 
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Es wird nur eine méglichst einfache und auf dem konstruktiven Standpunkt 
beruhende Definition in Frage kommen. Dabei ist es klar, da8 man auf nicht- 
konstruktive Klassenbildungen verzichten und von Wohlordnungen ausgehen 
muB. Dem konstruktiven Standpunkt entsprechend beschriinken wir uns auf 
aufzihlbare Wohlordnungen von natiirlichen Zahlen. Die Theorie dieser Wohl- 
ordnungen bildet den Gegenstand unserer Untersuchung. Die durch solche 
Wohlordnungen reprasentierten Ordinalzahlen nennen wir rekursiv; es wird 
sich zeigen, daB diese mit den CHuRCH-KLEENEschen konstruktiven Ordinal- 
zahlen zusammenfalien. 

3.1. Wir definieren die Menge W der aufzihlbaren Wohlordnungen durch 


Definition 1: f ¢ W — f ist eine dreistellige rekursive Funktion, und die durch 
32 (f(x, y,z) = 0) gegebene Relation zwischen x und y ist eine Wohlordnung. 

Ist f ein Element von W, so sprechen wir kurz von der ,,Wohlordnung f*. 
Falls die Wohlordnung f nicht leer ist, laBt sich aus f eine Aufzihlung der 
Paare der Wohlordnung sowie eine Aufzihlung ihres Feldes berechnen®) "). 
Die im klassischen Sinne durch f repriisentierte Ordinalzahl werde mit f be- 
zeichnet. Damit erfassen wir (vgl. 2.2., (2)) mindestens dieselben (und, wie 
sich zeigen wird, genau dieselben) Ordinalzahlen wie CouRCH und KLEENE. 
Wird die Ordinalzahl « erfaBt, so heiBe « rekursiv. Zum Beispiel reprisentiert 
die durch 


n 


yrsmn(x= p™ A y= p. 


definierte aufzihlbare Relation die Ordinalzahl w*. Ein entsprechendes f 
laBt sich nach bekannten Satzen leicht berechnen?’). 


Am n>OA(r<sVr=sAms n))**) 


Satz 1: Ist # eine rekursive Ordinalzahl und « < #, so ist auch « rekursiv. 

Beweis: Der Fall « = f ist trivial. Es sei a < f, f¢ W, f= 6 und a so 
aus dem Felde von f, daB der durch a bestimmte Abschnitt « reprasentiert. 
Dann reprasentiert die aufzihlbare Relation 


32122 (f(z, ¥, 4) = OA Fly, a, %) = OA y+ a) 
die Ordinalzahl «'”). 

Satz 2: Es gibt eine Ordinalzahl 2 der zweiten Zahlklasse, derart, dab 
jedes « < Q rekursiv, jedes § > 2 nicht rekursiv ist. 

Beweis'*): Da W als Menge von natiirlichen Zahlen abziahlbar ist, gibt es 
auch nur héchstens abzahlbar viele rekursive Ordinalzahlen. Die kleinste 
nicht-rekursive Ordinalzahl Q ist also héchstens abzihlbar. DaB sie abzaéhlbar 
ist, ergibt sich aus dem oben gegebenen Beispiel. Alles iibrige folgt aus Satz 1. 

3.2. An eine Wohlordnung lassen sich natiirlich noch weitere konstruktive 
Forderungen stellen. Wir betrachten als ein Beispiel die Vorgdngerberechnung. 
Wir fiihren eine voriibergehende Bezeichnung ein: « heiBe eine v-Ordinalzahl, 


16) p,»= Die n + 1-te Primzahl; d. h. pp= 2. py, hangt rekursiv von n ab. 

17) Ist ein aufzaihlbares Pradikat P,,(z,,..., 2) in dieser Weise durch bekannte re- 
kursive Pridikate und 3-Quantoren gegeben, so wollen wir im folgenden stets ein /, fiir das 
P (24, .+ +5 Xp) <> B2lf (215 -+ ++ Bay 2) = 0), 

als berechnet annehmen. 
18) Vgl. CourncH-KLEEvE [1], S. 14. 


Mathematische Annalen. 127. 10 
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wenn es ein f aus W mit f = « gibt, fiir das gilt: Es gibt eine partiell-rekursive 
Funktion y, derart, daB, falls x aus dem Felde von f ist und einen /-Vorgiinger 
hat, y (x) erklart und gleich diesem Vorgiinger ist. 

Satz 3: Ist # eine v-Ordinalzahl und « < 8, so ist auch « eine v-Ordinalzahl. 

Beweis: Wie fiir Satz 1. 

Die v-Ordinalzahlen bilden also einen Abschnitt der rekursiven. Dariiber 
hinaus gilt 


Satz 4: Die v-Ordinalzahlen fallen mit den rekursiven zusammen. Dies 
folgt sofort aus dem 

Lemma: Zu jedem / aus W lassen sich ein /, aus W (mit dem Felde F,) 
und ein y, berechnen, derart, daB 

(1) i= @-F (also f,2 fi, 

(2) yw, in F, die Vorginger berechnet. 

Beweis: Man ordue jedem x aus dem Felde F von f die Folge p,, p;, p2, . . ..*) 
zu. Dadurch entsteht eine aufzihlbare Wohlordnung /,, die leicht aus / zu 
berechnen ist. Offenbar gilt /,=—-f. Die durch p, (p.**) = pt definierte 
partiell-rekursive Funktion berechnet die Vorginger im Felde F, von f,. - 
Insbesondere gibt es also zu jeder rekursiven Ordinalzahl eine nicht-kleinere 
v-Ordinalzahl, woraus sich mit Satz 3 Satz 4 ergibt. 

Die Forderung der Berechenbarkeit der Vorgiinger ist zwar fiir alle rekur- 
siven Ordinalzahlen (bei Wahl geeigneter W-Reprisentanten) erfiillbar, aber 
nicht fiir alle aufzihlbaren Wohlordnungen. Es gilt 

Satz 5: Es gibt aufzihlbare Wohlordnungen, fiir die kein py, das die Vor- 
ganger berechnet, existiert. 

Beweis: gp zahle eine nicht-entscheidbare Menge M auf’). Ordnen wir M 
der GréBe nach, so ergibt sich eine aufzihlbare Wohlordnung { mit / = o. 
Waren in M durch y die f-Vorgiinger berechenbar, so berechnete » mit yv (x) 
= p(un[y (gp (n)) = x}) in M die f-Nachfolger. Ist k das kleinste Element 
von M, so wire M durch x mit 


7 (0) =k, x(n + 1) = v(x (n)) 


ohne Wiederholungen der GréBe nach aufzihlbar, also entscheidbar, im Wider- 
spruch zur Voraussetzung!™). 

W’ sei die Menge derjenigen aufzihlbaren Wohlordnungen, zu denen ein 
solches p existiert. Wir bilden die Menge W, aller Zahlen o (f, y), wo f aus W’ 
und y eine zugehérige Vorgingerfunktion ist. W, laBt sich nach Satz 4 wie W 
als konstruktives (nicht-eindeutiges) Bezeichnungssystem fiir die rekursiven 
Ordinalzahlen ansehen. W,, hat mehr konstruktive Eigenschaften als W. 

3.3. Um die Zusammenhiinge zwischen den Bezeichnungssystemen W, 
W,, K und ahnlichen Systemen allgemeiner zu erfassen, bilden wir den Be- 
griff des W-Systems: 


1%) Die Existenz von M fulgt aus dem Kierneschen Existenzsatz (vgl. 1.1). 
19a) Dabei ist y so zu wahlen, daB y(k) nicht existiert, was stets méglich ist. 
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Definition 2: [M, 0] heiBe ein W-System, wenn 

(1) M eine Menge von natiirlichen Zahlen ist, 

(2) O eine iiber M erklarte, partiell-rekursive Funktion ist, fiir die 
O (x) € W, falls x ¢ M, 

(3) es zu jeder rekursiven Ordinalzahl « ein 2¢ M gibt mit 0 (x) = «. 

Beispiele : 

(a) Ist ¢ eine identische Funktion (i (x) = 2), so ist [W,i] ein W-System. 

(b) Ist M eine Teilmenge von W, die zu jeder rekursiven Ordinalzahl 
Reprasentanten enthalt, so ist [M, 7] ein W-System. 

(c) [W,, o,] ist ein W-System. 

(d) Man kann eine partiell-rekursive Funktion 9, konstruieren®®), die 
zu jedem x aus K ein f berechnet, das die Wohlordnung R, aufzahlt (vgl. 2.2, 
(2)). Weiter unten werden wir zeigen (Satz 9), daB auch jede rekursive Or- 
dinalzahl K-Reprisentanten besitzt, und haben damit den 

Satz 6: [K, O,].ist ein W-System. 

Fiir W-Systeme gilt der 

Satz 7: Ist [M, 0] ein W-System, so ist M nicht aufzahlbar. 

Hilfssatz: Ist (f,) eine aufzihlbare Folge aus W, so léBt sich ein f aus W 
berechnen, das die geordnete Summe der f,, reprisentiert: f , a 

Beweis: Man ordne jedem z des Feldes F,, von f,, die Zahl ps, ' zu; dadurch 
gehe F,, iiber in F,. Die durch Ubertragung der Wohlordnung f,, von F,, auf 
F’, entstehende Wohlordnung f, ist offenbar zu /, isomorph, aufzihlbar und 
aus f, berechenbar. Auch die Folge der /, ist aufzihlbar. Die f/ lassen sich, 
da ihre Felder paarweise fremd sind, leicht zu einer aufzihlbaren Wohl- 
ordnung f aneinanderfiigen. Der ganze Proze® ist partiell-rekursiv. 

Beweis von Satz 7 (indirekt): [M, ©] sei ein W-System, @ eine Auf- 
zihlung von M. Dann ist /,= O (® (n)) eine aufzih!bare Folge aus W, und 
es gibt nach dem Hilfssatz ein f aus W mit f= Sf,,. ] ist aber 2 = Lim f, 

Si,=f, also Q<f im Widerspruch zu f< 2, nach der Definition von 2 
und Satz 2. 

3.4. Der Begriff des W-Systems ist fiir uns noch zu aligemein. Um weiter 
Aussagen machen zu kénnen, beschrinken wir uns auf ausgezeichnete W- 
Systeme. 

Definition 3: Ein W-System [M, 0] heiBt ausgezeichnet, wenn es eine 
iiber W erklarte, partieli-rekursive Funktion H gibt, die W so in M abbildet, 
daB O (H (2x)) eine (eigentlich) monotone Ordinalzahlfunktion # von Z ist, d. h 

x€W-> O(H (x)) - # (x), 0 monoton”), 

Beispiele : 

(a) [W, <] ist ein ausgezeichnetes W-System (trivial). 

*) Die Konstruktion ist elementar, aber etwas umstandlich und soll hier iibergangen 
werden. 

*1) Man kénnte auch die Funktion H e: plizit hinzunehmen und [M, 9, H] ein ausge- 
zeichnetes W-System nennen. Das ist hier jedoch nicht nétig. 


10* 
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(b) [W,, o,] ist ein ausgezeichnetes W-System mit @ (a) = w- a (vgl. das 


Lemma zu Satz 4). ; 
(c) Ist Wy eine Teilmenge von W, die zu jeder rekursiven Ordinalzahl 

genau einen Reprisentanten enthiilt, so ist [W,,%], wie sich zeigen wird, 

kein ausgezeichnetes W-System (vgl. 6, Corollar 5). Fiir spiteren Gebrauch 


notieren wir 


Satz 8: Ein W-System [M, 0] ist genau dann ausgezeichnet, wenn es 
eine partiell-rekursive, W in M abbildende Funktion H gibt, so daB fiir z, y 
aus W 


< Y= O(H (z)) << O(H(y)), Z= ¥- O(H (z)) = O(H (y)). 








Der Beweis folgt sofort aus der Definition. Gleichzeitig mit Satz 6 beweisen 
wir nun den 

Satz 9: [K, O,] ist ein ausgezeichnetes W-System. 

Beweis: Da die CHuRCH-KLEENE-Ordinalzahlen einen Abschnitt der re- 
kursiven bilden, geniigt es, eine Funktion H der verlangten Art anzugeben, 
um Satz 6 und Satz 9 zu beweisen. Wir beschreiben in mehreren Schritten 
die Berechnung von H (f) aus f; man sieht dann unmittelbar, daB das Ver- 
fahren partiell-rekursiv ist. Dabei gehen wir ganz ahnlich vor, wie in dem 
Beweis fiir das Lemma zu Satz 4: Wir erweitern die Wohlordnung f in iiber- 
sehbarer Weise zu einer Wohlordnung, die alle konstruktiven Eigenschaften 
der K-Wohlordnungen hat. 

Es sei f aus W, F das Feld von f. 

(1) Jedem zx aus F wird die Zahl x + 1 zugeordnet. Es resultiert eine aus / 
berechenbare, zu { isomorphe Wohlordnung /,, deren Feld F, nicht die Zahl 0 
enthilt. 

(2) Zu F, fiigen wir 0 als erstes Element. Es resultiert eine (aus f berechen- 
bare) Wohlordnung f, mit dem Felde F,, fiir die fe =1+f. 

(3) Jedem Element x von F, ordnen wir die Folge p,, p}, pz, . . .1*) zu 
und bilden die geordnete Summe dieser Folgen, im Sinne der Wohlordnung f, 
von F,. Als letztes Element fiigen wir dann noch die | hinzu. Es resultiert 
eine Wohlordnung f, mit dem Felde F,. Fiir f, gilt: 

(I) fp= @-fpt+l=—@+o-f+. 

(II) Das erste Element von F, ist p,= 2. 

(III) Die rekursive Funktion x, definiert durch 

0, falls x = 2, 
x (x) = 2, falls x = 1 oder x eine Primzahl (+ 2) ist, 
1 sonst, 
hat fiir Elemente von F, die Eigenschaft, daB 
0, falls x das f,-erste Element, 
x (x) = 1, falls x ein f,-Nachfolger, 
2, falls x ein f,-Limeselement ist. 

(IV) In F, berechnet die durch y (p%*') = p% definierte partiell-rekursive 

Funktion py die Vorganger. 
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(V) Aus f laBt sich eine zweistellige partiell-rekursive Funktion 1, berech- 
nen, die zu jedem Limeselement z aus F, eine /,-monotone Limesfolge (A, (zx, n)) 
(n = 0,1, 2,...) aufzahlt??). 

(4) Zu f, berechnen wir nun ein s aus K, derart, daB die Wohlordnung 
R, (genauer: @x(s)) zu f, isomorph ist. Dabei benutzen wir eine Idee von 
KLEENE”): 

(a) Nach KLEENE™) gibt es fiir jedes n (n = 1) eine n + 1-stellige partiell- 
rekursive Funktion ®,, derart, daB fiir jede n-stellige partiell-rekursive 
Funktion g 

D(g, 4, - - +» Sq) = GF (4, - « +» Be) 


Daraus erkennt man, daB sich im Sinne dieser Gleichung jede Zahl als (evtl. 
nirgends erklarte) partiell-rekursive Funktion ansehen laBt; d.h. fiir alle 


J, %,.+ +5, gilt: g(a,,..., %,) ist entweder eine wohlbestimmte Zahl oder 
(ebenso wohlbestimmt) nicht-erklart. Es ist also ausgeschlossen, daB etwa 
3(1,2,...,2)=0 und 3(1,2,...,2)=1 berechnet werden. Wir werden 


fortan diese Auffassung zugrunde legen. 
(b) Ist A eine dreistellige, rekursive oder partiell-rekursive Funktion, so 
wollen wir mit ,,[h (x, y, z)],“‘ eine einstellige Funktion bezeichnen, fiir die 


[h (x, y, 2)].(m) = h (x, y, n). 


[h (x, y, Z)], hangt partiell-rekursiv von h, 2, y ab. Im mehrstelligen Fall 
verfahrt man entsprechend. 
(c) Wir bilden die partiell-rekursive Funktion 


g (f, x, z) = wy [x (x) =OAy=1 
Vxe(z)=1A y= 92 (2, v(2)) 
Vxe(z)=2Ay=3: 5 L244 (# Bn), 
Wir setzen g,= [g (f, X, Z)],,, und h,(x) = g,(g;,x). Dann rechnet man leicht 
aus 


1, falls x (x) = 0, 
(*) hy (x) = 24y(¥( | falls x (x) = 1, 
3 - Hla 47 On, falls x (x) = 2. 


Setzt man nun s = H (f) = 247) (1 ist das letzte Element von F,), so ergibt 
sich unter Benutzung von (*) leicht durch Induktion, daB H (f) in K liegt 
und daB @,(H (f)) isomorph zu f, ist. Also Ox(s) = {,= wo + w:f +1=@(f). 
Die Ordinalzahlfunktion # (a) = w + w- «+ 1 ist monoton. Damit ist alles 


#2) Diese Berechnung ist elementar, aber umstaindlich; wir wollen sie daher nur grob 
skizzieren. g sei irgendeine aufzihlbare Wohlordnung. Dann ist (vgl. Anm. 6) aus g eine 
partiell-rekursive Funktion g berechenbar, die zu jedem x aus dem Felde von g eine 
Aufzahlung aller y, die g-kleiner als zx sind, liefert (falls diese Menge nicht leer ist). Hieraus 
laBt sich leicht eine partiell-rekursive Funktion @ konstruieren, die die Wohlordnung g 
relativ zu ihrem Felde entscheidet. Die Funktion 9 gestattet es nun, aus einer Aufzihlung 
aller g-kleineren Zahlen eines g-Limeselementes x eine g-monotone Limesfolge fiir x zu 
gewinnen. 

23) KLEENE [1], S. 154. 
*4) KLEENE [3], Theorem IV. 
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bewiesen. Die Isomorphie zwischen R, und f, wird sogar durch eine partiell- 
rekursive Funktion, namlich durch h, vermittelt. 
3.6. Ist [M, O] ein W-System, so nennen wir x und y aus M isomorph, 








wenn @ (x) und @(y) isomorph sind, also wenn 0 (x) = O(y). Fir ausge- 
zeichnete W-Systeme haben wir nun den 

Hauptsatz: Fiir jedes ausgezeichnete W-System [M, ©] ist die Isomorphie 
relativ zu M nicht elementar-arithmetisch. 

Der Beweis des Hauptsatzes wird erst in 5 geliefert, da wir vorher noch 
ein fiir den Beweis benétigtes, aber auch fiir sich interessantes Lemma iiber 
die elementar-arithmetischen Relationen herleiten wollen. 

§ 4. Das Priifix Uz (,,fiir unendlich viele x‘). Ist P ein zahlentheoretisches 
Priidikat, so bedeute ,,Ux P (x)*‘: Fiir unendlich viele x gilt P (x). Aus einem 
zahlentheoretischen Priadikat lassen sich die U-Prifixe mithilfe von y- und 
3-Prafixen aquivalent eliminieren durch wiederholte Anwendung von 


(a) Ux P (x) wa gy (xs yr Ply)). 


4.1. Fiir uns ist die Eliminierbarkeit der yw- und 3-Prifixe wichtig: 


Lemma: Zu jedem Pridikat der Form Q, 2,...Q,2%,P (x... 2p; 
2,--+, 2%) (wo Q,; fir w oder 3 steht und P rekursiv ist) laBt sich ein aqui- 
valentes Priidikat Uy,,...Uy,,P’(y,,..-,; Ym» %>++ +» %) mit rekursivem P’ 
berechnen. 

Beweis: 


(1) Zusammenfassung von Prifixen*): exp; (z) sei der maximale Exponent, 
mit dem p, in z aufgeht. exp ist eine zweistellige rekursive Funktion. Offen- 
bar gilt fiir beliebiges zahlentheoretisches R 

BS, . « « Syl (Sq, - « oy Se) -> BER (exp, (2), . . -, exp,(z)), 
++ gz R’ (z), 
Wag... Spl (Sq, . - -» Se) > YER (exp, (2), .. + exp,(z)), 
- wz R’ (z). 
R’ ist mit R rekursiv und aus R berechenbar. Wir kénnen daher ohne Ein- 
schrinkung annehmen, daB die Q; abwechselnd 9 und y sind. 

(2) Gegeben sei ein Pridikat J7 P mit alternierendem Prafix. Wir formen 

das Prifix J7 schrittweise in ein U-Prifix um. Beginnt /7 mit 9, so wenden wir 


(b) gx A(x) + Ux A (o,(2)) 

an**). Besteht /7 aus einem Glied wx, so verwenden wir 

(c) wx P(x) Uaywa(xsa-> P(z)), 
- UaP'(a). 


25) Vgl. KLeene [2], Nr. 5. 
*) Wir benutzen hier und im folgenden das SchluBschema 
P (x) =~ R (zx) 
Uz P (x) + Uz R(z), 
sowie die Aquivalenz Uz P (x) /\ A «+ Ux (P(x) /\ A) (x nicht in A), von deren Giiltig- 
keit man sich leicht iiberzeugt. 
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P’ ist nach bekannten Satzen mit P rekursiv. Nehmen wir nun an, daB JJ 
mit Wx gy Wz beginnt. Zunachst haben wir 


(d) Wr ayW2zA (2, y, z) > Uaye (x4 S a>gyyweA (2, y, z)). 

Gilt nun fir a We (x4#sa>gyywzA (2, y,z)), so gibt es zu x=0,1,...,4 
Zahlen Y, ¥,-- + Ya, 80 daB wzA (0, yp, z) A... A WA (a, yg, z). Setzen wir 
q= py .... p¥a, so gilt fiir dieses q Wx (x  a+YzA (zx, exp,(q), z)). Um- 


gekehrt folgt aus der Existenz eines solchen q die Ausgangsformel. Mit (d) 
und (b) erhalten wir so 


(e) V«rayW2A (a, y, z) — Uagqyz (x4 S a+w2A (2x, exp,(q), z)), 

- UaUqyz (x# < a+yzA (2x, exp, (a, (q)), 2)). 
Nach Verschmelzung der beiden aufeinander folgenden w [vgl. (1)] ist das 
Prifix wxyywz in UaUqyz ibergefiihrt. In dieser Weise laBt sich, von 
auBen nach innen fortschreitend, das Gesamtpriafix J7 in ein U-Prifix um- 
wandeln**). Endet /7 mit einem Generalisator, so wird auf diesen schlieBlich (c) 


angewandt. Unmittelbar ergibt sich die 

Folgerung: Jede elementar-arithmetische Menge (Relation) ist definierbar 
durch ein Praidikat der Form Uz,...Uz,P (a, ..., &,) %, + +) %) mit rekur- 
sivem P. 


4.2. Sei nun U,, die Klasse aller Mengen von natiirlichen Zahlen, die durch 
Pridikate der Form Uz,... Uz, P (x, x,,..., %,) mit rekursivem P definier- 
bar sind; U, sei die Klasse der entscheidbaren Mengen. 

Satz 10: Es ist U,= wa. 

Beweis: P (x,y,z) sei ein beliebiges dreistelliges rekursives Pridikat. 
Setzt man 


f (z, 0) = 0, 
f(z," +1) f (z,n) +1, falls gy(ysnA P (f (z, n), y, 2)), 
rs f (z, n) sonst, 


so gilt: f ist eine rekursive Funktion, und fiir jedes z ist der Wertevorrat der 
(nicht-fallenden) Funktion [f (z,™)], genau dann unendlich, wenn wrgy 
P(x, y, z). Also 
wrayP (x, y,z)-- Un (f (z, n) < f (z,n + 1)). 

Es folgt wy © U, und mit Formel (a) wy = U;,. 

Satz 11: Fiir jedes n ist U,, echt enthalten in U,, , ;. 

Beweis: Fiir n = 0 folgt die Behauptung unmittelbar aus dem KLEENEschen 
Existenzsatz!°) (nach Satz 10).” Es sei nun n + 0. 

(1) Es ist stets U,, © U,., (evident). 


(2) Ist fiir ein nm U,,= U,,,, so ist auch fiir jedes m = n U,, = Un 44. 


Beweis durch Induktion: Wir haben zu zeigen: U,.,= U,4,, unter der 
Voraussetzung, daB U,= U,,.,. Es geniigt zu zeigen: U,,,°U,,,. Sei nun M 
aus U,,,9, d.h. 


SEM = Us, .. Ui (SB, Sp. - - Besa) 
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fiir ein geeignetes rekursives P. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es 
ein rekursives P’, so daB 


Uz,.. . U%_r,P (, (2), og (2), 2, - - -» Zaz) * Ut... Ux, P (2, 2, .. ., Le); 
also 
Witte -  U tnrg P (2, igs Bay - - «2 Saeq) -* Urq. .. Vaal” (@ (2, Xe), Sys «+ 05 Me): 


Durch Anwendung des SchluBschemas**) hierauf (beziiglich z,) folgt sofort 


2€ M-Uz,Uz,...Uz, P’ (co (z, 2%), 2%, « - -» Ze); 
also M € U,,,. 

(3) Es gibt kein n, so daB U,= U,,,. Ware nimlich r eine solche Zahl, 
so umfaBte U, (wegen (1), (2) und dem Lemma 4.1) alle elementar-arithmeti- 
schen Mengen. Dann aber wire, wie man leicht sieht, jede elementar-arith- 
metische Menge in der Form wz, 3y, ...W2z,3y,P mit rekursivem P defi- 
nierbar, im Widerspruch zum Existenzsatz*®). 

Die entsprechenden Siatze gelten natiirlich fiir Relationen. 

§ 5. Beweis des Hauptsatzes (3.6). 

5.1. Der Beweis stiitzt sich auf den 


Hiljssatz: Man kann zu jedem m und n (m = 0, n = 1) eine partiell-rekur- 


sive Funktion /, ,, angeben, die zu jedem rekursiven Priidikat P (2,,.. ., : Za, 
Yi,--+> Ym) und zu jedem m-tupel von Zahlen &,,...,k,, eine aufzaihlbare 
Wohlordnung w = f, » (P, k,, . . ., &,) berechnet, fiir die gilt 

(1) w< @", 

(3) © = a -- Uz, ... Ua, P (ay, . . ., Sq, by, « « -» Bend 

Beweis: Seien m, n und die k,, . . ., k,, fest vorgegeben. Die n-tupei natiir- 


licher Zahlen reprisentieren, lexikographisch angeordnet, die Ordinalzahl w”. 
Diese Wohlordnung ist aufzaihlbar (sogar entscheidbar). Beschrinken wir 
uns nun auf die n-tupel, auf die das Pridikat P (die letzten m Stellen fest- 
gehalten) zutrifft, so erhalten wir eine ebenfalls aufzihlbare Wohlordnung, 
w, die eine Ordinalzahl # < w" repriisentiert. w ist genau dann = w", wenn 
ere tg ee | 

5.2. Durchfiihrung des Beweises. 

(1) Wir beweisen den Satz zunichst fiir W, und zwar indirekt: Ange- 
nommen, es gibe ein elementar-arithmetisches Pridikat A (x, y), fiir das gilte 


x, y€ W(z% = ¥ + A (2, y)). 
Nach dem Lemma 4.1 (Folgerung) gilt dann fiir ein geeignetes n und ein ge- 
eignetes rekursives P 
A (z, y) o> Uz, ... U2, P (a, . . .; Sq %, ¥). 

Nun sei B (z,, ..., 2,44, 2) ein beliebiges n + 2-stelliges rekursives Priidikat 
und /,,;,,; die nach dem Hilfssatz 5.1 gebildete partiell-rekursive Funktion. 
Setzen wir u (z) = f,+;,; (B, z), so gilt fiir alle z: u (z) € W, u(z) < w™*!. Uy sei 
eine feste aufzihlbare Wohlordnung mit %= w"*! (ein solches u, laBt sich 
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leicht konstruieren). Dann gilt nach dem Hilfssatz 


Ua, . +. Urs, B (ay, . . ., Luaq, 2) > & (Zz) = wo! 


also 

Uz, ... U2... B (a, . . -» Sasq, 2) > Uz, ... Ua, P (ay, . . ., Sqp% (2), MH). 
Nach Satz 11 '4Bt sich nun B so wihlen, daB die durch Uz, ... Uz,,, B(x, ..., 
%n+, 2%) definierte Menge nicht in U, liegt, im Widerspruch zu der letzten 
Aquivalenz. Damit ist der Satz fiir W bewiesen. 

(2) Die Ubertragung auf die ausgezeichneten W-Systeme ist evident: 
M, ©} sei ein ausgezeichnetes W-System, H eine entsprechende Funktion, 
dann gilt nach Satz 8 fiir z, y aus W 

z= y ~~ O(H (x)) = O(H (y)). 

Damit lieBe sich die Isomorphie fiir W elementar-arithmetisch definieren, 
falls sie fiir M elementar-arithmetisch wiire. Also ist sie auch nicht fiir M 
elementar-arithmetisch. Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 

§ 6. Folgerungen aus dem Hauptsatz. 


Corollar 1: Ist [M, 0] ein ausgezeichnetes W-System, so sind auch die 











durch @ (x) << O(y), O (x) < O (y) definierten Relationen zwischen x und y 
relativ zu M nicht elementar-arithmetisch, da sich nach 


9 (x) = O(y) + ~ O (2) < O(y) A ~ Oy) < O(a), 


O (x) = O(y) - O(z) < Oly) A Oly) Ss O (z) 
die Isomorphie mit ihnen definieren lieBe. 
Corollar: 2 Da die durch 0 (x) = O (y), 0 (x) ‘ 0 (y), O (x) < Oy) de- 
finierten Relationen nicht relativ elementar-arithmetisch sind, so sind sie es 
erst recht nicht absolut. 








Corollar 3: Da [K, Ox] ein ausgezeichnetes W-System ist, gilt der Haupt- 
satz mit den Corollaren 1 und 2 natiirlich auch fiir K. Betrachtet man den 
Beweis fiir W und die Ubertragung auf K (@ (a) = w + w-a + 1), so sieht 
man, daB dabei nur Wohlordnungen f mit f < w” benutzt werden. Der Haupt- 
satz gilt also fiir W und K verschirft: Die Isomorphie ist bereits nicht- 
elementar-arithmetisch fiir solche ,,Abschnitte‘’ von W bzw. K, die alle Re- 
prasentanten < w® enthalten. 

Corollar 4: Die (klassische) Funktion, die die Felder isomorpher aufzahl- 
barer Wohlordnungen isomorph aufeinander abbildet, ist im allgemeinen nicht 
partiell-rekursiv. 

Beweis: Ware die Abbildungsfunktion stets partiell-rekursiv, so lieBe sich 
die Isomorphie, wie folgt, elementar-arithmetisch definieren: ,,[h, x, y}“ be- 
deute: Die partiell-rekursive Funktion h ist fiir x erklart, und es ist h (x) = y 
(vgl. den Beweis von Satz 9, (4a)). Die Relation [h, x, y] ist nach bekannten 
Satzen**) aufzihlbar. Schreiben wir noch kurz F(z, y), G(x, y) fiir gz 
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(f (x, y, z) = 0), Az (g (x, y, z) = 0), so haben wir fiir f, g aus W 


j=9- ~ghiwry (F(x, x) AF(y, y)>quv({h, x, ul A fh, y, vo] A( F(x, y) 
~> G(u, v)))) A wulG (u, u) + gx ({h, x, u] AF (x, x)))), 
~-J (f, 9). 
Aus J (/,g) lieBe sich leicht eine elementar-arithmetische Definition der Iso- 
morphie gewinnen*’), entgegen dem Hauptsatz. 

Entsprechend laBt sich zeigen, daB die Abbildungsfunktion im allgemeinen 
nicht einmal elementar-arithmetisch ist [die (klassische) Funktion C heiBt 
elementar-arithmetisch, wenn die Relation C (2) = y elementar-arithmetisch 
ist ]. 

Corollar 5: Es gibt kein ausgezeichnetes W-System [M, 0], bei dem die 
Menge M zu jeder rekursiven Ordinalzahl nur einen Reprisentanten enthielte. 
Ware namlich [M, ©] ein solches System, so wiire die Isomorphie relativ 
zu M sogar entscheidbar, da sie mit der Gleichheit zusammenfiele. 

§ 7. Ist ,,aufzihlbare Wohlordnung“ ein konstruktiver Begriff? M.a. W.: 
Ist die Menge W elementar-arithmetisch ? Diese Frage miissen wir offen lassen, 
wollen aber ein Teilresultat angeben: 

Satz 12: Falls W tiberhaupt elementar-arithmetisch definierbar ist, so ist 
dazu mindestens das Prifix wyw erforderlich. (Oder aquivalent hiermit: 
W liegt nicht in gw3). 

Beweis: P (x,y,z) sei ein beliebiges dreistelliges rekursives Pradikat. 
Jedem x ordnen wir (bei fest gedachtem z) die Menge der y mit P (z, y, z) 
zu und ordnen diese absteigend: u kommt vor v, wenn v < uw. Wir erhalten so 
zu jedem z eine aufzahlbare Ordnung a, ,, die natiirlich rekursiv von z abhingt. 

Die Folge ao ,, a; ., . . . ist aufzihlbar. Wir kénnen daher nach dem Hilfs- 
satz zu Satz 7 (vgl. 3.3) (der sich ohne weiteres auf aufzihlbare Ordnungen 


iibertragen laBt) einen Reprisentanten b, der geordneten Summe der a 


n. Zz 





berechnen: b,= 2a, ,. 6, ist eine aufzihlbare Ordnung, b, ein Ordnungstyp. 
Dann gilt fiir alle z: 6, ist genau dann eine Wohlordnung, wenn alle a, , Wohl- 
ordnungen sind, d. h. wenn die Felder aller a, , endlich sind. Also 


wz ~ UyP (2, y,z)~ 6,€ W. 


Bei geeigneter Wahl von P liegt die durch wx ~ UyP (z, y, z) definierte 
Menge nicht in 3W J, wie sich aus dem KLEENEschen Existenzsatz!®) und 
Satz 10 ergibt. Da 6, rekursiv von z abhangt, kann also auch W nicht in gwq 
liegen. 

Corollar: Die Menge K der CuurcH-KLEENE-Wohlordnungen (vgl. 2.2) 
liegt ebenfalls nicht in gwq. 

Beweis: Man betrachte das im Beweise von Satz 9 (1), (2), (3) beschriebene 
Erweiterungsverfahren fiir aufzihlbare Wohlordnungen. Dieses Verfahren 


*”) ZweckmaBig unter Benutzung des KLeEneschen 7'-Pridikates und der Funktion U, 
vgl. KLEENE [3], Theorem IV. 
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laBt sich, wie man unmittelbar sieht, auch auf aufzihlbare Ordnungen an- 
wenden. /’ sei die in dieser Weise aus der Ordnung f berechnete Ordnung. — 
Nun la8t sich W, wie folgt, mit Hilfe von K definieren (zu J (x, y) vgl. 6. Co- 
rollar 4. Vergleiche auBerdem 3.3 und den Beweis von Satz 9, (4c)): 


f¢ W = (1) f ist eine aufzihlbare Ordnung und 
(2) BR(kKE KAJ (f', Ox(k))). 


Man zeigt leicht, daB (1) wy-definierbar ist?”). Nimmt man nun an, daB K 
in 3Wq liegt, so ergibt eine etwas umstindliche, aber ganz elementare Rech- 
nung?’), daB dann (2) 3Wg-definierbar wire. Aus K ¢ gwq folgte daher 
W € 3W3, was Satz 12 widerspriiche. Also liegt K nicht in gw **) 2°). 


*8) Herr KLEENE hat den Verfasser bereits vor Abfassung der vorstehenden Arbeit 
auf einen Irrtum im Beweisgang seines Theorems 1 in KLEENE [2] aufmerksam gemacht. 
Durch das Corollar zu Satz 12 ist das Theorem widerlegt. Vgl. auch KLEENE [5], 8S. 527. 

2°) Man erkennt, daB sich der Beweis auf eine ganze Reihe von ausgezeichneten W- 
Systemen (mit geeigneten H, vgl. 3.4) iibertragen laBt. Der Verfasser weiB jedoch nicht, 
ob der Satz fiir alle ausgezeichneten W-Systeme gilt. 
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Untersuchungen iiber ausgeartete 
meromorphe Abbildungen. 
Von 
Water Tar in Bonn. 


Einleitung. 

In den Arbeiten T 1 und T 2*) hat der Verf. eine Methode zur Untersuchung 
von ausgearteten meromorphen Abbildungen analytischer Mannigfaltigkeiten 
entwickelt. In T 2 wird gezeigt, daB aus analytischer Abhaingigkeit von mero- 
morphen Funktionen unter bestimmten Voraussetzungen algebraische Ab- 
haingigkeit folgt. Offen blieb die Frage nach den Bedingungen, unter denen 
diese Voraussetzungen erfiillt sind. Dieses Problem wird im ersten Teil der 
vorliegenden Arbeit untersucht. Eine meromorphe Abbildung, welche die in 
T 2 eingefiihrten Eigenschaften besitzt, wird ,,Normalfall’‘ genannt. Bewiesen 
wird, daB der Normalfall immer dann vorliegt, wenn der Durchschnitt der 
Unbestimmtheitsmannigfaltigkeiten nicht spezielle Eigenschaften hat (vgl. 
Nr. 2.5., Satz 1). 

In der Arbeit T 3*) wird die Menge der singuliren Bildpunkte einer mero- 
morphen Abbildung in einem Punkte untersucht. Diese Menge ist algebraisch. 
Es zeigt sich nun, daB die Eigenschaften der Menge der singuliren Bildpunkte 
eng mit den in der Arbeit T2 behandelten Abbildungsfragen zusammen- 
haingen. Dann und nur dann liegt der Normalfall vor, wenn die Menge der 
singularen Bildpunkte der meromorphen Abbildung A, (A,,) der ganze (z),- 
Raum ist. Unter Verwendung der Ergebnisse von T 1 und T 3 erhalten wir 
einen neuen Beweis eines der Hauptsitze der Arbeit T2. Dieser Beweis 
deckt folgenden Grund fiir das Ergebnis auf: Es kommt darauf an, die alge- 
braische Abhangigkeit, welche zwischen den singuliren Bildpunkten nach T 3 
besteht, in die Umgebung des Unbestimmtheitspunktes fortzusetzen, und zwar 
auf solchen analytischen Kurven, auf denen die Abbildungsfunktionen kon- 
stant sind. Durch diese Erkenntnis wird eine Verallgemeinerung der Ergeb- 
nisse von T 2 erméglicht. Der Begriff des Normalfalles wird verallgemeinert, 
(vgl. Definition II, Nr. 4.1.). Auch im verallgemeinerten Normalfall folgt aus 
analytischer Abhingigkeit von meromorphen Funktionen algebraische Ab- 
hingigkeit (vgl. Satz 4, Nr. 4.2.). Wir nennen einen singuliren Bildpunkt 
konstant erreichbar, wenn es eine analytische Kurve gibt, welche durch die 
meromorphe Abbildung auf diesen Punkt abgebildet wird. Im verallgemeiner- 
ten Normalfall ist jeder singulire Bildpunkt konstant erreichbar oder Hiu- 
fungspunkt von konstant erreichbaren singuliren Bildpunkten (vgl. Satz 5, 


Nr. 4.3.). AnschlieBend wird die Struktur der Menge der konstant erreic! 


*) Val. Literaturverzeichnis, Seite 161. 
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baren singuléren Bildpunkte einer meromorphen Abbildung geklirt; ihre ab- 
geschlossene Hiille ist algebraisch (vgl. Satz 6, Nr. 4.4.). Es wird ein Verfahren 
zur Berechnung aller konstant erreichbaren singulairen Bildpunkte angegeben 
und an Beispielen erliutert. Wenn die Menge der konstant erreichbaren sin- 
guliren Bildpunkte von A,(A,,) nicht leer ist, gibt es analytische Teilmannig- 
faltigkeiten von A,,, derart, daB jede von (z), analytisch abhingige mero- 
morphe Funktion auf diesen eine algebraische Funktion von (z), ist. Zum 
SchluB wird darauf hingewiesen, daB eine vollstaéndige Klirung der Fragen 
der meromorphen Abbildungen eine Untersuchung der Menge der singularen 
Bildpunkte, die zu analytischen Mannigfaltigkeiten von Unbestimmtheits- 
punkten gehéren, erfordert. Dieses Problem wird der Verf. in einer weiteren 
Arbeit: ,, Die Struktur der Menge der singuliren Bildpunkte einer meromorphen 
Abbildung* lésen. 


§1. Definitionen und friihere Ergebnisse. 


1.1. Die im Punkte O, (x), = (0),, irreduzible, m-dimensionale analytische 


Mannigfaltigkeit 4,, werde durch die Gleichungen: 


m 
(1) y,(x) = 0, yu l,...,N 
gy, analytisch in O, definiert. 


Die Funktionen: 
P, (x) 


~ 
~~ 


ear kr 


seien meromorph in O, p;,q; analytisch in O. Fiir keinen Wert von j sollen 
p;(x) und q,(x) auf A 
Die meromorphe Abbildung (2) von 4 


gleichzeitig identisch verschwinden. 


m 
m werde mit A,(A,,) bezeichnet. 
1.2. Es sei 2@)(z) eine im Punkte {O,z°} irreduzible analytische Mannig- 
faltigkeit, die eine kanonische Darstellung der folgenden Art besitzt: 
(y),= L(x), sei eine nicht ausgeartete lineare Transformation der Va- 
riablen (2),. 
A (Yo +1/(Y),> (2x) = 9 


Gi (You (Yo > (2) x) , 
H’(y, .1/(Wo> x) ’ od lew, 
oH 


OYo+1 


Yo i 
H’ 


Beziiglich der Eigenschaften der Funktionen H und G; vgl.T 2, Definition I. 
Dann werde folgende Ausdrucksweise gebraucht: 2 (z) haingt parametrisch 
von (z), ab. 


1.3. Es sei (@), das folgende System von analytischen Gleichungen: 


y, (x) =0,v=1,...,2 V, vgl. (1), 


(G); . 
q;(x)-2;— p,(z) =0,j=1,...,k. 
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of sei eine (isolierte) Lésungsmannigfaltigkeit') von (G@),, die parametrisch 
von (z) abhinge. Sie gehért zu einer der folgenden Klassen: 

Klasse I. Auf 2 (z) verschwinden fiir einen Wert von j gleichzeitig p, (x) 
und q; (x) identisch. 

Klasse II. 2°) (z) enthalt nicht die lineare Mannigfaltigkeit {O,z} des 
{x, z}-Raumes. 

Klasse IIT. 2 (z) gehért nicht zu Klasse I und enthilt die lineare Mannig- 
faltigkeit {O, z} des {x, z}-Raumes. 

Bemerkung. Wenn 2 (z) zur Klasse III gehért, ist 9 > 0; im Falle 9 = 0 
miiBte nimlich eine in {O, z°} irreduzible, analytische Mannigfaltigkeit, welche 
{O, z} enthalt, mit {O, z} zusammenfallen. 

1.4 Der Hilfssatz 4 in der Arbeit T 2 gestattet folgende Verallgemeinerung, 
deren Beweis wie bei dem zitierten Satze erfolgt: 

Hilfssatz 1. Es sei Q(z) eine im Punkte {O, 2 irreduzible anal ytische 
Lésungsmannigfaltigkeit des Gleichungssystems (G@),, vgl. Nr. 1.3; 2@ (z) ge- 
hére nicht zur Klasse I. Es ist dann 9 = m—k. Es gibt in beliebiger Nahe 
m von QL) (z) iiberdeckt wird. 
Darunter ist folgendes zu verstehen: In der Umgebung des reguliren Punktes 
{(x), (z4)} (vgl. Definition I, T 2), werde 2(z) durch konvergente Potenz- 
reihen beschrieben : 


von O Punkte (x) auf A,,, deren Umgebung auf A 


(1) (Y)n L(x), (vgl. Nr. 1.2.), Yo t (CY), > (2x) » 


St Bynnes n—-o. 
Dann ist der Rang der Funktionalmatrix: 
(me 
\ 02; : 
in bezug auf identisches Verschwinden der Determinanten gleich k. Noch 
anders formuliert: Es gibt k Variablen: y,.,,,.--, Yo 4 4,» derart, daB keine 


¢=1,...,8—@,j=l,...,8, 


Funktion Q (¥;,---. Ygs Yor a> Yotayr ++» Yes 4,) existiert, die in einem Punkte 
{(y),» Se 4} analytisch ist und auf 2 (z) [vgl. (1)] identisch ver- 
schwindet (vgl. T 2, loc. cit.). 

1.5. Besonders einfache Verhiltnisse liegen vor, wenn eine Lésungsmannig- 
faltigkeit von (@), der Klasse III (vgl. 1.1. und 1.3.) vorhanden ist. Dieser 
Fall wurde in der Arbeit T 2 naiher untersucht. Um eine kurze Ausdrucksweise 
zu haben, definieren wir: 

Definition I. Die meromorphe Abbildung A,(A,,) sei Normalfall, wenn 
die Gleichungen (G@), eine Lésungsmannigfaltigkeit der Klasse III besitzen (vgl. 
Nr. 1.1. und Nr. 1.3.). 

Wie in der Einleitung erwahnt, gilt es, Bedingungen fiir das Eintreten des 
Normalfalles aufzustellen. 


1) Jede in dieser Arbeit vorkommende Lisungsmannigfaltigkeit des Systems ((@), sei 
isoliert, d. h. sie gehére nicht zu einer anderen Lésungsmannigfaltigkeit von (@),. 
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§ 2. Bedingungen fiir den Normalfall. 


2.1. Hilfssatz 2. A,(A,,) sei eine meromorphe Abbildung von A,, und der 
Normalfall. Dann ist der Rang von A,(A,,) auf A,, (vgl. T 2, Definition III) 
gleich k. 

Beweis. Unmittelbare Folgerung aus Hiifssatz 1. 

2.2. Hilfssatz 3. A,(A4,,) sei eine meromorphe Abbildung von A,,. 2 (z) 
sei eine im Punkte {O, 2°} irreduzible analytische Lésungsmannigfaltigkeit des 
zu A,(A,,) gehdrenden Systems (G), (vgi. Nr. 1.3). 2@(z) hinge parametrisch 
von (z) ab. Q(z) ist dann und nur dann unabhiingig von z,, wenn 2@ (z) den 
Gleichungen : 

(1) P(x) = 9, g, (x) = 0 
gen iigt. 

Beweis. 1. Wenn 2 (z) unabhingig von z, ist, ist die Norm von q,:z,— p, 
beziiglich 2 (z) ein Polynom von z,, das identisch verschwindet, weil 2@ (z) 
der Gleichung ¢,°2z,— p,= 90 geniigt. Zu den Koeffizienten dieses Polynoms 
gehéren die Normen von p, und q, beziiglich 2@(z), die also auch =0 sind. 
Daraus folgt, daB 2) (z) den Gleichungen (1) geniigt. 

2. Die Umkehrung ist klar (vgl. FuBnote Nr. 1.3.). 


Folgerung. Eine Lésungsmannigfaltigkeit des Systems (@),, die para- 
metrisch von (z) abhangt, gehort dann und nur dann zu den Klassen II oder IIT, 
wenn sie von allen Parametern (z), abhangt. 


2.3. Hilfssatz 4. A,(A,,) sei eine meromorphe Abbildung der m-dimen- 
sionalen analytischen Mannigfaltigkeit A,,. © (z) sei eine im Punkte {O, z°} 
irreduzible Lésungsmannigfaltigkeit des zu A,(A,,) gehérenden Systems (G@),. 
2 (z) héinge parametrisch von (z) ab. Q(z) sei unabhiingig von z,,, 23,,---; 24° 


Dann besitzen die Gleichungen : 


i] 


—— N_ (vgl. Nr. 1.1.), 


(2) gy, (x)= 90 
‘ Pi, (x) = 9, qa,(z)=9, a=l1,...,a, 
im Punkte O eine Lésungsmannigfaltigkeit der Dimension => m — a. 


Beweis. 1. Diejenigen Parameter (z), von welchen 2@(z) abhangt, seien 


Zu,» Zyugr ss +> yy» + b =k. Es seien A, die meromorphe Abbildung: 
carl Pug”) wary ' 
8 Wy,(2) - 
und (@), das Gleichungssystem: 
: y,(x) = 0, pe bh sc, 
(3) ug () * Zug — Pug() = 9, Say, 3 


Die Mannigfaltigkeit 2@ (z) werde durch Elimination aus der Lésungsmannig- 
faltigkeit M (z), des Systems (@), und den Gleichungen: 


(4) qa, (*)* 21, — Pa, (2) = 9, a=1,...,a, 


~u 


gewonnen. Da 2@(z) von den Parametern z - abhingt, gilt dasselbe von 
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mM” (z),. Nach Nr. 2.2, ist diese Mannigfaltigkeit entweder von Klasse II 
oder III. Fiir ihre Dimension o gilt daher o = m— b (vgl. Hilfssatz 1, 
Nr. 1.4.). Da bei jedem Eliminationsschritt die Dimension um_héch- 
stens | erniedrigt wird und entsprechend den a Gleichungen (4) a Eliminations- 
schritte von M (z), zu LQ (z) fiihren, ist: 


(5) o=ja-—-a=m-—a-—b. 


2. Die Elimination zur Berechnung von 2(z) kann folgendermaBen ge- 
leitet werden: Da die Mannigfaltigkeit 2@(z) von den Parametern Zz, unab- 
hingig ist, geniigt sie nach Hilfssatz 3 dem Gleichungssystem (2). Unter den 
in O irreduziblen Lésungsmannigfaltigkeiten von (2) ist daher eine Mannig- 
faltigkeit 6, mit der folgenden Eigenschaft: Betrachten wir die Abbildung A, 
auf 6,, so stimmt eine Lésungsmannigfaltigkeit des zugehérigen Systems (G’), 
mit 2“ (z) iberein. Fiir die Dimension t von 4, gilt dann t = 0 + 6. Aus der 
Ungleichung (5) folgt jetzt: tr => m — a. 

2.4 Satz 1. A,(A,,) sei eine meromorphe Abbildung der m-dimensionalen 
analytischen Mannigfaltigkeit A,,. Die Abbildung A, (A,,) set nicht der Normal- 


m-* 


fall (vgl. Definition I, Nr. 1.5). Dann gibt es ein System von Indizes i,,..., Aq 
(a = 1), derart, daB die Gleichungen: 

9, (z)=90, vel,...,/ N, (vgl. Nr. 1.1.), 

Pi (z)=9, g(x) = 0, ey eee 


im Punkte O eine Lésungsmannigfaltigkeit der Dimension = m — a besitzen. 

Beweis. 1. Nach Satz 2 in T 2 besitzt das System (@), fiir allgemeines (2°) 
im Punkte {O, z°} Lésungsmannigfaltigkeiten, die parametrisch von (z) ab- 
haingen. Auf diesen Mannigfaltigkeiten liegt die lineare Mannigfaltigkeit 
{O,z}. Da nach Voraussetzung keine von ihnen zur Klasse III gehdrt, ist 
wenigstens eine in Klasse I vorhanden: 2 (z). 

2. 2 (z) ist von wenigstens einem Parameter z, unabhingig (vgl. Folge- 
rung aus Hilfssatz 3, Nr. 2.2.). Aus Hilfssatz 4, Nr. 2.3. folgt die Behauptung. 

2.5. Satz 1 zeigt, daB der Fall meromorpher Abbildungen, die nicht der 
Normalfall sind, im folgenden Sinn speziell ist: Unter den meromorphen Funk- 


tionen z,; sind Funktionen z,, .. +> Zays deren Unbestimmtheitsmannigfaltig- 


keiten auf A,, eine mindestens m — a dimensionale analytische Mannigfaltigkeit 
gemeinsam haben. Als ,,allgemeinen“ Fall wird man den ansprechen, bei dem 
der Durchschnitt von a Unbestimmtheitsmannigfaltigkeiten auf 4,, die Dimen- 
sion m — 2-a besitzt, entsprechend der Tatsache, daB die Unbestimmtheits- 
mannigfaltigkeit jeder Funktion z; durch zwei analytische Gleichungen be- 
stimmt wird. 


§ 3. Singulire Bildpunkte einer ausgearteten 

meromorphen Abbildung im Normalfall. 
3.1. A,(A,,) sei eine meromorphe Abbildung der m-dimensionalen analyti- 
schen Mannigfaltigkeit 4,,. Der Punkt O sei Unbestimmtheitspunkt von 
A,(A,,). Die Bildpunkte von O werden als Limespunkte der Folgen von Bi d- 
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punkten gewohnlicher Punkte auf 4,, (d. h. solcher Punkte, die keine Unbe- 
stimmtheitspunkte von A, sind) bestimmt. In der Arbeit T 3 wird die Menge 
der singularen Bildpunkte eines Unbestimmtheitspunktes untersucht. Ein 
Hauptergebnis lautet: Die Menge der singuliren Bildpunkte von A,(A,,) im 
Punkte O ist eine algebraische Mannigfaltigkeit (vgl. T 3, Satz 9). 

Satz 2. Die meromorphe Abbildung A,(A,,) der analytischen Mannig- 
faltigkeit A,, ist dann und nur dann Normalfall, wenn die Menge der singuliren 
Bildpunkte von A,(A,,) im Punkte O der ganze (z),-Raum ist. 

Beweis. 1. A,(4,,) sei Normalfall. Dann besitzt das System (@), (vgl. 
Nr. 1.3.) fiir allgemeines (z°) im Punkte {O, z°} eine Lésungsmannigfaltigkeit 
F—» (z) der Klasse III (vgl. Nr. 1.3.). Nach den Uberlegungen im Beweise 
von Satz 2, T.3, Nr. 2.2., erhalten wir singulire Bildpunkte von O, wenn 
wir in F(™—* (z) die Variablen (z),,= (0),, setzen. Nun enthalt F*"—” (z) die 
lineare Mannigfaltigkeit {O,z}. Daraus folgt, daB es eine Umgebung von (z®) 
im (z)-Raum gibt, die aus singularen Bildpunkten besteht. Da die Menge der 
singuliren Bildpunkte algebraisch ist, muB sie der ganze (z)-Raum sein. 

2. Die Menge der singuliren Bildpunkte von A,(A,,) in O sei der ganze (z)- 
Raum. Nach Satz 2, T.2, Nr. 1.3., gilt fiir allgemeine (z°): Die Lésungs- 
mannigfaltigkeiten des Systems (@), in {O, z°} hingen parametrisch von (z) ab. 
Nach T 3, Nr. 2.2, muB unter diesen eine solche sein, auf der fiir keinen Wert 
von j gleichzeitig p,(x) und qg;(z) identisch verschwinden, und welche die 
lineare Mannigfaltigkeit {O, z} enthalt. Das ist gerade die Behauptung. 

Folgerung. Der Rang der meromorphen Abbildung A,(4,,) auf A,, sei < k. 
Dann ist die Menge der singuliren Bildpunkte von A,(A,,) im Punkte O nicht 
der ganze (z),-Raum. Zum Beweise benutze man Hilfssatz 2, Nr. 2.1. und Satz 2. 

3.2. Unter Verwendung der Ergebnisse der Arbeiten T1 und T3 ergibt 
sich ein neuer Beweis des Hauptsatzes II der Arbeit T 2. 

Satz 3. Die meromorphe Abbildung A,(A,,) der analytischen Mannig- 
faltigkeit A,, sei der Normalfall (vgl. Definition /). 

w sei eine im Punkte O meromorphe Funktion, die auf A,, nicht vollstindig 
unbestimmt und nicht = ist, (vgl. T 2, Nr. 2.1. und Hilfssatz 1, Nr. 2.2). 
w hinge auf A,, analytisch von (z), ab. Dann besteht auf A,, zwischen w und (z), 
eine algebraische Relation. 


m 


Beweis. 1. Nach Nr. 3.1. ist die Menge der singuliren Bildpunkte der 
urch die k + 1-Funktionen z,,..., 2, und w bestimmten meromorphen Ab- 
oildung A,.,(A,,) eine algebraische Mannigfaltigkeit der Dimension S k. 

2. Es sei F™—* (z) eine Lésungsmannigfaltigkeit des Systems (@), mit den 
folgenden Eigenschaften: 

a) F(™—*) (z) gehére zur Klasse III, (vgl. Nr. 1.3.). 

b) Es gebe eine Umgebung Z(z®) des Punktes (z°) derart, daB F(™ ~” (z) 
fiir alle (z’) aus Z (z®) in den Punkten {O, z’} irreduzibel ist. Die durch eine 
beliebige Spezialisierung (z) = (2’) < Z(z°) aus F’" ~~” (z) entstehende analyti- 
sche Mannigfaltigkeit F(" —” (z’) sei im Punkte 0 irreduzibel und bestehe nicht 
nur aus Unbestimmtheitspunkten von A,(4,,). In der Arbeit T1 wird 
11 
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bewiesen, daB Punkte (z°) und Umgebungen Z(z®) mit den angegebenen Eigen- 
schaften existieren (vgl. hierzu besonders T 2, Nr. 3.2.). In der Arbeit T 2 
werden derartige F("~*" (z) ,, Fasermannigfaltigkeiten‘ genannt. 

3. Weil w auf A,, analytisch von (z), abhingt, geniigt w auf F™~ (z) einer 
Gleichung: w = f (z)/g (z), wobei f (z) und g (z) in Z (z®) analytisch sind (vgl. 
T 2, Nr. 2.4. und Definition II, Nr. 2.3.). Ohne Einschrinkung der Allgemein- 
heit diirfen wir g (z) = 1 in Z (z®) voraussetzen, so daB also w in Z (z®) ana- 
lytisch in (z) ist. Man greife nimlich — falls nétig — ein Teilgebiet von Z (z®) 
heraus; dieses besitzt auch die Eigenschaft b). 

4. Nach Hilfssatz 1, Nr. 1.4., gibt es in beliebiger Nahe von O Punkte (z') 
mit einer Umgebung U (z") auf A,, , die von F™~* (z) tiberdeckt wird. Nach 3. 
geniigt w in U (x') der analytischen Gleichung w = f (z). 

5. Wegen der Eigenschaften von Z (z°) (vgl. 2. b) gilt: Bei jeder Spe- 
zialisierung (z) = (2’) € Z (z®) entsteht aus F’"~*"(z) eine analytische Mannig- 
faltigkeit F°"—")(z’), die im Punkte O irreduzibel ist und auf der fiir keinen 
Wert von j,j = 1,..., k, gleichzeitig p, (x) und q,;(z) identisch verschwinden 
Auf F™—"(z’) besitzt die Funktion w den konstanten Wert w’ = f(z’). Da 
die Dimension m — k von F(z’) > 1 ist, ist der Punkt {z’, w’} singularer 
Bildpunkt der meromorphen Abbildung A,,,(A,,) (vgl. 1.). Daher besteht die 
analytische Flache w = f(z) im {z, w}-Raum aus singuliren Bildpunkten von 
Ax +1(4,) in O. Nach 1. gibt es eine algebraische Hyperfliche im {z, w}-Raum, 
welche diese analytische Flache ganz enthalt. Ihre Gleichung sei DB (z, w) = 0; 
iibrigens ist wegen 1. DB (z,w) +0. Es gilt dann also: B (z, f (z))=0. Es 
besteht also in der Umgebung U (z') auf A,, zwischen w und (z) die algebrai- 
sche Relation DB (z,w) = 0. Durch analytische Fortsetzung beweist man die 
Giiltigkeit dieser Gleichung auf der ganzen Mannigfaltigkeit A,,. Damit ist 
Satz 3 bewiesen. 


§ 4. Der verallgemeinerte Normalfall. 


4.1. Der Grundgedanke des Beweises von Satz 3 liegt darin,die Funktions- 
beziehung zwischen w und (z), die in einem Gebiet auf A,, gilt, auf analyti- 
schen Teilmannigfaltigkeiten von A,,, auf denen die (z) konstant sind, bis 
in den Punkt O hinein fortzusetzen. Wenn A,(A,,) nicht der Normalfall ist, 
ist diese Fortsetzung nicht méglich, da die Menge der singuliren Bildpunkte 
in O dann < k — 1-dimensional ist und es also zu allgemeinem (z) keine 
analytische Kurve auf A,, gibt, auf der die (z) konstant sind und die nicht aus 
Unbestimmtheitspunkten von A,(A,,) besteht. Diese Uberlegungen legen die 
folgende Erweiterung unserer Untersuchungen auf meromorphe Abbildungen, 
die nicht der Normalfall sind, nahe: 


Definition II. Es sei A,(A,,) eine meromorphe Abbildung der analytischen 


Mannigfaltigkeit A,,. Die Abbildungsfunktionen z,, ,.., 2, sollen auf A,, den 
algebraischen Gleichungen : 
(1) G,(z)= 0, A=1,...,4, 


geniigen, die eine irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit G definieren. Die 
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Menge der singuliiren Bildpunkte von A,(A,,) im Punkte O stimme mit © iiber- 
ein. Dann werde A,(A,,) verallgemeinerter Normalfali genannt. 

4.2. Die meromorphe Abbildung A,(A,,) sei der verallgemeinerte Normal- 
fall (vgl. Definition II). Die Dimension der algebraischen Mannigfaltigkeit © 
der singularen Bildpunkte sei 9. Es bedeutet keine Einschrinkung der All- 
gemeinheit vorauszusetzen, daB z,,,,...,2, ganz algebraisch von (z), ab- 
hangen, da diese Eigenschaft durch eine lineare Transformation der (z), immer 
erreicht werden kann (vgl. GROBNER, Moderne algebraische Geometrie, 8. 134). 
Es sei (z®) ein Punkt von G, in dessen Umgebung © eine Darstellung durch 
Potenzreihen gestattet: 


(2) %+a= P,(2),, 2, ,= Pi(2),, A=1,...,k-@. 
Die Gleichungen 

y,(z)= 0, v=1,...,N (vgl. Nr. 1.1), 
(3) q;(z) 2;— p;(z) = 90, j=1,...,0, 


Go + a() ¥,(z),— Po + a(z) = 0, A=1,...,k- 0; 


besitzen bei allgemeinem (z'), in der Umgebung von {0, (z'),} eine Lésungs- 
mannigfaltigkeit F(™ — (2), der Klasse ITI, weil die Menge der singuliren Bild- 
punkte von A,(A,,) in O die algebraische Mannigfaltigkeit G ist (vgl. den 
Beweis von Satz 2, Nr. 3.1.). Es gibt in beliebiger Nahe von O Punkte auf 
1,,, deren Umgebung auf A,, von Fim 2 (2), iiberdeckt wird (vgl. Hilfssatz 1, 
Nr. 1.4.). Nach den Ergebnissen von T1 gilt fiir allgemeines (2'), ferner: 
z'), besitzt eine Umgebung Z (z'),, derart, daB die durch Spezialisierungen 
(z),= (2), aus Z (z'), entstehenden F(z), in O irreduzibel sind und nicht 
aus Unbestimmtheitspunkten von A,(A,,) bestehen. 

Nach diesen Vorbereitungen ist ersichtlich, daB der Beweis von Satz 3 
leicht so abgeandert werden kann, daB er folgendes Ergebnis liefert: 

Satz 4. Die meromorphe Abbildung A,(A,,) set der verallgemeinerte Normal- 
fall (vgl. Definition IT). 

w sei eine im Punkte O meromorphe Funktion, die auf A,, nicht vollstindig 
unbestimmi und nicht = co ist. w hinge auf A,, analytisch von (z), ab (d. h. der 
Rang der durch die k + 1 Abbildungsfunktionen (z),, w definierten meromorphen 
Abbildung auf A,, sei gleich dem Rang von A,(A,,) auf A,,) . 

Dann besteht auf A,, zwischen w und (z), eine algebraische Relation. 

4.3. Definition III. Hs sei A,(A,,) eine meromorphe Abbildung der ana- 
lytischen Mannigfaltigkeit A,,. Ein singulirer Bildpunkt (£) von A,(A,,) in O 
heiBe ,,konstant“ erreichbar, wenn es eine analytische Kurve y durch O mit den 
folgenden Eigenschaften gibt: 

a) y liegt auf A,,, 

b) y besteht nicht aus Unbestimmtheitspunkten von A, , 

c) auf y gelien:2;=C,,j7=1,...,k. 

Satz 5. Die meromorphe Abbildung A,(A,,) sei der verallgemeinerte Normal- 
fall (vgl. Definition II, Nr. 4.1.). Jeder singuléire Bildpunkt von A,(A,,) in O 
11* 
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ist konstant erreichbar oder Haufungspunkt von konstant erreichbaren singu- 
liren Bildpunkten. 

Beweis. Fiir den allgemeinen Punkt (z’) von © gilt: Das Gleichungs- 
system (3), Nr. 4.2., besitzt im Punkte {0, (z’),} eine Lésungsmannigfaltig- 
keit FP — © (z), der Klasse III mit den in Nr. 4.2. angegebenen Eigenschaften ; 
es ist auch m— 921. Spezialisieren wir (z),= (z), €Z (z’), (vgl. Nr. 4.2.), so 
entsteht die in O irreduzible analytische Mannigfaltigkeit F(™ ~ © (z), , die nicht 
aus Unbestimmtheitspunkten von A,(A,,) besteht. Auf F(™—©® (z), kann leicht 
eine analytische Kurve y mit den Eigenschaften a), b), c) in Definition III 
gefunden werden. Fiir jedes (z), ¢ Z(z’), ist daher der Punkt (vgl. (2), Nr. 4.2.): 

Gy. Pos1@es--» Me@y 
ein konstant erreichbarer singulirer Bildpunkt. Zusammenfassend stellen wir 
fest: Der allgemeine Punkt von G ist konstant erreichbarer singularer Bild- 
punkt. Daraus ergibt sich die Behauptung. 

Das folgende einfache Beispiel zeigt, da8 es im Normalfall der meromorphen 
Abbildung A,(A,,) singulire Bildpunkte geben kann, die nicht konstant er- 
reichbar sind: 

Zy= %/Xq, Zqg= Xq/Xz; A,= {%, Tq, Z_}-Raum. 
In der Tat ist hier der Punkt z,= 0, z,= 0 nicht konstant erreichbar. 

4.4, Satz 6. Es sei A,(A,,) eine meromorphe Abbildung der analytischen 
Mannigfaltigkeit A,,. Die abgeschlossene Hiille der Menge der konstant erreich- 
baren singuliren Bildpunkte von A,(A,,) im Punkte O ist algebraisch. 


Beweis. 1. Es sei © eine (isolierte) irreduzible Teilmannigfaltigkeit der 
algebraischen Mannigfaltigkeit der singuliren Bildpunkte von A,(A,,) in 0. 
Die Gleichungen von G seien: 


(4) G(z),= 0, A=1,...,A, 


G,= Polynom von (z),. Wenn © der ganze (z),-Raum ist, fehlen die Glei- 
chungen (4). 

2. Wenn die Abbildungsfunktionen von A, auf 4,, den Gleichungen (4) 
geniigen, liegt der verallgemeinerte Normalfall vor (vgl. Definition II, Nr.4.1.). 
Alle Punkte von © sind dann konstant erreichbar oder Haiufungspunkte von 
konstant erreichbaren singuliren Bildpunkten (vgl. Satz 5). 

3. Die Abbildungsfunktionen von A, sollen auf 4,, nicht die Gleichungen (4) 
befriedigen. Wir setzen z;= p,(x)/q;(x), 7 = 1, ..., &, in die Polynome G, ein 
und multiplizieren jedes mit einem Potenzprodukt der Nenner q;, so daB ana- 
lytische Funktionen Gj (x) entstehen. 

4. Wenn (¢) € G ein konstant erreichbarer singularer Bildpunkt ist, be- 


sitzen die Gleichungen: 
rs gy (z)=0, v=1,..., N (vgl. Nr. 1.1.), 
(9) q(x) C;— p(x) = 0,7 =1,...,8, 


in O eine Lésungsmanniefaltigkeit der Dimension = 1, die nicht aus Unbe- 
stimmtheitspunkten von A, besteht, nimlich diejenige, welche die Kurve y 
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enthalt (vgl. Definition III). Wenn daher auf © konstant erreichbare singu- 
lire Bildpunkte liegen, haben die Gleichungen: 

, not vel... F, 

(9) Gti i @ Lol... dd 

in O Lésungsmannigfaltigkeiten der Dimension = 1, die nicht aus Unbe- 
stimmtheitspunkten von A, bestehen. Diese enthalten alle analytischen 
Kurven, die konstant erreichbare singulire Bildpunkte auf G erzeugen. 

5. Wir zerlegen die analytische Mannigfaltigkeit (6) in die (isolierten) in O 
irreduziblen Teilmannigfaltigkeiten : a (4;= Dimension) seien diejenigen, die 
nicht aus Unbestimmtheitspunkten von A, bestehen. Wir betrachten die Ab- 
bildung A, auf den i. Jeder konstant erreichbare singulire Bildpunkt von 
A,(A 
einer Abbildung A, (6%). Umgekehrt gilt: Jeder konstant erreichbare sin- 


gulire Bildpunkt von A,(6 ’) ist konstant erreichbarer singularer Bildpunkt 


) auf G ist nach 4. konstant erreichbarer singulirer Bildpunkt wenigstens 


m 


(i 
, 
von A,(A,,) und liegt: auf G. Die letzte Behauptung folgt daraus, daB auf 
oN, identisch die Gleichungen (4) erfiillt sind. 

6. Fiir jede Abbildung A, (5%) werden die Uberlegungen 1. bis 5. wieder- 
holt. Wenn die Abbildung A, (5?) der verallgemeinerte Normalfall ist, be- 
stimmt sie eine algebraische Mannigfaltigkeit, in der die konstant erreichbaren 
singuliren Bildpunkte von A,(4,,) iiberall dicht sind (vgl.2.). Andernfalls 
erhalten wir meromorphe Abbildungen A,(5f,.”) mit folgenden Eigenschaften : 


Jeder konstant erreichbare singulire Bildpunkt von A, (6?) ist konstant 
. U 


(i,7) 
ij 


erreichbarer singulirer Bildpunkt einer Abbildung A,(6);”) und umgekehrt. 


AuGerdem gilt fiir die Dimensionen ,; ;< 

7. Nach endlich vielen Schritten der beschriebenen Art kommen wir auf 
Abbildungen A, (6{'1."-***®), Wenn die Funktionen z,,j = 1, . . ., k, auf Gi 1,---+ Fa) 
konstant sind, sind diese Konstanten die Koordinaten eines konstant erreich- 
baren singuliren Bildpunktes von A,(4,,). 

8. Das Verfahren liefert endlich viele algebraische Mannigfaltigkeiten, 
in denen die konstant erreichbaren singuliren Bildpunkte von A,(A,,) tiberall 
dicht sind. Damit ist Satz 6 bewiesen. 


<—7 


4.5. Das Beweisverfahren des Satzes 6 ergibt eine weitere Erkenntnis, 
die in dem folgenden Satz formuliert werde: 

Satz 7. Es sei A, (A,,) eine meromorphe Abbildung der analytischen Mannig- 
faltigkeit A,,. Es gibt endlich viele im Punkte O irreduzible analytische Teil- 
mannigfaltigkeiten 6, von A,,, derart, daB die meromorphen Abbildungen A,(6,,) 
der verallgemeinerte Normalfall sind und die Menge der konstant erreichbaren 
singuléren Bildpunkte von A,,(A,,) iibereinstimmt mit der Vereinigungsmenge 
der Mengen der konstant erreichbaren singuliren Bildpunkte der A,(6,,)- 

4.6. Beispiele sollen das Verfahren zur Bestimmung der konstant erreich- 
baren singuliren Bildpunkte erlaiutern. 
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1. Beispiel. 
(7) 2 = %/%_, % = %/X%_ + Xz, Ay sei der {x,, x, 2,}-Raum. 


Die Menge der singularen Bildpunkte im Punkte 0 ist z, = z,. Es liegt also 
nicht der Normalfall vor. Durch z, = z, wird die analytische Mannigfaltigkeit 
x, = 0 bestimmt. Fiir x, = 0 geht die meromorphe Abbildung (7) iiber in: 


(8) 2 = %/ 2g, % = XZ / 2. 


Auf z,= 0 gilt also z{ = z,, und dies ist auch die Menge der singuliren Bild- 
punkte der Abbildung (8) inO. Die Abbildung (7) ist also auf x, = 0 der ver- 
allgemeinerte Normalfall. Die Menge der konstant erreichbaren singuliren 
Bildpunkte von (7) stimmt iiberein mit der Menge der singuliren Bildpunkte 
der Abbildung (7) von z,= 0, d. h. jeder singulire Bildpunkt von (7) ist kon- 
stant erreichbar. 

2. Beispiel. 

% © + x5 
2 = %/%_, % = =, + % 2" are, t 


A, sei der (x),-Raum. 


(9) 


Die Menge der singuliren Bildpunkte im Punkte O ist z, = z,. Es liegt also 
nicht der Normalfall vor. Aus z, = z, folgt z,= 0. Auf x, = 0 ist die Abbil- 
dung (9) der folgenden Abbildung aquivalent: 
(10) z= | %, = %/%, B= — + 2%. 
. 

Ihre Menge der singularen Bildpunkte in O ist: zj = 23 = 23. Die Abbildung (9) 
von x, = 0 ist daher nicht der verallgemeinerte Normalfall. Aus zj = z = 23 
folgt x,= 0. Auf z,= x,= 0 stimmt die Abbildung (9) iiberein mit der Ab- 
bildung: 
(11) 2 = 2 /X_, % = X%/ 2g, % = X%/ Zz. 
Sie ist daher der verallgemeinerte Normalfall. Die Menge der konstant er- 
reichbaren singuliren Bildpunkte von (9) in O ist also z, = z,= z,. 

3. Beispiel. 
% Xs 2%, Xs 2, Xs 


= + %,%= T Ze. 
1°*3 La XM 2 


a= ss 
. 2,’ * Ty Xs, 


(12) 
A, sei der (z),-Raum. 

Die Menge der singularen Bildpunkte ist z, = z,= z,. Es liegt nicht der Normal- 

fall vor. Aus z,= z,= 2, folgt: z,= z,= 0. Diese analytische Mannigfaltigkeit 

enthalt nur Unbestimmtheitspunkte der Abbildung (12). Es gibt daher keine 

konstant erreichbaren singularen Bildpunkte in 0. 


4.7. A,(4,,) sei eine meromorphe Abbildung der analytischen Mannig- 
faltigkeit A,,. Wenn die Menge der konstant erreichbaren singuliren Bild- 
punkte von A,(A,,) im Punkte O nicht leer ist, gibt es analytische Teilmannig- 
faltigkeiten von A,,, derart, daB jede von (z), analytisch abhingige, in O 
meromorphe Funktion auf diesen eine algebraische Funktion von (z) ist (vgl. 
die Satze 3 und 4). Besonderes Interesse beansprucht der Fall, daB die Menge 
der konstant erreichbaren singuléren Bildpunkte von A,(4,,) in O leer ist. 
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Wenn die Abbildung A,(A,,) ausgeartet ist, kann dann bewiesen werden, 
daB jeder singulire Bildpunkt von O auch singularer Bildpunkt einer analyti- 
schen Mannigfaltigkeit von Unbestimmtheitspunkten ist. Das Beispiel 3 ist 
hierfiir Musterbeispiel. In der Tat ist z,= z,= z, die algebraische Mannig- 
faltigkeit der singuliren Bildpunkte in allen Unbestimmtheitspunkten 
{x, = 0, x= 0, x}, x2}. Dasselbe Beispiel zeigt auch, daB es in jeder Umgebung 
eines Unbestimmtheitspunktes ohne konstant erreichbare singulire Bild- 
punkte Unbestimmtheitspunkte mit konstant erreichbaren singularen Bild- 
punkten geben kann, namlich die Punkte {z, + 0, z,+ 0, x, = 0, x, = 0} in 
der Umgebung von O. Die Aufklirung dieser und ahnlicher Fragen setzt Unter- 
suchungen iiber die Struktur der Menge der singuliren Bildpunkte, die zu 
einer analytischen Mannigfaltigkeit von Unbestimmtheitspunkten gehéren, 
voraus. Dies Problem soll in einer weiteren Arbeit gelést werden. 


Literaturverzeichnis. 


W. Tum: Uber ausgeartete meromorphe Abbildungen I (Uber die Anderung der 
Monodromiegruppe parameterabhangiger analytischer Mannigfaltigkeiten). Math. Ann. 
125, 145—164 (1952). (In der Arbeit zitiert als T 1.) — W. Tam: Uber ausgeartete 
meromorphe Abbildungen II. Math. Ann. 125, 264—283. (In der Arbeit zitiert als T 2.) — 
W. Tutmm: Uber die Menge der singularen Bildpunkte einer meromorphen Abbildung. 
Math. Zeitschr. 57, 456—480 (1953). (In der Arbeit zitiert als T 3.) 


( Bingegangen am 7. April 1953.) 











Caruitz, L. 
Math. Annalen, Bd. 127, S. 162—169 (1954). 


The Coefficients of Singular Elliptic Functions. 
by 
LEONARD CARLITZ in Durham, N.C. 


1. Introduction. Let sn x = sn (x, u) denote the Jacost elliptic function, 
where u = & in the usual notation. It is familiar that 
00 g2™ + 1 
(1.1) sn z= 2) Aem+i(“) Gap! (A, (u) = 1), 
m=0 
where the Az, , ; (u) are polynomials in u with integral coefficients. Put 


x 0 2m 


(1.2) anz ~ Pam (te) Saal (Bo(u) = 1), 


so that the f,,,,(u) are polynomials in u with rational coefficients. Let p denote 
a fixed odd prime. In [2] the writer has proved the following results: 


(1.3) A™(u) (A?-1 (u) — A, (u)) =0 (mod p™, p’), 


where after expanding the left member A*(u) is replaced by A,(u). Also it is 
understood that (1.3) implies that after expansion the coefficient of each 
power of u = 0 (mod p”, p’). In the next place we have 


(1.4) P Bm(u)=— AP(u) (mod p) (m=(p-—1)r), 
while £,,(u) is integral (mod p) for p — 1 + m. Corresponding to (1.3) we have 
(1.5) Tm (u) (t?-* (u) — A,(u))y” =O (mod p™~*, p’), 


where 1,,(u) = £,,(u)/m, provided p— 14m; also if p’|m,p—114m then 
Bm (u) = 0 (mod p’). , 

In the present paper we suppose that the function sn 2 admits of complex 
multiplication, so that the period quotient belongs to an imaginary quadratic 
field of discriminant d. If k* is the corresponding singular modulus we write 


(1.6) Lm = A,,(k*), Bm = Bm (*), tm = Bm /m. 


Let p be an odd prime such that the Legendre symbol (d/p) = — 1. Then we 
show that «, = 0 (mod p), so that #,, is now integral (mod p) for all m. Corre- 
sponding to (1.3) and (1.5) we have 


(1.7) %», = 0 (mod p’) (m = pr) 
and 
(1.8) Tm = 0 (p") (m>pr, p?—1tm’. 


If p* | m then (1.8) becomes 
(1.9) Bm=90 (mod p’**) (m>pr,p?—1itm). 
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On the other hand when p? — 1 | m, let p*| m, p**! 4m, then we prove that 
(1.10) Bm = 9 (mod pt-*) (m> pr). 


In conclusion we prove the following result concerning the general case (1.1). 
Let p”| 2m + 1, then 


x ae {Bue _1(u) 4 (° -1) 45 (u)} Agm+1—sp—1) (4) = 0 
(mod p’) . 

The letter p will always stand for a prime > 2. 

2. Complex multiplication. Let 
(2.1) Q = R(O, k*) (@? = d), 
where R is the field of rationals and k? is the value of the singular modulus. Let 
(2.2) w=a+b6, 
where a, 6 are rational integers and let 
(2.3) n= N(u)=a —-Pd=1 (mod 2). 
Then [4, § 157] if we define 
2.4) S(z) = k* sn(z, #), 
we have 


25) S(ux)=-¢ M, S (x) + M, S*(z) +... + Mn—2 S"~? (x) + 8" (z) 
2.0 ‘ =x € - $$$ $$ - 
f 1 + Mn—2 8? (x) +... + M, S*~ 3 (x) + M,S"—! (2) 
where the M, are integers of 2,€ =+1, +i and € M,=4. It is also known 
that 2” k* is an integer of 2, where h is a properly chosen integer. 
Now it follows from (2.4) and (2.5) that 


N,z2+Ny22°+...+ Naa” 


(2.6) snuxr= 
f 1+ Nat + ...+Ne—ias’~* 


(z = sn 2), 


where the N, are integers of 22 except possibly for prime ideal divisors of (2). 
For the application we rewrite (2.6) as 


(2.7) sn x=)’ Noys1 gertl (N= 2), 


where the N,,,, are of the same nature as the coefficients in (2.6), but not 
necessarily identical with them. 


3. Congruences for «,,. It is evident from (2.5) that 


l u oo 0 
sient ee ia ie 28-1 WW 28 
te = > Nor+ 3M x N,,4,m** z 
s=1 s=0 
oo 
= DI Ags+18n***) z, 
s=0 


where A,,,, ¢ 2 and yw?**! J,,,, is integral. On the other hand, using (1.2) 
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and (1.6), we have 


2m 


o 
x ux yr x 


l wm . J 
sn zx nec { 1") Bam (2m)! 


We thus get the formula 


0 2™ 1 
(3.1) Yeu @m— 1)! D, Ags+, n***! z, 
m 1 : s=0 
where 
™< 6 Bam 
(3.2) Yem = (1 — we?) om’ 


Now let p be a rational prime such that (p, ~) = 1. Then in the first place 
Yom is integral (mod p). Next suppose p is such that (d/p) = — 1 and choose 
ue R(@) a primitive root (mod p) and satisfying both (2.2) and (2.3); it is 
clear that this is always possible. If p*?— 142m it follows that the factor 
| — »®™ is prime to p. This proves 

Theorem 1. Let p be a rational prime that (d/p) = —1. Then if p?—142m 
it follows that T.= Bym/2m is integral (mod p). In particular f,,, is integral 
(mod p). 


As an immediate corollary of Theorem 1 we can assert that if the hypo- 
thesis of the theorem is satisfied and in addition p’ | m then 


(3.3) Bom = 0 (mod 7’). 
In any event the theorem assures us that #,,, is integral (mod p) provided 
p?— 142m. Now specializing (1.4) we have 

(3.4) P Bem =- “-y @—) (mod p) (p —1|2m). 
In particular if in (3.4) we take 2m = p — 1, we infer from the last remark that 
(3.5) a,=0 (mod p). 
We may state 

Theorem 2. If (d/p) = — 1 then (3.5) hoids. 


Making use of (3.5) we can sharpen considerably the congruences (1.3) 
and (1.5) in the singular case. In the notation (1.6), (1.3) becomes 


(3.6) a™ (a?-1— a)'=0 (mod p™, p”). 
If we let U,, , denote the left member of (3.6) it is evident that 
Sg eee 
om + r(p—1)> > (") Lp if ee 
s=0 
Hence using (3.5) and (3.6) we get 


Am + r(p—1)=9 (mod Pp”, BP’), 
which is the same as 


(3.7) m=O (mod p’) (m = pr). 
This proves 
Theorem 3. If (d/p) = — 1 then (3.7) holds. 
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The last result can be extended to the coefficients « — A (k*), where 


m 
a ») 2” 
(3.8) sn*(x,u) = 3’ A” (u) —. 
Ms m! 
In place of (1.3) we have 
r ‘ 
« ’ r- r = h _ m r 
(3.9) Pas 1) *( ) A, (u) AD. p91) = 0 (mod p™, p’) 
for all h > 1. Clearly (3.7) implies 
-. - r—s (h 
2 (- 1)’ (4) Lp aS, 8(p -1=090 (p™, p"). 
Then precisely as above 
a, r(p- 1)™ 0 (mod p™, p") ? 
which may be written as 
(3.10) of” = (mod p’) (m = pr). 


This proves 
Theorem 4. Let h=1 and define af — A” (k*) by means of (3.8); also let 
(d/p) 1. Then (3.10) holds. 


4. Congruences for B,,. In order to improve (1.5) we go back to (3.1). If 
we apply the operator (D? — a, D)’ to both members of (3.1), and use 
[2, Theorem 10] we get 


(4.1) y™ (y?1 — ay)’ =0 (mod p™—*, p’). 


Let V,, , stand for the left member of (4.1), so that 


ci 
(4.2) Yat+elo—-D)=& a PE 
/ (p—1) z()) p 8 
Thus using (3.5) it is evident that (4.1) and (4.2) imply 
Ym +r(p—1) =9 (mod p™~ *, Pp’); 
or what is the same thing 
(4.3) Ym=9 (mod p’) (m > pr). 
Note that in proving (4.3) we assumed only that (d/p) = — 1. 
Now exactly as in the proof of Theorem | let yu be a primitive root (mod p) 
that satisfies both (2.2) and (2.3). Then (4.3) implies 
(4.4) Tm=0 (mod p*) (m > pr). 
We may state 
Theorem 5. Let (d/p) = — 1 and p?— 14m. Then (4.4) holds. 


Suppose in addition that p*|m. Then Theorem 5 implies the following 
corollary. 


Theorem 6. Let (d/p) = — 1, p*| m, p?— 1tm. Then 
(4.5) Bm=90 (mod p’**) (m > pr). 
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If p? — 1 | m we can no longer assert (4.4) or (4.5). However a somewhat 
weaker result can be obtained. Write (4.3) in full 
(l1—y™) B,, 
(4.6) =0 (mod 7’) (m> pr). 


m 
Now choose 4 as in the proof of Theorem 4 but in addition we require that 
p”*—! + 1 (mod p*). This is certainly possible; for if u?"~' = 1 (mod p?) then 
we have 


(u + p)?—! = p?—! + (p? — 1) py”? 
=1— pp” -*=1 (mod p?); 
note also that 
(u + ph@-YD=l—hpp?-*=1 (mod p?) 


if and only if p|h. Hence it follows that if p? —1 | m but p+ m, we have p|1 —u™ 
but (1 — u™)/p prime to p. Consequently we get 


Theorem 7. Let p? — 1| m but ptm. Then 
(4.7) B,=90 (mod pr-) (m> pr). 


The condition p+m can be removed. Let p*| m and let u~ be chosen as 
in the proof of Theorem 7 so that 


(4.8) p-'—1+ pt (p tt). 
It follows easily from (4.8) that 
(4.9) pre -) 1+ prtt, (p +t,). 


Then (4.9) implies that p**!| 1 — u™ but (1 — u™)/ p**! is prime to p. We thus 
get the following theorem which includes Theorem 7. 


| 


Theorem 8. Let p*(p* — 1)| m, p**!4m. Then 
(4.10) Bm=90 (mod p’-") (m>pr). 
In both Theorems 7 and 8 it is of course assumed that (d/p) = — 1. 


5. The residue of a,. Returning to (1.1), let B,,(u) denote the general 
coefficient in the inverse function A(z); 


20 2m+1 
A(z) = 2) Bam + 1 (%) (2m+1)! (B, (u) . 1) , 


Now it is easy to prove [2, § 6] that 


(5.1) B,(u)=(- 1)" J (™)* as (mod p) (p= 2m +1), 
s=0 

where p is an arbitrary odd prime. Also 

(5.2) B,(u) = A, (u) (mod p). 


Thus by means of (5.1) and (5.2) we have an explicit formula for the residue 
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of «a, = A,(k*) (mod p). Applying Theorem 2 we see that 


= 2 
(5.3) b (") k2+= 0 (mod p) 
s=0 
provided (d/p)= — 1. It would be interesting to know whether «, can be 


divisible by p when (d/p) = 1. 

6. The lemniscate function. The special case of the lemniscate function 
(x) was studied in detail by Hurwitz [3], who was particularly interested 
in proving an analog of the SraupT-CLAUSEN theorem. Put 


oc 4m+1 co 4m 
“sa | x t > c - 
(2) <~ m+ (dm +1)!’ D(z) ~ — Bam Tami * 

It is familiar that ®(2x) is a singular elliptic function with d= — 4. Hence 
(d/p) = — 1 if and only if p=3 (mod 4); moreover for p= 1 (mod 4) we have 
[l, § 6] 

(6.1) a, = 2a (mod ) , 


where p = a?+ 6?, a odd, a=6+1 (mod 4). In view of these results the 
theorems of the present paper can be stated more explicitly for the coeffi- 
cients of ® (x) and its reciprocal. For example Theorem 3 implies 


(6.2) m= 0 (mod p’) (m = pr; p=3 (mod 4)); 
Theorem 4 yields a similar result. Secondly Theorem 6 implies 
(6.3) Bm= 90 (mod p'+*) (m>pr; p=3 (mod 4)), 
where p* | m, p?— 14m; Theorem 8 gives 
(6.4) Bm=90 (mod p’-!) (m> pr; p=3 (mod 4)), 
where p*| m, p**!4m, p?—1\|m. Using (6.1) we can also state congruences 
for primes p= | (mod 4); since they are obtained by merely replacing u by 
k? in (1.3) and (1.5) we shall not give these results. 
It may be remarked that (6.1) implies that «, +0 (mod p) for p= 1 (mod 4), 
so that the question raised at the end of § 5 is answered in the present case. 
In his paper Hurwitz defined coefficients Z,, by means of 
2 20 2*™ 


x 4 
6.5) + S$ Qam y , 
(6.5) ] (4m — 1) E,, (4m)! 


PD? (x) 


m=1 


Then Z 


7m is related to f,,, by means of 
(6.6) Bam = (1 + t)*™ {(1 + t)*™ — 2} EZ, 


(84m is F,, in Hurwitz’s notation). Using (6.6) in conjunction with (6.3) and 
(6.4) we get divisibility properties of Z,,. However if we proceed as in § 4 we 
find that 
l Ts = 4 19 
D* (x) = D* (ux) ~ Mts "" (2), 
where /A,,,. is integral (mod p), p +; then 


E 
Yom = Q4m (] —pi™) = 
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satisfies 

(6.7) y™ (y?-* — a,)" = 0 (mod p™~?, p”). | 

Thus for p= 3 (mod 4), (6.7) implies : 
Ym +r (p—1) = 9 (mod p™~*, p”) 

or better | 

(6.8) Ym =0 (mod p’) (m >pr+ 1, p=3 (mod 4)). ' 


Then exactly as before (6.8) implies 

(6.9) E,,=0 (mod p’**) (4m>pr-+ 1) 

for p*| m, p?— 144m, while 

(6.10) E,,=09 (mod p’~+*) (4m > pr + 1) 

for p*| m, p**! 4m, p?>—1)|4m. It is understood that p = 3 (mod 4) in (6.9) 
and (6.10). Using (6.6) we may now be able to sharpen (6.3) and (6.4) for 
certain values of m. 

The formulas (6.9) and (6.10) help to explain in part the divisibility pro- 
perties of the numerators of Z,, as computed by Hurwitz. For example the 
numerator of EZ, is 3'*- 75-113. 19-23-31-61. Here 4m = 36; thus(6.9) 
applies for p = 3, 7, 11, 19, 23, 31 and gives the exponents 13, 4, 3, 1, 1, 1, 
respectively. Again the numerator of £,, is 3**- 75 11*- 19?- 23?- 31- 43 x 

1162253. Here 4m = 48; thus (6.9) applies for p = 11, 19, 23, 31, 43 and 
happens to give the correct exponents. For p = 3, 7, (6.10) applies; for p = 3 
we get the exponent 14, while for p = 7 we get the exponent 5. However the 
formulas fail to predict the occurrence of other primes and in particular of 
primes = | (mod 4). An interesting question is whether infinitely many primes 
p= 1 (mod 4) occur in the numerators of £,,. 

7. An auziliary congruence. We now return to the general case (1.1). 
Comparison of (1.1) and (1.2) gives 


(7.1) ‘< ‘eet 


— 


} Bas ( (u) Asm+1—25(u) = 0 (m >). 
If p'|s,p— 148, it is known that p‘ | #,,(u); it follows from this that if 
p’ | 2m + 1, then 

(7.2) Pr") Basu) = (mod p’) (p—1428,8s>0). 
Thus (7.1) reduces to 


Agm+i(%) ? i henge 


a(p 1» ) Bee 1) (4) Aom + 1—s(p—1) (u) 


0<s(p—1)s2m 


=0 (mod p’), 
which we rewrite as 
: ecw 
Agm +1 (U) t occ hate a(p—1) {Beep —1) (u) 
l s 
(7.3) + (— - 1) A; (w)| Ae m +1—s(p—1) (4) 


l ’ 2m+1 
—_— — 1) p ( )4; A ; wa ; - . , 
(5 0< s(p—1)<2m \*(p—}) p(%) Aom +1—s(p—1) (4) (mod p’) 
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In the next place we have 
(7.4) Amst (u) = Am (u) Ay? ~” (u) (mod p**), 
where p* (p — 1) | t. Let p*| s and assume h < r. Then by (7.4) it is clear that 


‘2m+1 8 _ {(2m+1 
(p21) 42) om s1—ao—0 (0) = (301) 


Thus the right member of (7.3) reduces to 


en l a 7 2m+1 
(7.5) ( 1) cspZncom\a(p ty) Aamea(t) 


Now it is not difficult to show that 


om +1 (u) (mod pr). 


7.6) 4+(p—] p [ - )=0 mod p'+}) , 
(7.6) p + (p ae Fen ea (mod p’*?) 


provided p’ | m. Thus (7.5) reduces to A,,,;,(u). 
If for brevity we put 


z. 
(7.7) 9, () = Baip—1)(u) + (5-1) 45(u), 
then (7.3) becomes 
. 2m+1 
7.8 > ( 4, ( =0(0 od f 9 
ine 0< s(p—1)<2m a(p—1)) %(**) Aam +1—-s(—1)(t) (mod 7”) 


where of course p”|2m-+ 1. Thus (7.8) may be thought of as an analog of 
(7.6). It is known that 

1 
(7.9) Bu (p—1) + ove 1=0 (mod p") (p" | m), 


where B,, is a Bernoulli number in the even suffix notation. Comparing (7.9) 
with (7.7) it is natural to inquire whether o,(u) has simple divisibility pro- 
perties. 
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Zum Problem der Zerlegungsgleichheit 
k-dimensionaler Polyeder. 
Von 


H. Hapwieéer in Bern. 


In dieser Arbeit!) werden notwendige Bedingungen fiir die Zerlegungs- 
gleichheit eigentlicher Polyeder?) des k-dimensionalen euklidischen Raumes 
hergeleitet, welche im Falle k = 3 mit den vor fiinfzig Jahren von M. Dexn’®) 
fiir Polyeder des gewohnlichen Raumes aufgestellten gleichwertig sind. 

Die Frage, ob die gewonnenen Bedingungen fiir die Zerlegungsgleichheit 
auch hinreichen, bleibt fiir k => 3_nach wie vor offen‘). 


I. 


Es sollen A, B,. . . k-dimensionale Polyeder des euklidischen R, bezeichnen, 
und es bedeute (A) ein fiir alle A definiertes bewegungsinvariantes und addi- 
tives Funktional, so daB einerseits fiir kongruente Polyeder 
(1) (A) = 9(B) [A ~ B] 
gilt, andererseits beziiglich einer Zerlegung eines Polyeders A + B im Sinne 
der Elementargeometrie®) in die Teilpolyeder A und B die additive Beziehung 
(2) o(A + B)= (A) + p(B) 
besteht. 

Die Gesamtheit aller Funktionale dieser Art bildet eine lineare Mannig- 
faltigkeit M. 

Zwei Polyeder A und B heiBen zerlegungsgleich, symbolisch durch A ~ B 
ausgedriickt, wenn es zwei Zerlegungen A = 2 A; und B= Z B; von A und B 
in paarweise kongruente Teilpolyeder A; und B; gibt, so daB also A; ~ B 
fiir alle i gilt. 

Wie bereits vor zehn Jahren von B. JEessEn*) fiir Polyeder des gewéhn- 


' ' 


1) Die Arbeit entspricht inhaltlich meinem am III. Osterreichischen Mathematiker- 
kongreB in Salzburg gehaltenen Referat gleichen Titels. 

*) Ein eigentliches Polyeder laBt sich in endlich viele nicht entartete Simplexe zerlegen. 

*) M. Drun: Uber den Rauminhalt. Math. Ann. 55, 465—478 (1902). 

*) Im klassischen Fall k = 3 sind in den letzten Jahren in dieser Beziehung einige 
Fortschritte erzielt worden. So folgt z. B. aus Ergebnissen von J. P. Sypier [Sur les 
conditions nécessaires pour l’équivalence des polyédres euclidiens, Elemente der Math. 7, 
49—53 (1952)], daB die Dennschen Bedingungen dann auch hinreichend sind, wenn es 
wahr ist, daB jedes Polyeder mit ,,rationalen“ Flachenwinkeln mit einem Wiirfel zer- 
legungsgleich ist. Ein Winkel heiB®t hier ,,rational‘‘, wenn er mit dem vollen Winkel 2 2 
kommensurabel ist. 

5) A + B ist das Vereinigungspolyeder von A und B, doch haben die Teilpolyeder 
A und B keine inneren Punkte gemeinsam. Die Polyeder sind stets abgeschlossen. 

*) B. Jessen: En Bemaerkning om Polyedres Volumen. Mat. Tidsskr. B 1941, 59—65. 
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lichen Raumes nachgewiesen wurde, gilt fiir beliebige Dimensionen k = 1 der 
folgende Satz: 

Notwendig und hinreichend dafiir, daB zwei Polyeder A und B zerlegungs- 
gleich sind, ist die fiir alle Funktionale gm der Mannigfaltigkeit M giiltige Be- 
dingung 
(3) p(A) = p(B). 

Die Notwendigkeit von (3) fiir die Zerlegungsgleichheit A ~ B ist im 
Hinblick auf die oben gegebenen Erklarungen trivial. 

Das Hinreichen liegt tief und der dem Verfasser bekannte Beweis, der in 
der hier vorliegenden Allgemeinheit noch nicht veréffentlicht wurde, setzt die 
Giltigkeit des Wohlordnungssatzes voraus. 

Mit dem soeben erklarten Satz ist aber keine eigentliche Lésung des Zer- 
legungsproblems gegeben, da man noch nicht wei, ob man alle Funktionale » 
der Mannigfaltigkeit I kennt. Eine brauchbare Charakterisierung von IM 
dirfte recht schwierig sein. 

In der vorliegenden Arbeit konstruieren wir nun eine echte Teilklasse N 
der Mannigfaltigkeit M, deren Funktionale soweit explizite erfaBt werden 
kénnen, daB mit (3) Bedingungen resultieren, die in jedem individuellen Fall 
kontrollierbar sind. 

Diese sind wegen NC M sicher notwendig. Die Frage, ob sie eventuell 
auch hinreichen, bleibt dagegen offen. 

Obgleich N ein echter Teil von M ist, besteht durchaus die Méglichkeit, 
daB aus der Gleichheit der Funktionale von % fiir zwei Polyeder diejenige der 
Funktionale von M folgt. 

IT. 

Ein Funktional m nennen wir homogen vom Grade j, wenn die Beziehung 
(4) p (A A) = 4 (A) 
besteht, wo A A das durch eine Dilatation mit 2 aus A hervorgehende homo- 
thetische Polyeder bezeichnet. 

Es laBt sich zeigen, daB fiir bewegungsinvariante und additive Funktionale 
k-dimensionaler Polyeder nur die [(& + 1)/2] Homogenitiatsgrade’) 

(5) j=k-2i (i= 0,1,..., [(e— 1/2) 
in Betracht fallen, wenn man selbstverstindlich von den trivialen, d. h. iden- 
tisch verschwindenden Funktionalen absieht. 

Die im ersten Abschnitt in Aussicht gestellte Funktionalklasse N umfaBt 
nur homogene Funktionale, und nach dem Homogenititsgrad geordnet laBt 
sich N in [(&+ 1)/2] Teilklassen N,; zerlegen, wobei N; homogene Funktionale 
vom Grade k — 2% enthilt. 

Wir geben jetzt eine rekursive Konstruktion der Funktionale der Klasse N. 
Die Darstellung der Funktionale g von % beziiglich des k-dimensionalen 
Raumes R, stiitzt sich fiir k >2 auf die als gegeben betrachteten Funktionale 


y ) Fiir schwachstetige Funktionale wurde diese Aussage schon bewiesen. Vgl. H. Hap- 
WIGER: Translationsinvariante, additive und schwachstetige Polyederfunktionale. Archiv 
der Math. 3, 387—-394 (1952). 
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gy von N’ beziiglich des (k — 2)-dimensionalen Raumes R,_,. Fiir k= 1 und 
k = 2 reduziert sich N auf das einzige Funktional 


(6) gy(A) = V(A), 
wo V (A) das (1- bzw. 2-dimensionale) Volumen von A bedeutet. 


Die Funktionale der Teilklasse N, sollen mit g;(A) bezeichnet werden. 
Wir setzen nun 
(7a) (A) = V(A); 
(7b) (A) = Z f(a) g-1(4’) (= 1,2,..., [(e- 12). 

Hierbei bedeutet V (A) das (k-dimensionale) Volumen von A; qgj_,(A’) 
bezeichnet ein beliebig aus der Teilklasse N;_, ausgewahltes Funktional, das 
sich auf den R,_, bezieht, und die vorgeschriebene Summation soll sich iiber 
alle (k — 2)-dimensionalen Kanten A’ von A erstrecken. Weiter sei « der 
Winkel, den die beiden nach auBen weisenden Normalen der in A’ anstoBenden 
(k — 1)-dimensionalen Seitenflichen von A miteinander einschlieBen. Das 
Vorzeichen von « ist positiv oder negativ, je nach dem es sich bei A’ um eine 
ausspringende (konvexe) oder einspringende (konkave) Kante handelt. End- 
lich bedeute f eine Caucny-Hametsche Funktion, d.h. eine Lésung der 
Cavucuyschen Funktionalgleichung 


(8) f(a + B) = f(a) + f(A), 
welche aber die Nebenbedingung 
(9) f(x) = 0 


erfiillen soll. Nach G. Hamet*) gibt es eine iiberabzihlbare Mannigfaltigkeit 
nicht trivialer Lésungen zu (8) und (9). 

Die Verifikation der Tatsache, daB die sich nach unserm Ansatz (7) auf 
rekursive Weise ergebenden Funktionale g,(A) in der Tat bewegungsinvariant, 
additiv und homogen vom Grade k — 2: sind, ist recht einfach; sie darf dem 
Leser iiberlassen bleiben. 

IV. 

Indem wir die Verbindung mit dem Problem der Zerlegungsgleichheit 
wieder aufnehmen, formulieren wir den fiir alle Dimensionen k = 1 giiltigen 
Satz: 

Fiir die Zerlegungsgleichheit A ~ B zweier Polyeder A und B des k-dimen- 
sionalen Raumes sind die folgenden [(k +1 )/2] Bedingungen notwendig: 


(10) V (A) = V(B) 
und 
(11) pi(A) = 9; (B) (§ = 1,2,...[(& — 1)/2)), 


wobei y,;(A) Funktionale der Teilklassen N,; von N sind; diese sind bewegungs- 
invariant, additiv und homogen vom Grade k — 2%. 


Das Bedingungssystem (10) und (11) laBt sich noch in eine explizitere Form 
verwandeln, naimlich auf die folgende Weise: 


*) G. Hamet. Math. Ann. 60, 459—462 (1905). 
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Es sei {w,} eine Hametsche Basis fiir die reellen Zahlen, so daB jede reelle 
Zahl « eine eindeutig bestimmte Darstellung der Form «= 2 p,(«) w, zulaBt, 
wobei die Koeffizienten p,(«) der Basiselemente w, eindeutig durch « bestimmte 
rationale Zahlen sind und sich die Summation iiber die iiberabzihlbare Menge 
der HameEtschen Indizes tr erstreckt; die Summe reduziert sich hierbei effektiv 
auf eine endliche, da die Koeffizienten fiir fast alle r verschwinden. Die Basis 
sei insofern speziell gewahlt, als w,,= 2 sein soll. 

Durch Ansatz 
(12) f(x) = p,(a) [t+ T], 
wo T ein fest ausgewahlter von t, verschiedener Index ist, wird eine besondere 
rationalwertige CaucHy-Hametsche Funktion, welche den Bedingungen (8) 
und (9) geniigt, definiert. 

Wenn wir nun zur rekursiven Konstruktion der nach Ansatz (7b) auf- 
gebauten Funktionale lediglich Funktionen der Art (12) verwenden, so re- 
sultiert das in Aussicht gestellte explizite Bedingungssystem. Um die weiter 
unten folgende Formulierung vorzubereiten, geben wir noch einige Erklarungen: 

Es bezeichne V; das (k — 2%)-dimensionale Volumen eines Polyeders im 
R,.-»;. Weiter sei A, eine (k— 27)-dimensionale Kante von A; A, ist mit A 
identisch. Wir betrachten jetzt eine mit A; endende Kantenkette A, > A, > 

A,»>...>A;, so daB also A, eine (k — 2r)-dimensionale Kante der 
(k—2r+ 2)-dimensionalen Kante A,_, ist. Es sei ferner «, der Winkel, den die 
beiden nach auBen weisenden Normalen der beiden in A, zusammenstoBenden 
(k — 2r + 1)-dimensionalen Kanten von A,_, miteinander einschlieBen. 

Wir kénnen jetzt den folgenden Satz formulieren: 

Fiir die Zerlegungsgleichheit A ~ B zweier Polyeder A und B des k-dimen- 

sionalen Raumes sind die folgenden [(k + 1)/2] Bedingungen notwendig: 

(13) Vo(Ao) = Vo(Bo) 

und fiiri=1,2,...,[(k — 1)/2] 

(14) Z Pz, (%) ..- Pr, (x) V,(A,) = 2 py, (A)... Pr, (Bi) V;(B,), 

wobei sich die Summation auf beiden Seiten iiber alle Kantenketten erstrecken 
soll, die mit (k — 2i)-dimensionalen Kanten A; und B,; von A und B endeu. 
Die Bedeutung der Winkel a, und B, innerhalb der Kantenketten und der Vo- 
lumina V; ist oben erklirt. Die p,(a) sind rationalwertige Hametsche Grund- 
funktionen und t,,..., 7; stellt ein willkiirlich wihlbares i-Tupel von Tt, ver- 
schiedener HameEtscher Indizes dar. 

Fiir k = 1 und k = 2 reduziert sich das System (13) und (14) bzw. (10) und 
(11) auf die einzige notwendige Bedingung der Volumgleichheit. Hier wissen 
wir, daB diese Bedingung auch hinreichend ist. 

Wie friiher erwihnt, bleibt die Frage, ob das notwendige Bedingungs- 
system eventuell auch fiir k > 2 hinreicht, ungeklart. Fiir k = 3 laBt sich die 
Gleichwertigkeit mit den von M. DEHN angegebenen Bedingungen, welche 
noch durch die selbstverstindliche Forderung der Volumgleichheit erganzt 
werden miissen, nachweisen’). 


*) Vgl. H. Hapwicer: Zum Problem der Zerlegungsgleichheit der Polyeder. Archiv 
der Math. 2, 441—444 (1949/50). 
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V. 

In diesem letzten Abschnitt zeigen wir, daB im R, ein regulires Simplex 
nicht mit einem volumgleichen Wiirfel zerlegungsgleich sein kann, falls k > 3 
ist. Damit verallgemeinern wir einen bekannten klassischen Sachverhalt, der 
sich als einfachste Folgerung aus den DeHNnschen Bedingungen im Falle des 
gewohnlichen Raumes folgern lie8, unseres Wissens erstmals auf héhere Di- 
mensionen. 

Es bezeichne S ein regulires Simplex und W einen volumgleichen Wiirfel., 
so daB 
(15) V (S) = V(W) 
gilt. Es sei weiter s ein (k — 2)-dimensionales Randsimplex von S. Der Rand 
von S weist k (k + 1)/2 solche mit s kongruente Exemplare auf. Es bedeute 
ferner # den Winkel, den die nach auBen weisenden Normalen der beiden in 
s zusammenstoBenden (k — 1)-dimensionalen Seitensimplexe von S mit- 
einander einschlieBen. Es ist 0 <<? < a und cos # = — I/k. Analog sei w ein 
(k — 2)-dimensionaler Randwiirfel von W. Der Rand von W weist 2 k (k — 1) 
solche mit w kongruente Exemplare auf. Der Winkel, den die beiden Nor- 
malen der in w zusammenstoBenden (k — 1)-dimensionalen Seitenwiirfel von W 
bilden, ist hier ein rechter. 

Nun bilden wir die Funktionale, die sich nach Ansatz (7b) ergeben, wobei 
wir den speziellen Fall i = 1 herausgreifen. Es ist dann 


l yr 
(16) 9, (8) = g klk + 1) V"(s) f (8) 
und 
(17) g,(W) = 2k (k — 1) V' (w) f(x/2), 


wobei f eine Caucny-Hametsche Funktion bezeichnet, welche der Neben- 
bedingung f(z) = 0 geniigen muB. 

Wiirde nun S~W gelten, so miiBten die Bedingungen (11) erfiillt sein; 
insbesondere hatte 


(18) Pi(S) = 9, (W) 


zu gelten. Da nun /(z/2) = 0 sein muB, wiirde /(#) = 0 folgen, und zwar 
mtiBte dies fiir jede bis auf die Nebenbedingung frei wahlbare Funktion f 
gelten. Dies ist aber dann und nur dann der Fall, wenn # von z rational 
abhingig ist. Es mii®te demnach fiir ein rationales r # =r 2a sein. Demnach 
wire cos ra = — I/k, und r wiirde eine rationale Zahl des Intervalls 0 < r< 1 
sein. Wie bekannt ist!®), gibt es nur drei rationale r des Intervalls, fiir welche 
cos r 2 selbst rational ausfallt. Die drei Werte sind r = 1/3, 1/2, 2/3 und die 
zugehérenden Kosinuswerte 1/2, 0, — 1/2. Fir k>3 ist — 1/k nicht unter 
den drei letztgenannten Werten. Die Bedingung (18) kann nicht erfiillt sein, 
und es ist S -~ W, w.z.b.w. 


1°) Vgl. H. Hapwicer: Uber die rationalen Hauptwinkel der Goniometrie. Elemente 
der Math. 1, 98—100 (1946). 


(Eingegangen am 13. April 1953.) 
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Zur Funktionentheorie mehrerer Veranderlichen. 
Uber den Satz von Hammerstem. 
Von 
HERBERT WILL in Miinster (Westf.). 


Im Jahre 1939 erschien eine kurze Mitteilung von H. BreHnke und 
K. Srern') iiber die Approximation regulirer Funktionen mehrerer Verander- 
lichen. Die Verfasser fiihrten in dieser Arbeit den Begriff der reguliren Aus- 
dehnung ein und zeigten, daB die regulire Ausdehnung eines Regularitats- 
gebietes © auf ein G umfassendes Regularititsgebiet G notwendig und hin- 
reichend dafiir ist, daB die in G reguliren Funktionen durch in 6 regulire 
Funktionen approximierbar sind. 

Damit erlangte erneut ein Satz von A. HAMMERSTEIN Interesse?), in dem 
eine Aussage tiber die Approximation regulirer Funktioven zweier Veriander- 
lichen durch Polynome gemacht wird. Zum Beweis wird die Theorie der 
Orthogonalfunktionen herangezogen. Daher muB8 die Aussage des Satzes auf 
quadratintegrierbare Funktionen beschrinkt werden. 

Fragt man nicht nach der Entwickelbarkeit der in einem Gebiet G regu- 
liren quadratintegrierbaren Funktionen in eine Reihe nach Orthogonal- 
polynomen, sondern schlechthin nach der Approximation einer beliebigen in © 
reguliren Funktion im Innern von © durch Polynome, so kann man die ent- 
sprechend modifizierte Aussage des HAMMERSTEINschen Satzes in der sehr 
allgemeinen Theorie der reguliren Ausdehnung beweisen. 

Das soll im folgenden geschehen (Satz 3). Dazu muB gezeigt werden, daB 
mit einem Gebiet G auch die Regularitatshiille von G den Voraussetzungen 
des HAMMERSTEINschen Satzes geniigt und daB diese regular auf den offenen 
Raum ausdehnbar ist. Aus dem Satz von BEHNKE und STeErn folgt dann, 
daB jede in G regulire Funktion nicht nur gleichmaéBig im Innern von G, 
sondern auch im Innern der Regularititshille von © durch Polynome appro- 
ximierbar ist. Den Beweis fiihren wir gleich fiir n Verinderliche durch. Der 
einfacheren Darstellung halber verzichten wir aber auf den Begriff der regu- 
laren Ausdehnung und operieren statt dessen mit der dazu aquivalenten halb- 
stetigen Ausdehnung. 

1. Wir stellen zunichst einige Begriffe zusammen*). Ein Gebiet G — also 
eine offene zusammenhingende Punktmenge iiber dem Raum C* der n 





1) H. Bennke und K. Srerm: Approximation anal. Fktn. in vorgegebenen Bereichen 
des Raumes von n komplexen Veranderlichen. Nachr. Ges. Wiss. Géttingen 1, 15 (1939). 

*) A. Hammerstern: Uber die Approximation von Funktionen zweier Veranderlichen 
durch Polynome. Sitzungsber. preu8. Akad. der Wissenschaften V (1933). 

*) Vgl. Dissertation des Verfassers: Approximation regularer Fktn. mehrerer Ver- 
anderlichen in kompl. Mannigfaltigkeiten, Miinster 1952, sowie eine demnachst erschei- 
nende Arbeit von H. BEHNKE und K. Srer. 
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komplexen Verianderlichen z,, . . ., z, heiBe ein Regularitétsgebiet, wenn es eine 
Funktion f(z,,...,2,) gibt, die in G regular und iiber keinen Randpunkt 
von © hinaus fortsetzbar ist und die in je zwei verschiedenen Punkten mit 
gleichen Koordinaten verschiedene Funktionselemente hat. Ist G kein Regu- 
larititsgebiet, so sind simtliche in © reguliren und eindeutigen Funktionen 
noch in einem eindeutig bestimmten, © als Teilgebiet enthaltenden Regulari- 
tatsgebiet, der Regularitatshiille 9 (G), regular und eindeutig. 

© und G seien Regularitatsgebiete tiiber dem C", und G sei Teilgebiet von 6 
(in Zeichen © c 6). © heiBt halbstetig auf © ausdehnbar, wenn es eine Schar 
G(s), 0 <s <1, von Regularitatsgebieten mit folgenden Eigenschaften gibt: 

(1) 6 (0) = G, G(1) =G, 

(2) fir s’< 8” gilt G(s’) Cc G(s"’), 

(3) jede Randpunktfolge P,; (s;) von Gebieten G (s;) mit s;< 8, und lim s,= s, 
besitzt nur Haufungspunkte auf dem Rand von G (s,), 

(4) jeder Randpunkt von G(s,), s,< 1, ist Haufungspunkt von Punkt- 
folgen P;(s;), wo P;(s;) auf dem Rand von G(s;,) liegt, falls s; > s, und lim 
8; = 8» ist. 

© sei ein Gebiet im C" und « sei eine positive Zahl. Dann verstehen wir 
unter © die Teilmenge von G, deren Punkte einen Abstand =e vom Rand 
von © haben. © kann aus mehreren zusammenhdngenden Punktmengen 
bestehen. Ist G ein Regularititsgebiet, so ist auch jedes maximale in G 
gelegene Gebiet Regularitatsgebiet. LaBt man in diesem Falle ¢ gegen 0 
laufen, so ist dadurch fiir jedes maximale Gebiet von © eine halbstetige 
Ausdehnung auf © definiert. Wir wollen das kurz so ausdriicken: G ist 
halbstetig auf G ausdehnbar. 

G sei ein Regularitatsgebiet ttber dem C". Unter einem analytischen 
Polyeder verstehen wir eine ganz in © gelegene Teilmenge $B (in Zeichen 
$B cc G), die durch endlich viele Ungleichungen 


lf,| S11 (A@wi,...,8) 


definiert wird, wobei die /, in G regulare Funktionen sind. Analytische Poly- 
eder bestehen im allgemeinen wie die Punktmengen 6 aus mehreren Kom- 
ponenten. 

Jedes Regularitatsgebiet G im C” ist durch analytische Polyeder mit in G 
reguliren definierenden Funktionen ausschépfbar. Grundlegend fiir das 
folgende ist der 

Satz 1°): G und G, GCG, seien Regularitatsgebiete iiber dem C". Dann 
sind folgende Aussagen dquivalent: 

(1) Jede in © regulire Funktion ist gleichmaBig im Innern von © durch in 6 
regulire Funktionen approximierbar, 

(2) G ist durch analytische Polyeder ausschépfbar, deren definierende Funk- 
tionen in © regulér sind, 
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(3) G ist durch Regularititsgebiete ausschépfbar, die halbstetig auf G aus- 
dehnbar sind. 


2. Ein Spezialfall des HAaMMERSTEINschen Satzes ist der 


Satz 2 (Satz von Atmer)*): Jede in einem beschrénkten sternartigen Gebiet S 
des offenen C” regulire Funktion ist gleichmiBig im Innern der Regularitéits- 
hiille von G durch Polynome approximierbar. 

Dabei ist ein sternartiges Gebiet G (mit dem Nullpunkt als Zentrum) da- 
durch ausgezeichnet, daB es durch die Abbildung 


Z,=t-z, (vy=l,...,2) 


iiber lauter innere Punkte von © in eine beliebig kleine Hyperkugel (um den 
Nullpunkt) zusammengezogen werden kann, wenn der reelle Parameter t 
von | nach 0 lauft. 

Zum Beweise dieses Satzes zeigen wir zunichst, daB jedes schlichte be- 
schrankte sternartige Gebiet G (mit dem Nullpunkt als Zentrum) eine be- 
schrinkte schlichte sternartige Regularitatshiille § (G) hat. ,,O ist sternartig“‘ 
besagt, daB mit einer in © regularen Funktion f(z,,...,z,) auch alle Funk- 
tionen /,(z,,..., Zn) = f(tz,...,t%), OStS1, in S, also auch in H(G) 
regular sind. Mit anderen Worten, jeder Punkt aus 9(@) 148t sich gradlinig 
mit dem Nullpunkt O von © (bzw. einem iiber O gelegenen Punkt 0’) ver- 
binden. Ware nun $(G@) nicht schlicht, so giibe es dort zwei iibereinander 
gelegene Punkte P und P’, die nicht beide durch die Abbildung Z,= t-z, 
(0st<1, v=1,...,m) in den Nullpunkt O deformiert werden kénnten, 
da es in $(G) laut Definition der Regularititshiille keine Verzweigungspunkte 
gibt. Es wiirde also ein iiber O gelegener Punkt O’ existieren, der sich durch 
eine in $(@) verlaufende Kurve € mit O verbinden lieBe. Dann wiirde sich O 
auch durch simtliche durch Z,=t-z,(0<t< 1) vermittelten Bildkurven 
von € mit O’ verbinden lassen. O miiBte also Verzweigungspunkt sein, d.h. 
Randpunkt von 9(G), im Gegensatz zur Voraussetzung, daB O innerer Punkt 
von © ist. 

Nun kénnen wir Satz 1 anwenden. $(G) ist nimlich halbstetig auf den 
offenen C" ausdehnbar. Das leisten die Transformationen Z,=t-z,(vy=1,...,) 
mit 1 <t< oo. Man beachte, daB $(G) dann auch durch Regularitiatsgebiete 
ausgeschépft werden kann, die halbstetig auf den offenen OC" ausdehnbar 
sind (vgl. die Bemerkungen iiber die Punktmengen G!). Auf Grund von 
Satz 1 ist dann jede in © regulire Funktion gleichmaBig im Innern von 9 (G) 
durch ganze Funktionen approximierbar, die ihrerseits dort wieder durch 
Polynome approximiert werden kénnen. 

3. Wir formulieren nun den Satz von HAMMERSTEIN, und zwar gleich 
fiir n Veranderliche: 

Satz 3: Das Gebiet G mége in dem beschrinkten sternartigen Regularitéits- 
gebiet S im COC” liegen. W sei ein die Punkte t, und t, der komplexen t-Ebene 


*) B. Amer: Sur quelques problémes de la theorie des fonctions anal. de deux va- 
riables complexes. Arkiv fér Mat. 17, 22 (1922/23). 
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verbindender stetiger Weg. Es seien Abbildungen 
Ay: & = 7.Gk ss +h @at,....8 


von © mit folgenden Eigenschaften gegeben: 

(1) Die T,(v=1,..., n) seien fiir festes t aus einer Umgebung U (YD) in S 
regulire Funktionen und bei festem z,,...,Z, aus ©, als Funktion von t aufge- 
fapt, regulér in U(W). Die T,, sind stetig in z,,..., z, und t, 

(2) liegt der Punkt P in G, so auch alle Punkte A,(P), fiir t € DB, 

(3) t = t, liefert die Identitat, 

(4) es gibt eine ganz in © gelegene Hyperkugel R, so daB fiir jeden Punkt P 
aus © A, (P) iiber R liegt. 

Dann ist jede in G reguléire Funktion gleichmaéBig im Innern von © durch 
Polynome approximierbar. 

Zum Beweis benétigen wir den 

Hilfssatz: G, SG, R und A, seien Gebiete bzw. Abbildungen wie in Satz 3. 
Dann geniigt mit G auch die Regularitéitshiille 9(G) den Voraussetzungen (2) 
und (4), insbesondere ist $ (G) schlicht. 

Beweis: Das Bild von © bei der Abbildung A, liegt nach Voraussetzung (4) 
von Satz 3 iiber R. Die zugehdrigen Abbildungsfunktionen Z,= T', (z,,..., 
Z,, t,) k6nnen in 9 (G) aber keinen Wert annehmen, der nicht schon in G an- 
genommen wird. Also liegt A; (9 (G)) tiber dem Polyzylinder |Z,| < R, wo R 
der Radius von & ist. Die gleichen Uberlegungen gelten fiir die Abbildungs- 
funktionen der Abbildung, die wir erhalten, wenn wir hinter A; einen beliebigen 
mittelpunktstreuen Automorphismus von & schalten. A, ((G)) liegt daher 
iiber jedem R umfassenden Polyzylinder, also iiber dem Durchschnitt all 
dieser Polyzylinder, d. h. tiber &. 

Ist nun f(P) eine in G regulare Funktion, so ist f (P) nach Voraussetzung (2) 
von Satz 3 auch in den Punkten A,(P) fiir ¢¢ 3 regulir. Also ist mit jeder 
in © reguliren Funktion f(P) auch jede Funktion f,(P) = f(A,(P)) in G, 
also auch in $(G) regulir. Daraus folgt, daB mit P die ganze Kurve A,(P) 
fiir ¢¢ 23 im Innern von § (G) liegt. 

Ware 9(G) nicht schlicht, so giibe es dort zwei iibereinanderliegende 
Punkte P’ und P”, die sich lings der Kurven A,(P’) und A,(P”) (¢€ B®) in 
die zwei tiber R gelegenen Punkte A, (P’) und A, (P’’) deformieren lieBen. 
Die tibereinanderliegenden Kurven A, (P’) und A,(P’’) haben fiir ¢t ¢ Y keinen 
gemeinsamen Punkt, da 9(G) keine Verzweigungspunkte enthalt.  (G) ist 
als Gebiet zusammenhangend; daher kann man stets P’ iiber einen Punkt Q 
aus R mit P’”’ durch eine in $(G) verlaufende Kurve € verbinden. Dann sind 
A;,(P’) und A; (P”) durch die iiber den in & liegenden Punkt A, (Q) ver- 
laufende Kurve A, (€) miteinander verbindbar. Da A; (€) ganz iiber R ver- 
lauft, miiBte H(G) in R verzweigt sein. Das widerspricht der Voraussetzung, 
daB R unverzweigtes Teilgebiet von G [und somit von § (G)] ist. 

Den Beweis von Satz 3 fiihren wir in zwei Schritten. Wir definieren zu- 
nachst Gebiete, in denen sich jede dort regulire Funktion durch Polynome 








Uber den Satz von HAMMERSTEIN. 179 


approximieren laBt, und zeigen dann, daB sich $(G) auf eines der so defi- 
nierten Gebiete halbstetig ausdehnen laBt. 

1. Sehritt: G, sei die Menge aller Punkte P aus @, so daB A,(P) fiir t¢W 
liber R liegt. ©, ist offen. R und © sind als Regularititsgebiete durch Folgen 
von analytischen Polyedern 


D;: Pls1 (A=1,...,4; §=1,2,...) 
bzw. 
O,: @?1s1 (w=1,...,m,; t=1,2,...) 


aussch6pfbar. Wir betrachten fiir festes ¢ auf IB die Folge 
p?: (A, (P))is1, PeQ, (A=1,...,4; ¢=1,2,...). 


Die P{" liegen ganz in S,. ©, wird aber auch durch die PB ausgeschépft, 
denn ist Q ein beliebiger Punkt aus ©, , so gibt es stets ein geniigend groBes i, , 
so daB A,(Q)¢€D, und QEQ,,, also Q¢ p0?. Da R und © halbstetig auf den 
offenen C" ausdehnbar sind, kénnen die Funktionen f? und g? stets als 
Polynome gewahlt werden. Ferner sind nach Voraussetzung fiir festes ¢ auf IB 
die Abbildungsfunktionen 7’, (z,,...,2,,¢) (v= 1,...,n) regulir in ©, also 
nach Satz 2 gleichmaBig im Innern von © approximierbar durch Polynome. 
Dann sind auch die Funktionen 


IP (Ag(P)) = FO (Ty eqs «<1 Sar Bs os +> Te l@qy s+» Surf) 


fiir festes t auf % gleichmaBig in einer B umfassenden kompakten Punkt- 
menge durch Polynome approximierbar. Das hei®t,@, kann auch durch ana- 
lytische Polyeder ausgeschépft werden, deren definierende Funktionen Poly- 
nome sind. Nach Satz 1 ist also jede in ©, regulire Funktion gleichmaBig 
im Innern von ©, durch Polynome approximierbar. Aus unserem Hilfssatz 
folgt insbesondere, daB ©, 9 (G) als Teilgebiet enthalt 

2. Schritt: Wir definieren noch eine weitere Punktmenge. G, sei die Menge 
der Punkte P aus ©,,, so daB A,(P), t¢ W, iiber H(G) liegt. G, hat folgende 
Eigenschaften: 

a) G, ist Regularitatsgebiet. Werden namlich 9(G) und ©,, durch ana- 
lytische Polyeder 


Z;: fP(P)| <1 A=1,...,4; §=1,2,...) 

bzw. 

Q;: ig‘? (P)| Sl (w=l1,...,m,; ¢=1,2,...) 

ausgeschépft, so wird G, ausgeschépft durch die analytischen Polyeder 

BF: P(A, (Py <1, IgQ@(Py <1 phd tity. é=1,2,.. ) 
-e pw=l,...,m™, 


(dabei sollen unter J¥ nur die Komponenten verstanden werden, deren Bild 
bei der Abbildung A, tiber  (G) liegt), 

b) G, = H(G) und G,=G,, (laut Hilfssatz und Voraussetzungen (3) 
und (4) von Satz 3), 
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c) G,, c G, fir ¢€¢ W wegen Bedingung (2), 

d) die Schar G,(¢ € W) ist stetig, d.h. zu jeder positiven Zahl « gibt es 
eine positive Zahl 5, so dab G{ c G,, falls |t’— t|<6. Dies ist eine unmittel- 
bare Folgerung aus der Stetigkeit der Abbildungen A, in dem Parameter t. 

Wir kénnen also wegen d) zu jedem ¢ >0 endlich viel Parameterwerte 


t,(o=1,..., 7) finden, so daB t,=¢t,, t,=t, und G cc S,. ” Nun beachten 
. 


wir, daB die Punktmenge 6G” halbstetig auf G,, , also auch auf den Durchschnitt 


6, AGO rn... AGO = Gr... G® ausdehnbar ist. Da 6“ halbstetig auf 
1 : r . r . 
G,, ausdehnbar ist, so ist 6 hie 3 6° halbstetig auf G,, > 6 Nn... AG 
r 
= 6 -\...\G® ausdehnbar. In r Schritten kénnen wir so eine halbstetige 
: r =) 


Ausdehnung von 6 auf 6, = ©,, konstruieren. Da 9 (G) aber durch Punkt- 


mengen 6 ausgeschépft werden kann, so folgt aus Satz 1, daB jede in 
G,, = H(G) regulire Funktion gleichmaBig in $ (G) approximiert werden kann 
durch in ©,, regulare Funktionen und damit (1. Schritt) durch Polynome. 

4. Aus unserem Beweis zu Satz 3 geht hervor, daB die Aussage des HAMMER- 
stetnschen Satzes auch fiir die Regularititshiille von G gilt, die somit (in 
der iiblichen Terminologie) polynomkonvez ist. 


( Bingegangen am 5. April 1953.) 
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Einleitung. 

Es sei § eine geschlossene Fliche mit der EvLerschen Charakteristik 

N = — %&+a,— a, welche wie iiblich als Wechselsumme iiber die Anzahl 


der Eckpunkte (a), Kanten («,) und Flachenstiicke («,) in irgendeiner Zer- 
legung von & in lauter Elementarflaichenstiicke definiert ist. Bekanntlich ist 
N =2p-— 2 oder N=q- 2, je nachdem, ob & die orientierbare Fliche vom 
yeschlechte p oder die nichtorientierbare Fliche vom Geschlechte q darstellt. 
Wir bezeichnen mit v die Mazximalzahl der Nachbargebiete auf G, d.h. die 
grépte Zahl mit der Eigenschaft: Die Flache § la8t sich in » Lander?) derart 
zerlegen, daB jedes Land zu jedem anderen lings mindestens einer Kante 
benachbart ist. 

Wegen der Definition von » gibt es also auf F eine solche Zerlegung, in 
welcher 


(1) (3) <1 


und a,= v ist. AuBerdem gilt 
(2) 3 %S 24, 
weil doch in jeder Zerlegung jede Kante zwei Endpunkte hat und jeder Eck- 


punkt mit mindestens drei von diesen Endpunkten koinzidiert. Aus der 
Evterschen Formel N = — a+ «,— a, folgt also weiter, daB 


v(yv—1)—-67<6N 


ist. Die Auflésung dieser quadratischen Ungleichung in » liefert uns die 


1) Unter Land verstehen wir in dieser Arbeit stets ein Elementarflachenstiick. 
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Abschiatzung 

: 7+ /49+24N 
v= = ; 


| 
i 


(3) 


Diese obere Schranke fiir die Maximalzahl der Nachbargebiete gab zuerst 
P. J. HEawoop [1] an und sprach zugleich die Vermutung aus, daB in (3) 
fiir jede geschlossene Flache sogar das Gleichheitszeichen zutrifft. Diese Ver- 
mutung wurde bisher nur in folgenden speziellen Fallen bewiesen: 
Fiir die orientierbare Flache vom Geschlechte 

p = | bis 7 und fiir eine gewisse Klasse von Zahlen p durch 
L. HEFFTER [2], 

p = 8,9 und fiir eine weitere sehr spezielle Klasse von Ge- 
schlechtszahlen p durch G. RInGEL [4], 
fiir die nichtorientierbare Fliche vom Geschlechte 


q=1 von H. Trerze [5], 
q=3,4,6 ,, I. N. Kaeno [6], 


q=5 ,» H.S. M. Coxeter [7], 
= 7,8,9 ,, R.C. Boss [8] und fiir alle g mit 
6r—rsoqs6r+r—1(r=1,2,...) von G. Rincet [3]. 


Im Falle des Kietnschen Schlauches (¢g = 2) bestitigt sich obige Vermutung 
nicht, wie PH. FRANKLIN [9] fand. 

In der vorliegenden Arbeit gelingt es nun, die HEAwoopsche Vermutung 
allgemein fiir alle nichtorientierbaren Flichen (q¢ + 2) zu beweisen. Es wird 
also gezeigt, daB fiir die Maximalzahl yv, der Nachbargebiete auf der nicht- 
orientierbaren Flaiche , vom Geschlechte ¢g+ 2 tatsichlich in (3) das Gleich- 
heitszeichen zutrifft, d. h. daB die Gleichung 


7+ Vi+24q | 


(4) »—| 5 


stattfindet. Dieses Ergebnis wird im folgenden auf einem Wege erzielt, der 
bereits in der friiheren Abhandlung [3] des Verfassers eingeschlagen wurde. 
Deren Lektiire wird jedoch hier nicht unbedingt vorausgesetzt. Beim Beweis 
von (4) erhalten wir iibrigens [§ 4, FuBnote °)] auBerdem noch das folgende 
Nebenresultat: Auch fiir die orientierbare Fliche vom Geschlechte p mit 12 r? + 
+3r+lspsl2r+5r (r=1,2,...) ist die Heawoopsche Vermutung 
richtig. 

Zunicst teilen wir einige Anwendungen der Gleichung (4) mit. Unter der 
chromatischen Zahl y auf der geschlossenen Flache F versteht man bekanntlich 
die kleinste Zahl mit der Eigenschaft: Man kann bei jeder Landerzerlegung 
von § diese Lander in zy Klassen (Farben) derart einteilen, daB nie zwei 
(lings mindestens einer Kante) benachbarte Lander in derselben Klasse 
liegen. Eine solche Klasseneinteilung pflegt man Farbung zu nennen. — Den 
Ausdruck auf der rechten Seite von (3) bezeichnen wir jetzt mit W (N) 
Trivialerweise ist y< y. Dariiber hinaus zeigte Heawoop [1] fiir N > — 2 
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die Abschitzung »< y= W(N). DaB auch diese Beziehung, mit Ausnahme 
des Kuiernschen Schlauches, in Wahrheit eine Gleichung ist, wird durch (4) 
fir alle nichtorientierbaren Flachen §, vom Geschlechte g= N+2+2 mit- 
bewiesen. 

Von G. A. Drrac [10] stammt der folgende interessante Satz: Es sei F 
eine geschlossene Fliche mit einer EULERschen Charakteristik N = 0 und es sei 
N+1. Wenn fiir die Farbung einer Lénderzerlegung von § wirklich W(N) 
Farben benétigt werden, so kann man in dieser Zerlegung selbst bereits W(N) 
paarweise benachbarte Linder auswéhlen*). Dieser Satz wird natiirlich erst 
dann inhaltsvoll, wenn wirklich derartige Zerlegungen existieren, d. h. wenn 
y=W(N) ist. Wie eben aus (4) gefolgert wurde, trifft dies zumindest fiir 
alle F, mit g + 2 tatsichlich zu. 

Mit der Gleichung (4) ist gleichzeitig auch eine alte Frage aus der relativen 
Graphentheorie (vgl. {11]) beantwortet. Auf Grund der Definition von », 
kann man die Flache §, in genau y, zu je zweien benachbarte Polygone zer- 
legen. Der Ubergang zu der dualen Zerlegung dieser Flache liefert uns den 
Satz: 

Die nichtorientierbare Fliche niedrigsten Geschlechtes, in welche sich der voll- 
stiindige Graph mit n>7 Knotenpunkten ohne Uberschneidung der Kanten 
einbetten lat, ist die nichtorientierbare Fliche vom Geschlechte 


(n — 3) (n — 4) 2] 
qn= alt oy +3 


§1. 
Bestimmung von », als kombinatorische Aufgabe. 
Wir wollen zunachst annehmen, daB8 in (3) nur das Gleichheitszeichen gilt, 
um notwendige Bedingungen hierfiir zu erhalten. Insbesondere interessieren 
7+ y49+24N 


uns jetzt nur diejenigen Flachen %, fiir welche der Ausdruck “ 
selbst schon ganzzahlig ist. Dieser Fall tritt ein, wenn die Charakteristik N 
(m — 3) (m — 4) 


von der Form N = 6 2 mit m = 2 (mod 3) ist. Dann wird nim- 
7+ /49+24N ‘ , , * 
lich = m, wie man leicht nachrechnen kann. In diesen Fillen 


gilt offenbar: Wenn in (3) nur das Gleichheitszeichen zutrifft, dann auch in (2) 


und (1); d.h., es gibt auf der betrachteten Fliche mit der Charakteristik 
(m — 3) (m — 4) ‘ “ ‘ J : 
N 6 2 eine Zerlegung §,, in m Lander, von denen jedes zu 


, m)\\ .. ; ; 

jedem lings genau einer ( a, (5 ) Kante benachbart ist und wobei nur lauter 
dreikantige (3 x)= 2 «,) Eckpunkte auftreten. 8,, besteht also aus m zueinander 
benachbarten (m — 1)-Ecken. (Fiir m = 4 z. B. gibt es so eine Zerlegung, 
nimlich das aus vier Dreiecken bestehende Tetraeder.) 


*) Fiir die Kugel (N - 2) trifft diese Aussage nicht zu, was man etwa am Beispiel 
des Pentagondodekaeders sehen kann. Ob sie auch fiir }, und §;, gilt, ist noch ungeklart. 
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In folgender Weise kénnen wir eine solche Zerlegung $,, kombinatorisch 
beschreiben. Die m Lander von %,, seien mit den Nummern 1, 2, ..., m be- 
zeichnet. Wenn wir den Rand des Landes i in irgendeiner Richtung einmal 
durchlaufen, so beriihren wir jedes der m— 1 Nachbarlinder 1,2,...,%—1, 
Le m des Landes i in einer gewissen zyklischen Reihenfolge (a‘ a‘. . . 
a’, _,). Wenn wir diese Reihenfolge fiir jedes i notieren, so erhalten wir ein 
Schema 


1 
1. a} ah...Q@m—1 
‘ 2 
a? a} ...am—1 
(Sm) 
m 
m m 
™ @ G5... 


welches von selbst die beiden folgenden Eigenschaften besitzt: 


1. Die Nummern a’,,a ,a,, 1 sind eine Permutation der Nummern 


rr 
Ser eee ae 
2. Wenn wir die Zeilen als zyklisch geschlossen (d.h.auf die Nummer a\,_ , 
folgt die Nummer a’ ) betrachten, so gilt in S,, die 
Regel R. Wenn in der i-ten Zeile i....akb... steht, so steht in der k-ten 
Zeile entweder k....atb...oderk....bia.... 


Diese Regel R ist eine unmittelbare Folge aus der Tatsache, daB die Zer- 
legung ,, nur lauter dreikantige Eckpunkte aufzuweisen hat. Fortan bezeich- 
nen wir nur ein Schema mit den beiden obigen Eigenschaften mit Schema S,, . 

Wir haben also gefunden: Existiert auf einer geschlossenen Flache eine 
Zerlegung $,, in m paarweise lings je einer Kante benachbarte Lander mit 
lauter dreikantigen Eckpunkten, dann gibt es auch ein Schema S,,. Wie in 
der Arbeit [3] bewiesen wurde, gilt hierzu auch die Umkehrung: Wenn ein 
Schema S,, existiert, so gibt es auch auf einer passend gewdhlten geschlossenen 
Fliche eine zugehirige Zerlegung By» - 


Fiir die Zerlegung 3,,, gilt 
s m(m — 1) m(m — 1) 
(5) X= 3 » 5 , g= mM. 


Wegen der EuLerschen Formel wird also durch ein Schema S,, entweder die 
(m — 3) (m — 4) 

12 
(m — 3) (m — 4) 

6 
beiden es sich tatsichlich handelt, kann man wie folgt entscheiden. Wenn in 
einem Schema S,, die Reihenfolge der i-ten Zeile umgekehrt wird, so bleiben 
die definierenden Eigenschaften des Schemas S,, erhalten. Fiir 8,, bedeutet 
dies natiirlich, daB die Orientierung des Landes i umgekehrt wird. Wir nennen 
ein Schema S,, orientierbar, wenn es méglich ist, durch Umkehrung gewisser 
Zeilen zu erreichen, daB in S,, fiir jedes Zeilenpaar die folgende Verscharfung 
von Regel R gilt, nimlich 

Regel R*. Wenn in der i-ten Zeile i....akb... steht, so steht in der k-ten 

) |) ee | te 


orientierbare Flache vom Geschlechte oder die nichtorientier- 


bare Flaiche vom Geschlechte dargestellt. Um welche von 
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Die durch ein Schema S,, dargestellte Fliche ist dann und nur dann 
orientierbar, wenn S,, orientierbar ist; denn durch die Orientierung der Zeilen 
(gemaB Regel R*) von S,, wird fiir jedes Land von %,, eine derartige Orien- 
tierung definiert, daB benachbarte Linder immer lings der gemeinsamen 
Kante entgegengesetzt orientiert sind. Dies gilt auch umgekehrt. 

Fiir alle Zahlen m += 2 (mod 3) mit Ausnahme von m = 7 werden wir in 
den folgenden §§ nichtorientierbare Schemata S,, konstruieren. Fiir die Zahlen 
m = 2 (mod 3) kann jedoch kein Schema S,, existieren, da dann die Anzahl 
der Eckpunkte in §,, nach (5) nicht ganzzahlig wire. Wir bedienen uns in 
diesen Fallen am besien einer anderen Zerlegung 3° ) einer geschlossenen 
Fliche, welche durch folgende vier Eigenschaften gekennzeichnet ist: 


.8°—” habe lauter dreikantige Eckpunkte. 


bo 


. Die Anzahl a, der Lander sei m. 


. Die Anzahl «, der Kanten sei (?") — 1. 


9 


m oo 


. Je zwei Lander aus 8‘ seien héchstens lings einer Kante benachbart. 
Eine solche Zerlegung 8°” besitzt nach 3. und 4. genau zwei Linder, welche 
nicht aneinandergrenzen, wiahrend alle anderen Landerpaare benachbart sind. 
Als einfachstes Beispiel wire hier das dreiseitige Prisma als Zerlegung 35” 
= 


m 


der Kugel zu nennen; weitere Beispiele folgen in § 3.] 8 ) besteht also aus 
zwei (m — 2)-Ecken und m — 2 ,,(m 1)-Ecken“. 

Man kann, ebenso wie oben ein §,,, auch eine solche Zerlegung 8‘ durch 
ein Schema kombinatorisch beschreiben. Das hierbei entstehende Schema, 
diesmal S‘~” genannt, hat natiirlich zwei Zeilen, welche um eine Nummer 


kiirzer sind als bei einem Schema S,,. Sonst aber hat das Schema Ss) die- 
selben (definierenden) Eigenschaften wie ein Schema S,,. Umgekehrt gibt es 
auch hier zu jedem Schema S‘~” eine zugehérige Zerlegung 8‘ einer passend 
m m 
gewihlten geschlossenen Fliche. Bei den Schemata S‘~” ist iibrigens eine 
Unterscheidung beziiglich der Orientierbarkeit, wie sich gleich zeigen wird, 
nicht nétig. Der folgende Satz hat allerdings noch nichts mit unseren Schemata 
zu tun. 


Satz 1. Wenn auf einer nichtorientierbaren geschlossenen Fliche m zu- 
einander benachbarte Linder derart gezeichnet werden kinnen, dap nur lauter 
dreikantige Eckpunkte auftreten und die Anzahl der Kanten < (3) + 2 ist, so 
7+ | 1 + 24q 

9 


gilt fiir jedes q mit m = | die Gleichung v,= m. 





Beweis. Wir wollen zuerst eine Abschitzung fiir das Geschlecht q’ der in 
Satz 1 genannten nichtorientierbaren Fliche gewinnen. Wegen 


m 
‘ _ 9 4 9 
3h =20,, H () - 2, %=m 
erhalten wir aus der EvLerschen Formel p+ %— a= g'—2 die Un- 


gleichung 


, 


6q'< m*— 7m + 16. 
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Fiir g gilt nach Voraussetzung 
Phe. Ss 24q 


, dh. m?@— 7Tm+ 125 6gq. 


Es folgt 6q'<6q+4. Weil q’ und q ganzzahlig sind, ergibt sich die Unglei- 
chung q’Sq. Da nach Voraussetzung m < vy ist und weil die Maximalzahl der 
Nachbargebiete trivialerweise eine monoton nicht fallende Funktion von q ist, 
folgt m= ¥ = ¥,. Nach (3) gilt aber auch »,< m; also ist »,= m, w.z.b. w. 

Satz la. Es seien m, q zwei natiirliche Zahlen mit der Beziehung m 
7 | 7+)1 + 24q 

2 

Schema S‘—-" existiert, dann gilt die Gleichung v,= m. 


| . Wenn entweder ein nichtorientierbares Schema S,,, oder ein 


Beweis. a) Wenn ein nichtorientierbares Schema S,, existiert, so gibt es 
auf einer nichtorientierbaren Flache eine Zerlegung %,, in m zueinander be- 


nachbarte Lander mit (2) Kanten und lauter dreikantigen Eckpunkten. 
Satz 1 kann also unmittelbar angewandt werden und es folgt v,= m. b) Es 
mége ein Schema S‘~" also auch eine Zerlegung 3° einer geschlossenen 
Flache existieren. 3°" hat lauter dreikantige Eckpunkte und fiir die Anzahl 


a, der Kanten ing ” gilt «, = (2) —1. Nur zwei Lander, etwa a und ¢, sind 


nicht zueinander benachbart. Ein beliebiges drittes Land p wollen wir durch 
eine Kreuzhaube (= Mésrussches Band) so ersetzen, daB wieder eine geschlos- 
sene Fliache entsteht. Dies ist méglich, weil sowohl der Rand von p als auch 
der Rand einer Kreuzhaube eine einfach geschlossene Kurve ist. Bei diesem 
Einfiigen der Kreuzhaube wird die betrachtete Flaiche nichtorientierbar. Man 
kann auf ihr, wie in Fig. 1 §3 dargestellt ist, durch eine einfache Anderung 
der Einteilung erreichen, daB auch die beiden Lander a und c benachbart sind. 
Hierbei sind insgesamt drei neue Kanten hinzugekommen. Auf der gewonnenen 


Zerlegung einer nichtorientierbaren Flache ist also «, < . 
Lander sind alle zueinander benachbart. Nach Satz | gilt also »,= m. 

Um die in der Einleitung behauptete Gleichung (4) zu beweisen, brauchen 
wir nach Satz la nur fiir jedes m + 2 (mod 3) ein nichtorientierbares Schema 
S,, und fiir jedes m= 2 (mod 3) ein Schema S‘~” zu konstruieren. Dieses 
Programm wird im folgenden bis auf die Fille m= 8 (mod 12) tatsichlich 
durchgefiihrt. Fiir die Zahlen m = 8 (mod 12) laéBt sich jedoch die schwierige 
Konstruktion der Schemata S‘~") durch einfachere Schliisse umgehen®). 

Wir werden spiater mit Schemata zu tun haben, bei welchen wir noch nicht 
wissen, ob Regel R erfiillt ist. Es ist daher die folgende Sprechweise niitzlich: 
Die i-te und k-te Zeile heiBen zueinander adjungiert, wenn speziell fiir diese 
beiden Zeilen die Regel R gilt. Bei der Konstruktion unserer Schemata wird 
sich der Begriff des Leitquadrates, welcher im niichsten Paragraphen aus- 
einandergesetzt wird, als besonders fruchtbar erweisen. 


+ 2 und die m 


*) In einer spateren Arbeit des Verfassers wird die Existenz der Schemata Ss » auch 
in diesen Fallen m = 8 (mod 12) bewiesen (m + 8). 
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§ 2. 
Das Leitquadrat. 
Es sei f3,, die Gruppe aller Permutationen der Nummern 1, 2,..., und ¢ 


die Einheitspermutation aus %,,. Allgemein fiihrt die Permutation t ¢$,, die 
Nummer i in die Nummer t(i) iiber. Das Produkt of ist definiert durch 
ot(t) = a(t(t)). Bis jetzt ist also t(i) nur erklart fir i= 1,2,...,. Wir 
wollen aber die Anwendung von t auf jede natiirliche Zahl zulassen und 
definieren zu diesem Zwecke: Es gelte fiir jedes tr ¢ G,, die Gleichung 
tT(n+i)=n+ (i). 
Die gewohnten Rechenregein bleiben dann bestehen wegen ot (n+ i)=o0(n+ 
+ t(t))=n+or(t). Wir werden unter Permutation nicht nur die Operation r, 
sondern auch das Ergebnis, also die Spalte bzw. Zeile r(1), 7(2),..., t(m) 
verstehen. Wir benutzen des éfteren die bekannte Zykeldarstellung der Per- 
mutationen. 
Ein quadratisches Verzeichnis 


Ay, Ayg ---Ain 
Gq, Tgq --- Aen 
On: Ing---Onn 


heiBe ein Leitqguadrat, wenn die folgenden vier Eigenschaften erfillt sind. 
L 1) Jede Zeile in A ist eine Permutation der Nummern 1, 2,..., n. 


L2) Auch die erste und letzte Spalte in A sind Permutationen der Nummern 


L 3) Es gilt fiir jedes Paar ik(i,k=1,2,...,n,i+k): In A gibt es genau 
zwei Zeilen, in denen die beiden Nummern i k nebeneinander stehen. (Es wird 
nichts dariiber gefordert, ob beidemale i rechts von k& steht oder nur einmal 
oder keinmal.) 

Wir bezeichnen voriibergehend diejenige nach L 2 existierende Zeile in A, 
die die Nummer i als erste bzw. als letzte Nummer enthalt, mit +.... bzw. 

.t. Es sei aj, die zweite Nummer ini... . Nach L3 gibt es in A noch 
genau eine andere Zeile, in der a;, (linker oder rechter) Nachbar von i ist. 
Falls diese Zeile + ...% ist, so gibt es in dieser Zeile einen zweiten (rechten 
oder linken) Nachbarn von i, welcher mit aj, bezeichnet sei. Nun gibt es wieder 
genau noch eine weitere Zeile, in welcher aj, Nachbar von i ist. Falls diese 
Zeile +...% ist, so gibt es in ihr wieder einen zweiten Nachbarn aj, von i. 
Das Verfahren bricht bestimmt ab, und zwar bei Gir, wenn a; ,, die vorletzte 
Zahl in der Zeile ....i ist. Wegen L3 sind die Nummern aj, aj. . . aj, alle 
verschieden. Nun mége noch die vierte Forderung zutreffen. 

L4) Fiiri=1,2,...,ngiltr,=n-—1. 

Die Permutation « ¢€,, welche den Ubergang der ersten Spalte von A 
zur letzten Spalte von A liefert, heiBt Leitpermutation des Leitquadrates A. 
Es gilt also « (a;,)=a;,. Es seien zunichst zwei Beispiele fiir Leitquadrate an- 
gegeben. 

13 
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n=4 n= 7 
Lit = 
mat. a Fa 

. 2. erat a FF 
3i3 4 .e@ewtt es 
, 8 64 ets Fs 8 @G 
ae 2 Big Sb &) 2.8: 6 9 
7 @ §. & 2.64.3 
a (1 3) (2 4) x a?33s4s 6 7) 


Eine Permutation heiBbt Leitpermutation, wenn es ein zugehériges Leit- 
quadrat gibt. Jede Leitpermutation (n > 1) laBt wegen L1 keine Nummer 
fest. Aber nicht jede Permutation ohne Fixnummer ist Leitpermutation; fiir 
n = 4 ist z. B. A = (1 2 3 4) keine Leitpermutation. 

Es sei t eine beliebige Permutation aus %,. Wenn wir auf alle Nummern 
eines Leitquadrates A = (a;,) die Permutation t ausiiben, so erhalten wir 
wieder ein Leitquadrat A*= (t (a,,)). Die Leitpermutation « geht dabei iiber 
in tat. Mit « sind also auch alle zu « konjugierten Permutationen Leit- 
permutationen. Ebenso ist auch «! Leitpermutation, weil das Spiegelbild 
eines Leitquadrates wieder Leitquadrat ist. 

Bei Vertauschung der Zeilen geht ein Leitquadrat wieder in ein Leit- 
quadrat iiber, wobei die Leitpermutation ungeindert bleibt. Wenn also « 
eine Leitpermutation und o beliebig aus ,, ist, so gibt es ein Leitquadrat, 
dessen erste Spalte o (1), o@ (2),..., o(n) und dessen letzte Spalte « o (1), 
ao(2),...,a0 (m) lautet. 

Bei der Definition des Leitquadrates kénnen die beiden Eigenschaften L 3 
und L 4 durch die folgende Eigenschaft L 3, 4 ersetzt werden, da letztere nur 
eine andere Formulierung von L 3 und L 4 ist. 

L 3, 4) Fiir jedes i (i = 1, 2, . . ., n) LaBt sich eine Zeile 
(z;) Qj, Ajo... Ain 
angeben mit den Eigenschaften a) und b): 

a) (z,) ist eine Permutation der Nummern 1,2,..., t—litil,...,n. 

b) Zu irgend zwei in (z;) nebeneinander stehenden Nummern aj; a;;. , gibt es 
(mindestens) eine Zeile in A, in der die beiden Nachbarn von i genau die beiden 


Nummern aj; aj; ., sind. aj, ist die zweite Nummer in der Zeile i... aus A 
und a;,,_, die vorletzte in der Zeile .. .%. 


Die Zeile (z;) soll die zu i gehdrige Leitzeile heiBen. Weil die Nummer i 
nach L 1 genau n-mal in A vorkommt, hiervon wegen L 2 einmal am linken 
und einmal am rechten Rand von A, so gibt es in A genau n — 1 rechte und 
n — 1 linke Nachbarn von i. Hieraus folgt: Die nach b) existierende Zeile 
von A mit... a; 
kommen. 

Als Ziel des gegenwirtigen Paragraphen zeigen wir, daB fiir jede Zahl n 
ein Leitquadrat existiert. Dariiber hinaus interessieren uns gleichzeitig die 
zugehGrigen Leitpermutationen. Fiir ungerades n ist es nicht schwer ein Leit- 
quadrat zu gewinnen. Dies geschieht dadurch, daB das vorhin fiir n = 7 an- 
gegebene Beispiel in naheliegender Weise verallgemeinert wird. Es sei also 


;t@j;,,.-..oder...a 


j ij+1%@;;... kann nur genau einmal vor- 
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n ungerade. Die Nummern 1, 2, . . ., n wollen wir fiir den Augenblick als die 
n Vertreter der Restklassen mod » auffassen. Wir behaupten, daB A = (a,,) 
ein Leitquadrat ist, wenn wir setzen 


(6) @n= i+k fir k = 2,4,6,....»—1, 
€,=1+iti—k fir k = 1,3, 5,...,n. 

Die beiden Eigenschaften L 1 und L 2 sind erfiillt, denn jede Zeile und sogar 
jede Spalte ist eine Permutation der Nummern (bzw. Restklassen) 1, 2, . . ., . 
Um auch L 3, 4 nachzuweisen, zeigen wir, daB die zu der Nummer | gehdérige 
Leitzeile lautet 


(z,) 357...m—-2n24...n—1. 


Wir haben zu zeigen, daB zu zwei in (z,) nebeneinander stehenden Nummern 
eine Zeile in A existiert, in der die Nummer 1 genau zwischen diesen beiden 
Nummern zu stehen kommt. In A steht in der h-ten Zeile ...a,,~; 4,7 @,n41--- 
d. h. fir kh = 3, 5,7,...,% — 2: 


.--2h-—1 1 2h+1... 
In der h-ten Zeile steht auch . ..@,,—» @an—n+1 Mnn—n+e---O-h. firh=2,4,... 


n— Il: 


---2hk+1 1 2h-1... 


Nun kénnen wir uns noch iiberzeugen, daB die erste Zeile von A mit 1 3.... 
beginnt und die letzte Zeile von A mit... — 1 1 endet. (z,) ist also in der 
Tat die zu 1 gehorige Leitzeile. 

Unser durch (6) definiertes Quadrat A = (a,,) hat die besondere Eigen- 
schaft: Wenn in einer Zeile von A steht ...abc..., so gibt es in A auch eine 
Zeile mit ...@+j76+j]¢+ 7... bei beliebigem j. Aus diesem Grunde folgt 
aus der Existenz der zu 1 gehdrigen Leitzeile sofort auch die Existenz einer 
zuj + 1 gehérigen Leitzeile. Die Eigenschaft L 3, 4 ist also erfiillt und A = (a,,) 
ist ein Leitquadrat. Die i-te Zeile von A lautet 


Die Leitpermutation von A la8t sich hieraus direkt ablesen. Es gilt also der 
Satz 2: Fiir n ungerade ist 4 = (123...mn) eine Leitpermutation. 
Zur Orientierung sei dem folgenden ein Beispiel vorangestellt, das sich 
an das friiher gegebene Leitquadrat fiir » = 4 anschlieBt. Die zugehérige 
Erklarung entnehme man dem fiir allgemeines n geschriebenen Text. 


n=4 A, 

5. z#l1lz4&3y .28 878 CS 
(A’) 6. z2134y sc aes? © 
, %7 #8341 38-4186 8667 
&® s41328y 413267658 
§263 8 47 1 
1. es ». 2:9 2s eS 2s 6165.4%73 8 2 
(A”) %2 w@6 i 6478 € gy 728164 & 3 
3. veers @SS Ss 817253 6 4 

4. 28172536 y 


_ 
~ 
. 
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Fir beliebiges n sei « eine Leitpermutation und o beliebig aus D,,. Dann 
gibt es ein Leitquadrat A = A, = (a;,,), in welchem gilt 


o(t)=a,;, und aoe(i) =a, 


i- 


Die zu i gehdrige Leitzeile sei, wie in L 3, 4 mit a;, aj, . . .a{, _, bezeichnet. 
Wir wollen nun die folgenden 2 numerierten Zeilen A’ A’ betrachten. 


m+1. x(l) ayy as ..-41n-1 co(l)y 
n+2. 2 0(2) dep Gey ..-don-1 x 0(2) y 
(A’) n+ 3. 20(3) Ggq G33 -.-43n-1 « 0(3) y 
2 n. Z O(N) Gnz4n3---Ann-1 «e(n) y 
l. xo-*(m +1) at, dy aig diy ... din-1 Qin 1 o-ha-1(n +l)y 
2. x @-*(m + 2) a, dyz G3q dey ... den-1 43, 1 Qa? (n+ 2) y 
(A") B. © Q-*(n + 3) a3, dyg Gyq dys ...dgn-1 45, 1, Qa? (n+ 3) y 
n. x 9-*(2n) 4,1 4n24),94n3---dnn-1 4, 1 o-! a! (2n) y 


Die d,, sind hier in folgender Weise zu bestimmen: Nach L3, 4 gibt es zu zwei 
ik 5 
Nummern a;,_, a;,; stets genau eine Zeile in A (also auch eine Zeile in A’), 
ik—1 “ik 


in welcher entweder ...a;,_,ia;,... oder ...a:,iai,_,...steht. Diese 
ik—1 ik ik ik—1 
Zeile sei die d,;,-te Zeile aus A’ (k = 2,3,...,2—1). Die Zeichen x und y 


sind formal als Nummern zu betrachten und werden spiiter noch Bedeutung 
erhalten. Fiir diese so gebildeten 2n Zeilen gilt nun: 


1. Die in der i-ten Zeile von A" stehenden Nummern sind eine Permutation 
der Nummern 1,2,...,4—1,4+1,...,2n, 2, y. 


2. Jede Zeile von A’ ist zu jeder Zeile von A" adjungiert (Regel R!). 
3. Alle Zeilen von A” sind untereinander adjungiert. 


Der Beweis zu 1. und 2. folgt sofort aus der Festsetzung der d,,, und weil 
in den folgenden drei Zeilen aus A’ A” steht: 


i. xo (n+) aj,...aj, 1,0 2a" (n+7%) y 
o(n+%). 2z i Ye eee Fae ey ee a 
ee, Se ee eer eee Gin—1 iy 


Beweis zu 3.: Es seien zwei beliebige Zeilen aus A” gegeben. 


ee ee Oe 
RE ot ye ee 


Nach 2. folgt hieraus, daB in der d,,_,-ten, d, ;-ten, d,,_,-ten und d,,-ten Zeile 
aus A’ die Nummern i k& nebeneinander stehen. Das ist aber nach L 3 in A, 
d.h. auch in A’, nur in zwei Zeilen méglich. Da andererseits d;;_, + d,;; und 
d,,-, + dq; ist, so folgt, daB von diesen vier d je zwei gleich sind, d. h. die 
Regel R ist tatsichlich yiiltig. (Es ist hier voriibergehend o~'(n + it) = d;, 
und g~! a-1(n + ¢) = d;, zu setzen.) 
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Setz 3: Wenn a und B Leitpermutationen aus Y,, sind, so ist die durch (7) 
definierte Permutation A aus ,,, auch eine Leitpermutation. 


(7) A(i)=n+ Ba(i) fir i= 1,2,...,n, 
A(i)=i-—*n firi=—<n+1l,n+2,...,2n. 


Beweis: Da « und # Leitpermutationen sind, gibt es zwei zugehérige Leit- 
quadrate A, = (a,,), B, = (b,,), deren erste Spalten noch beliebig vorgegeben 
sein kénnen. Es sei 


A, = 4, An = a(t), D;, = a(n + 1), On = Pa(n+i). 


A,, mége also aus den Nummern 1, 2,..., m und B, aus den Nummern » + 1, 
n+2,...,2mngebildet sein. Nun behaupten wir, daB das folgende 2n-reihige 


Verzeichnis A,,, ein Leitquadrat ist. 


l Gen Gn os 008 Gan—y (1) a (ee + 2) Brg Big 2 cc cccccccs bin-1 Ba(n+ 1) 
2 @p Gig Veer Gen—2 «(2) a(m + 2) Dee bg, ...-. ee eens ben-1 B a(n + 2) 
(Asn) n GneGng-->-- Gnn—2 «(n) «(2 n) ee ban-1 Ba(2n) 
ek A SP Se See a ees din-19%,_, e'(n+1) 1 
Eat %& PY yo RA Pe rere don-195,_,071(n +2) 2 
6 , , -1/9 
2m Gy AnaGiodns ----eeecescccsccscccees dnn-1 @%,_ 1 %-* (2M) n 


In A,,, stehen also zunichst die beiden Leitquadrate A, , B, nebeneinander 
und darunter die nach dem vorigen gebildeten n Zeilen A”, wobei die x weg- 
gelassen sind und die y durch 1,2,..., ersetzt sind. (0 ist dabei gleich « 
zu setzen.) Wir beweisen, daB A,,, Leitquadrat ist. Die Eigenschaften L 1 
und L 2 sind erfiillt, wie sofort zu sehen ist. Wir beweisen auch L 3, 4, indem 


wir fiir jedes ¢ und fiir jedes n + i(i = 1,2,...,m) eine zugehdrige Leitzeile 
angeben. 
a) Firs = 1,2,..., 2 ist 
7 ‘ , , , ° - t : 
(Z;) Qj1 jo jg... Qin N+ tdzod;,...djn_, a(n + 1) 


die zu ¢ gehérige Leitzeile zu A,,,. Fiir die erste Hialfte von (Z,) ist dies klar, 
weil die zu 7 gehérige Leitzeile zu A,,, mit den Nummern der zu ¢ gehdérigen 
Leitzeile zu A, beginnen muB. Es ist zu zeigen, daB zuzwei Nummern d,,, d;, 4, 
eine Zeile in A,,, existiert, in der die beiden Nachbarn von i gerade diese beiden 
Nummern d;,, d;,4, sind. In A” steht 


. , 
a. oe Pe ee See 


” 


Weil aber innerhalb A 
entweder 


die Regel R gilt, steht in der aj,-ten Zeile von A” 


» Gyn 9 dip4,... Oder ...0;34, 54,3... 


Also gibt es auch in A,,, so eine Zeile, w. z. b. w. Dies gilt auch fiird,, = n + i. 
Fiir das Paar aj,” + i aus (Z,) kann auch leicht eine Zeile aus A, ,, angegeben 
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werden. In der a~! (i)-ten Zeile von A,,, steht namlich 
S ee) fo re 
b) Die zu n + i(i = 1,2,..., ) gehdrige Leitzeile zu A,,, lautet 


Z Bg 9 Big Big -- Bjn—g Bn Binz +++ jg My Of; Dig... bj, falls ngerade und 
ari) jg Wig Big - - - ny Bin Un—g--- Bq 1 01 Dig... bj, 1 falls n ungerade ist. 
Hierin bedeutet bj, ;, ...5{,-, die zu » + i gehérige Leitzeile zu B,, und es 
ist klar, daB diese Leitzeile in der letzten Hialfte von (Z,,,;) auftreten muB. 
Es ist zu zeigen, daB zu jedem Paar von in (Z,,,;) nebeneinanderstehenden 
Nummern eine Zeile in A,,, existiert, in der genau zwischen beiden Nummern 
die Nummer n + i steht. Fiir die beiden speziellen Paare a;,,a;,-, und a;, 5;, 
aus (Z,, , ;) ist dies sofort zu sehen, weil doch in A,,, steht (man beachte a) ;;)»_; 
= Bin—1) Bjn= @ (8)): 


Nun nehmen wir das allgemeine Paar a;, a;,, , 
In A’ steht doch 


B+ h. .... By Ginny Gepeeg----- 


Weil aber jede Zeile aus A’ zu jeder Zeile aus A”’ adjungiert (Regel R) ist, 
so steht in A” in der a,,,,-ten Zeile entweder 


Op N+ FA e--- Oder ...G,,.N+4 a,... 


Daher gibt es auch in A,, eine solche Zeile. Hiermit ist nachgewiesen, daB 
A,,, ein Leitquadrat ist und die Behauptung von Satz 3 kann direkt aus A,,, 
abgelesen werden. 

Satz 4: Wenn m eine gerade Zahl ist, so ist 6 = (1 2) (3 4) (5 6)... . (m — 1m) 
eine Leitpermutation in &,,,. 

Beweis: Nach Satz 2 gibt es fiir jede ungerade Zahl r = | ein Leitquadrat A,. 
Wegen Satz 3 folgt aus der Existenz eines Leitquadrates A, die Existenz eines 
Leitquadrates A,,. Es gibt daher fiir jede Zahl nm ein Leitquadrat A,. Zu 
jedem n gibt es also eine Leitpermutation «. Mit « ist aber auch «—' eine Leit- 
permutation. Wenn wir nun f = a" setzen und Satz 3 anwenden, so folgt, 
daB 

A = (ln+ 1) (2”+ 2) (3n+3)....(n2n) 
eine Leitpermutation ist. Dieses A liegt aber in derselben Klasse konjugierter 
Elemente in $,,, wie die Permutation 


A = (1 2) (3 4)....(2n—1 2n). 
Bei beliebigem n ist also A eine Leitpermutation, womit Satz 4 bewiesen ist. 
Satz 5: Fiir jedes m = 0 (mod 4) ist A= (123....m) eine Leitpermuta- 
tion in G,,, . 
Beweis: Fiir m ungerade gilt Satz 5 wegen Satz 2. Es sei also m = 2n 
mit n ungerade. Dann ist A=(123...m) eine Leitpermutation in D,. Wir 
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wenden nun Satz 3 an mit « = § = A und es folgt, daB 
A=(ln+332+55...nn+22n+4...n—l12+1) 

eine Leitpermutation in $,, ist. Mit A ist aber auch A’= (123 ...m) eine 

Leitpermutation in $,, , womit Satz 5 bewiesen ist. 

Satz 6: Fiir jedes m=0 (mod 4) ist #?= (135...m—1) (246...m) 
eine Leitpermutation in G,, . 

Beweis. Es sei m = 2. Nach Satz 4 sind 

6 = (1 2) (3 4) ...(m—1n) und 6’= (2 3) (4 5)... (n 1) 
Leitpermutationen in B,,. Die Anwendung von Satz 3 mit « = 6 und f = 6’ 
ergibt sofort, daB auch 

A=(n+1liln+332+55...2n—1n-1)x 
xX (2n n 2n—2n—2...n+44n+2 2) 
eine Leitpermutation in G,, ist. 

Nun folgt eine Bemerkung iiber die Orientierbarkeit der Leitquadrate. 
Wir nennen ein etwa inden Nummern 1,2,..., » geschriebenes Leitquadrat A 
orientierbar, wenn es mdglich ist, durch eventuelle Umkehrung der Reihen- 
folge in beliebig ausgewahlten Zeilen von A ein Quadrat A* zu bilden mit der 
Eigenschaft 

L* 3) Es gilt fiir jedes Paar ik (i,k =1,2...n,i+k): In A* kommt es 
genau einmal vor, daB die Nummer i links neben der Nummer k steht. 

Es sei A orientierbar. Wir behaupten, daf das zugehérige Quadrat A* ein 
Leitquadrat ist. Bei der Umkehrung von gewissen Zeilen bleiben natiirlich 
die Eigenschaften L 1, L 3, L 4 erhalten. DaB aber A* auch noch die Eigen- 
schaft L 2 besitzt, muB gezeigt werden. Wegen L* 3 hat in A* die Nummer i 
genau » — 1 linke und m — 1 rechte Nachbarnummern. Das ist nur mdglich, 
wenn i genau einmal in der ersten und einmal in der letzten Spalte von A* 
vorkommt. Es gilt also auch Eigenschaft L 2. 

Der Verfasser vermutet, daB fiir n > 2 keine orientierbaren Leitquadrate 
existieren. Fiir unsere Zwecke geniigt jedoch schon der Nachweis, daB alle 
in diesem Paragraphen konstruierten Leitquadrate mit n > 2 nicht orientier- 
bar sind. Somit gibt es dann auch zu allen bisher betrachteten Leitpermu- 
tationen zugehdrige, nichtorientierbare Leitquadrate (n > 2). 

Wenn die Leitpermutation eines orientierbaren Leitquadrates A gleich 
A=(123....m) ist, so hat A selbst bereits die Eigenschaft L*3. Da beim 
Ubergang von A zu A* die Eigenschaft L 2 erhalten bleibt, miissen namlich 
hierbei entweder alle Zeilen oder keine umgekehrt werden. Nun hat das beim 
Beweis von Satz 2 verwendete, durch (6) definierte Leitquadrat A = (a;,) 
fiir n >3 nicht die Eigenschaft L*3, was wir etwa aus den ersten beiden 
Zeilen von A ablesen kénnen: 


Soar ssl x ead we Klee 


Das beim Beweis von Satz 2 verwendete Leitquadrat ist also nichtorientier- 
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bar fir n =>3. Aus der Konstruktion, welche uns beim Beweis von Satz 3 
aus einem Leitquadrat A, ein Leitquadrat A,, liefert, erkennen wir, daB A,,, 
nichtorientierbar ist, falls A, nichtorientierbar ist. Wenn wir uns jetzt noch 
iiberzeugen, daB das nach dieser Konstruktion gebildete A, nichtorientierbar 
ist, haben wir also gezeigt, daB alle in diesem Paragraphen betrachteten Leit- 
quadrate nichtorientierbar sind fiir n = 3. 


§ 3. 
Konstruktion der Schemata S~" und S,, mit m = 1 (mod 12). 
Es seien drei Leitpermutationen «, #, y und drei beliebige Permutationen 
0, o, tT aus J, gegeben. Es gibt dann drei Leitquadrate A = (a;,), B= (b;,), 
C = (c;,) mit 
o(t) = a;,, co(t) =a,,, 0(n+i)=5,, Ba(n+it)=5,,, 


tT(2n+t)—¢,,, ypt(2n + t) = Gy. 


Das Leitquadrat A ist in den Nummern 1, 2,...,, B in den Nummern n + 1, 
n+2,...,2n, und C in den Nummern 2n+1,...,3n gebildet. Nun seien 


laut S. 190 die Zeilen A’ A” gebildet,ebenso entsprechend die Zeilen B’ B”’ 
g 

und C’ C”. Diese Zeilen seien in dem folgenden Schema zusammengefaBt. 

(Die Reihenfolge in den Zeilen A”, B”’, C” ist dabei umgekehrt worden.) 


l a2r(2n+1)...yt(2n4+1) y ot a'*(n+2) ...0%*(n+ 1) 
2. (2m + 2)...yt(2n+ 2) y o*a*(n +2) ...Q°'(n + 2) 
(C’A”’) 
n. x t(3n) +. yt(3n) y oa! (2n) -.-@71(2n) 
n+l. zx oe(1) ---ae(l) y o-! B-(2n + 1)...0-1(2n + 1) 
n+2. x 0(2) ---a%0(2) y o-' B-(2n + 2)...07'(2n + 2) 
(A’ BY’) ; 
2n. x O(n) +.“ O(n) y o-* B-1(3n) -.- a7" (32) 
2n+1. ro(n+1) ...Bo(n+1) yr*y (il) wet 
2n+2. xa(n+2) ...Bao(m+2) y ry (2) vos 
(B’C"”’) : ' : : ‘ 
3n. x a(2n) ...Ba(2n) y ty (n) oo oT? (2) 


Diese 3n Zeilen C’ A” A’ B” B’ C”, die wir mit 7 bezeichnen wollen, 
sind jetzt als zyklisch geschlossen anzusehen. Wegen den drei Eigenschaften 
auf S. 190 gilt: 

1. In der i-ten Zeile von T steht eine Permutation der Nummern 1, 2,..., 
ats eer UL 

2. Jede Zeile in T ist zu jeder anderen Zeile in T adjungiert, d.h. in T 
gilt Regel R. 


oh 


Satz 7: Wenn in T die zusiitzliche Bedingung oat = « erfiillt ist, so gilt 
in T auch dann noch Regel R, wenn in T iiberall die Nummer x weggelassen 
wird. Ebenso darf man d‘e Nummer y iiberall weglassen, ohne Regel R zu ze 
stéren, wenn ao Boyt =e ist. 
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Beweis: Es sei oot = e. Wir betrachten die folgenden drei allgemeinen 
Zeilen aus 7' (wir haben in ihnen zyklisch vertauscht): 


o> Oe o-l(n+i)a r(2n+i%)... 
(8) o-'(n+%)....o0-'97!(2n+ 1%) 2 i 
t(2m+%).... 2n+% x ot(n+i)... 


Solange in 7’ die Nummer z noch nicht entfernt ist, ist die i-te Zeile zur 
o-1(n + t)-ten Zeile adjungiert. Beim Weglassen von z riickt aber an die 
Stelle von z in der i-ten Zeile die Nummer t (2 + i) und in der o-!(n + i)-ten 
Zeile die Nummer o~!9~*(2n + 7). Diese beiden sind aber nach Voraussetzung 
gleich. Ebenso bleibt die i-te Zeile auch zur tr (2 + i)-ten Zeile adjungiert 
bei Weglassen von x, weil g~!(n + 1) = ot (m + ¢) ist. Wir haben nur noch die 
Zeilen A’ B” mit den Zeilen B’ C” zu vergleichen: 
mt+t....0-'(2n+1%)2 @ (8) 
ot(22+%)....t to t(s) 2 at+s.... 

Hiermit ist Satz 7 beziiglich x kewiesen. Dieselbe Uberlegung gilt aber auch 
fiir das Weglassen von y in 7’. Man braucht nur formal (spiegelbildlich) 0, o, t 
durch « 0, Po, y T zu ersetzen. 

Satz 8: Fiir jedes n += 2 (mod 4) existiert ein Schema 83,,. 

a) Fiir ein ungerades n ist A nach Satz 2 Leitpermutation. Bei ungeradem n 
ist aber A? auch der volle Zyklus, somit ist daher auch 4? und A-* Leitpermu- 
tation. Wir kénnen dann in 7’ setzen: 


9 


@o=o=t=e und a=id, p=A, y=h-*. 


b) Falls n = 0 (mod 4) ist, so sind 6 und /? nach Satz 4 und 6 Leitpermu- 
tationen, daher auch 6’ = (2 3) (45) (67) . . . (nm 1) und 4’? = (246...n) 
(n—1...5 3 1). Wir setzen: 


@=o=t=e und a=, f=40,7, y=. 


In beiden Fallen sind die beiden Bedingungen oot = ¢ und ao Paoyt=e 
erfiillt, welche die Anwendung von Satz 7 erméglichen. Wenn wir also in 7’ 
alle x und alle y wegléschen, so erhalten wir ein Schema S,,, in welchem 
tegel R ausnahmslos gilt. Wir geben fiir beide Fille je ein Beispiel an: 


(Sp) (Si2) 

l798 6253 4 i: &¢ BPmeeh & € & FF F = . 
2879 43 641 5 =O SH, wm & 4&4 F 1 8 36 «6 
 oevreiesz s ermnmia P&B St @& & 8 7 
4132965 8 67 erm 2. f =F 8 2 8 8. 8 
&213 769 4 8 & 13 4223 TH 8 WW 6 ® 
6321847659 = 2) & os 8 12 7 9 5 10 
a 4 6 BS Ss Geeul av®@ 83 “be PO * ve +S 
a6 46 O07 9 Ge #1 @ 3O.0) Ti Bic Ra Ores 
ee oe oe ee oe Qa 6€e6tets ££ BB 4h 3 Bid 

Sm 4&4 &. £8,232 @¢Rveetm & eS 

im + & Se tue 2 FF tes 

a tt 6 FF B-S2 e2. to 2 vee 
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Satz 9: Wenn die Permutation yn = oat ein voller Zyklus ist, d.h. wenn » 
und A=(12...m) in derselben Klasse konjugierter Elemente von Y,, liegen, 
dann kann man eine x-te Zeile angeben, die zu allen 3n Zeilen T adjungiert 
ist. Entsprechend kann eine y-te Zeile gefunden werden, wenn die Permutation 
ao Bayt ein voller Zyklus ist. 


Es sei 7 = got ein voller Zyklus. Wir behaupten, daB man die folgende 
Zeile als x-te Zeile wihlen kann: 


x ot(n+1) Ll t(2n+1) o* 9 (n+ 1) n (1) tH (22+ 1) ow (n+ 1) 


n?(1) t 4? (2n + 1)... 0719-1 (n + 1) (1) tT *-(2n + 1). 


Weil 7 der volle Zyklus ist, gibt es zu jedem i ein j derart, daB (1) = ¢ ist. 
In dieser x-ten Zeile steht daher allgemein: 


zw. ...tH-(2n+ 1) on (n + 1) 7 (1) t (204+ 1) on *1(n + 1)... dh. 


zw ...g%g H(2n+t) ot(m+t) ¢ t(2n+%) ot(n+ i) 


Nun kénnen wir mit den Zeilen (8) von 7’ vergleichen. Es bestiatigt sich sofort 
die Regel R. Die zweite Halfte von Satz 9 ergibt sich analog. 


Satz 10: Fiir jedes n = 0 (mod 4) existiert ein Schema S,,,.4- 


Beweis: Fiir n+ 0 (mod 4) ist A und 4-! Leitpermutation. Wir setzen in T 


@=o=-t=e, a=y=A, BP=s1. 
Dann ist die Bedingung o ot = « erfillt, und wir kénnen nach Satz 7 in T 
iiberall die Nummer x wegléschen, ohne Regel R zu verletzen. Die Nummer y 
erkliren wir jedoch als gleichberechtigte Nummer. (Wir kénnten etwa 
y=3n+ 1 setzen.) Wegen «ao fo yt = A konnen wir zu den 3n Zeilen T 
nach Satz 9 eine y-te Zeile hinzufiigen, womit dann 7’ zu einem Schema §S,,, ,, 
fortgesetzt ist. Beispiel fiir n = 3: 


YX Feunmes & Fs 
a» erPRaewe FF 6s 
= @ @° oe -@'42 6.2 6 
6,23: fie @ 6 86 8 7 
(Sse) » SBievyse &€ Ss 
“10 Sa 2@£8 28@ &8 4 Fé s 
72 466y973829 1 
aS #368 8 97 F C-s Ft FZ 
mS @éeewsvt? : 6 ea 
. §€ 3.6 6.2 8: 4.-3:7F 


Satz 11: Fiir jedes n + 2 (mod 4) existiert ein Schema S{;')» 
Beweis: Fiir ungerades n ist 2 und somit auch /? Leitpermutation. Nach 


Satz 6 ist 2? auch fiir n = 0 (mod 4) Leitpermutation. Wir diirfen also in T 
setzen: 


eo= Boe k3, t= 21, c= fh, P=, y= J. 


Die beiden in Satz 9 geforderten Bedingungen sind dann erfillt. Wir kénnen 
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daher den 3n Zeilen T' eine x -te und y-te Zeile derart hinzufiigen, daB ein 
Schema S$; }’, entsteht. Beispiel fiir n = 4: 


L212 9MWy 6 2 6 3 8 4 (7 
22« 9WWiHy 6 16473 «8 
2. SR ORE) 929 «98% 28 4&4 
4 2 1l 120 9 y 8 172 6 38 6 
B&B 2£© 3421 yy © 60072 8 

or & «64 ¥ 1:19 3B 6 6 ou tS 

Sis) a -wrerO G2 Oe Oe BO oe Se 
i 2 8218 bre» Bee: 616 FB 
> 9816S 2 1S OS we ws 
Oo. «£87656 6 y i N28 4 @ 8 
M2 6 S$ 6% y CMH 18 8B 4 
12. z 6 ‘+ ». 0.08 28 2 6.4 
av tw @€@¢ts 38 8 2's 
-y 6106 6 8HIF32 8 4 D 


Bemerkung: Die Satze 8, 10 und 11 kénnen nicht durch geeignete Wahl 
von o,o,T, «, B, y fiir alle n bewiesen werden, wie man sich durch Probieren 
etwa an den Fallen n = 2, 4, 6 klar machen kann. Wir werden jedoch andere 
Methoden benutzen, die diese noch fehlenden Fille bewiltigen. 

Satz 12: Wenn n+ 0 (mod 4) ist, so folgt aus der Existenz eines Schemas 
S, 4, die Existenz eines Schemas S,,,. Ebenso folgt fiir n = 0 (mod 4) aus der 
E xistenz eines Schemas S‘;,") die Existenz eines Schemas SS”. 

Zum Beweis sei ein Schema S,,,, gegeben. Die Nummern dieses Schemas 
Sys, wollen wir mit n + 1,2 + 2,...,2m, y bezeichnen. Wir kénnen, indem 
wir eventuell in gewissen Zeilen zyklisch vertauschen oder auch ihre Reihen- 
folge umkehren, dieses S,,,, in der Form schreiben: 


m+l. y A(a +1) ..... A-1(n + 1) 
mn+2.y A(n +2) ..... A~1(n + 2) 
Sead a eae 
2n. y See. daubs A-1(2 n) 
Ss, O@EARSSZ. cocks 2n 


Nun sei noch ein n-reihiges Leitquadrat A gegeben, deren Nummern wie in § 2 
bezeichnet seien. Wir bilden die nach Seite 12 zu A gehérigen 2” numerierten 
Zeilen A’ A’. Diese Zeilen A’ A” seien dann noch in folgender Weise durch 
Nummern aus S,, ,, erganzt. 


m+1. xo(l) ay... Qyn-,20(1l)yA(n4+ 1)... A-1(n+1)y 
(A'8’) n+2. x20 (2) dg... Ggn-,%0(2) yA(n +2)... A-1}(n +2) y 
2n. x(n) Ang... Gnn-120(m)yA(2n) ... A-1(Qn) y 
Ll. wen*(n +2) af, dig...s-.- din-14,n-,07-1a-1(n+1) y 
(A”’) 2. wg-*(m + 2) ay, deg.------ den-14jn-107~1a-1(n +2) y 
wm. wg- (2m) G2, dug..-..-- Ann-19%y__,@-'a-*(2n) 


Laut Konstruktion ist in diesen 2” Zeilen (A” A’ 8S’) die Regel R erfiillt. 
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Wegen n+ 0 (mod 4) ist A nach Satz 4 eine Leitpermutation. Wir behaupten, 
daB wir bei der speziellen Wahl 

a=Aund 9=¢ 


die Nummern z und y iiberall weglassen kénnen, ohne Regel R zu verletzen, 
d.h. wir haben dann in diesen 2 Zeilen A” A’ S’ nach Entfernung von x 


und y ein Schema S,, vor uns. In A” A’ S’ steht namlich fiir i=1,2,..., n: 
n+i ...4°(n +i) y zit... Ali) yA(n+ i)... 
Sere a Ce 8 ek Sy Pee ee ee oer 
oY ee a a iy n-+i 
BE sce aS Oe BO SED cre ccGeschessvens 
A(n +4). ... Of. ae ee oe oe 


Hiermit ist der erste Teil von Satz 12 bewiesen. Der Beweis zum zweiten Teil 
lauft genau so. Es treten nur in sg? zwei Zeilen auf, die um eine Nummer 
kiirzer sind als in S,,,,. Demzufolge sind auch in den Zeilen A’ S’ zwei Zeilen 
kiirzer. Es entsteht also tatsichlich ein Schema S$, 

Bemerkung. Dieser Schlu8 von S,,,, auf S,,, ist fiir ungerades n explizite 
durchgefiihrt worden in §7 der Arbeit [3], wo auch ein Beispiel fiir n = 9 
angegeben ist. 

Satz 13: Fiir jedes m existiert ein Schema S,,, . 

Wegen Satz 8 brauchen wir beim Beweis nur den Fall m= 2 (mod 4) zu 
betrachten. Zu jedem m= 2 (mod4) gibt es ein ungerades n mit m = 2n. 
Nach Satz 10 existiert dann ein Schema S,,,,. Weil 3 ungerade ist, 
existiert nach Satz 12 auch ein Schema S,,,. 

Satz 14: Fiir jedes m = 8 (mod 12) gibt es einen aus m zueinander benach- 
barten Lindern bestehenden, nichtorientierbaren Lianderkomplex*), welcher nur 


lauter dreikantige Eckpunkte und genau (2) + 2 Kanten besitzt. 


9 

Beweis. Es sei m = 3n + 2 mit nm = 2 (mod 4). Dann sind 4 = (12...n) 
und 6 = (12) (34)...(m— 1%) Leitpermutationen und wir kénnen in T 
setzen: 


@=2', g=t=e, a=A, y=), 
B=(2367...n—4n-314589...n—2n-I1n). 


Wegen oot = « laBt sich eine z-te Zeile zu 7 angeben. Bevor wir jedoch 
daran denken, auch eine y-te Zeile anzuschreiben, wollen wir in der n-ten, 
2n-ten und §-'(3n)-ten Zeile das y wegléschen. Weil die Permutation 


aoBoyt=Pd=(13 5...n—-1246...n—4n-—2) 


nur die Nummer n festlaBt, gibt es dann doch (ahnlich wie bei Satz 9) eine 
y-te Zeile, die allerdings nicht die drei Nummern n, 2n, 6-1(3n) = 3n — 1 
enthalt. Das hierbei entstehende Schema wollen wir sinngemaB mit S%,,* . 


bezeichnen, weil nur die vier Landerpaare 


yx, yn, y2n, y3n-1 


4) Zerlegung einer geschlossenen Flache in lauter Lander. 
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nicht zueinander benachbart sind. Beispiel fiir n = 6: 


lL ~13171451418WMy 7 56 Y Sll 212 410 6 8 
2 z#MH4WUUbWWy 8 610 8W1ll 6 Tt4 9 
% sb BVBHByg Dinhnhsé7t7T48b 6s 83 Ww 
4 sKHBBBIBNMByzgW 1B 6 8ESBEHK7AS 8 6H 
5. 2171511416 Wyll 3 719 610 2 8 412 
6. 2« 18 15 14 13 16 «17 ™ £83 B®. € Mia ke F 
72« 6 243 6&6 Ly 1 10 18 12 16 «(917 «| 8 (14 1 13 
8 z+ 163 465 2y 18 9 16 10 15 12 13:11 :17:~«7=C«i44 
9% 2©1 246651 3y 8 12 1310 17 716 8 18 1l 1 

is) 0 z«£ 3265 6 1 4yBodsdsWWM1L 1 71 8 16 

~ 20 lh z« 46213 5 y 1612 15 9 18 10 14 «713 817 
= «wet: 2-2 17 10 14 9 13 8 15 11 16 7 18 
mBseTtnhseseBestwmes,r SBR ARB GECHMH 6B 8H 1 
Mme SS TUNMDB Og 1 BSZEBEW 6M 4AM SB 
6. «= 91112 810 Ty 414 618 216 1:17 6 13 3 
16. 210 8 8 TIWZMNy 14 5§ 18 11217 6183 4 
mw # Hs) OR SB 616 214 418 313 115 5& 
83. 2 BTtHH SD 8 § 16114317 413 215 6 
x 81138 7 618WBSEMLH £1410 3819 2 
y. 7 114 9 3 1611 5 18 213 10 4 15 


Durch Einfiigen von zwei Kreuzhauben ist es nun méglich, aus S§;,*) , einen 
Linderkomplex herzustellen, in welchem alle 3n + 2 Lander paarweise be- 
nachbart sind. In der n-ten Zeile von S$;,*) » steht 


2 ae.com Oe = Even 


Wenn wir n > 2 voraussetzen, ist diese Nummer p verschieden von den vier 
r ‘ . (—4 ‘ 
Nummern 3n, 3n — 1, n, 2n. Man kann daher in Sf, 7 a den Ausschnitt 


so 2 a ..on—I nn. 


3n. z2n. .yun-i1. 


finden, wo also p und d passend gewahlte Nummern sind. 
Es sei zunichst allgemein ein durch ein Nummernschema dargestellter 
Linderkomplex R auf einer geschlossenen Flache gegeben, der nur lauter 


a,b a, b 


a,b 
einds —- 


d'c 


Fig. 1. 


dreikantige Eckpunkte enthalt. Das Schema von R mége die Zeile 


> woth Os.208 Mad 


enthalten. Man kann aus ® einen neuen Linderkomplex R(p;acbd) in 
folgender Weise konstruieren. Wir schneiden das Land p aus R heraus. Die 
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dabei entstehende einfach geschlossene Randkurve bilde man topologisch auf 
die Randkurve einer Kreuzhaube ab und identifiziere dann zugeordnete 
Punkte. Bei dieser Ersetzung des Landes p durch eine Kreuzhaube, die wir 
hinterher wieder mit p bezeichnen wollen, entsteht wieder eine geschlossene 
(iibrigens nichtorientierbare) Flache, auf welcher man die durch Fig. 1 de- 
finierte Zerlegung R(p;acbd) vornehmen kann, wobei aus p wieder ein 
Land geworden ist. Zwei Lander, die in R benachbart sind, sind es auch in 
R(p;acbhd). Uberdies sind in 8 (p; ac bd) jedenfalls a zu c, ¢ zu b und b zud 
benachbart. Wenn etwa a und c bereits in R benachbart waren, dann gibt es 
eben in R (p; acbd) eine Kante mehr, lings welcher a und c benachbart sind. 

Obiges wenden wir jetzt zweimal auf den durch S$, *. definierten Lander- 
komplex an. Wegen des vorhin gefundenen Ausschnittes von S$; *, kann man 
zunichst den Linderkomplex S$; ® (pi: 3n-1 y nd) = © bilden und dann 
noch den weiteren Landerkomplex @(3n;xy2nn-—1). Der letztere hat 
lauter dreikantige Eckpunkte, seine Kantenanzahl ist (°"," *) + 2 und alle seine 
3n + 2 Lander sind zueinander benachbart, womit Satz 14 fiir m + 8 bewiesen 
ist. Auf Grund der Abb. 6 in der Arbeit [3] trifft Satz 14 auch im Falle m =8 zu. 

Bemerkung: Die in diesem Paragraphen konstruierten Schemata S,, und 
SS mit m >7 sind nichtorientierbar, weil sie Leitquadrate A, mit n > 2 als 
Bausteine enthalten, die auf Grund der Bemerkung am Ende von § 2 nicht- 
orientierbar sind. AuBerdem ist noch das Schema S, nichtorientierbar, 


- . " ine A — . “ . ’ ‘ 
wihrend die Schemata S$—” (dreiseitiges Prisma) und S, orientierbar sind. 


§ 4. 


Uber ein orientierbares Schema S‘>,” 


2r + 5° 

Zur endgiiltigen Bestimmung der Maximalzahl der Nachbargebiete fiir 
nichtorientierbare Flichen fehlen uns nun noch die Schemata von der Form 
Sier+1- Fiir die Konstruktion solcher Schemata scheint es zwar mehrere Wege 
zu geben, keinesfalls ist es jedoch leicht, einen solchen wirklich aufzufinden. 
Das im folgenden benutzte Konstruktionsprinzip setzt die Existenz eines 
Schemas S{5,”; fiir jedes r voraus, welches aber eine gewisse zusitzliche 
Eigenschaft haben muB. Das beim Beweis von Satz 11 konstruierte Schema 
S'S,” 5 besitzt jedoch diese Eigenschaft nicht, so daB jetzt eine zweite Kon- 
struktionsméglichkeit fiir solche Schemata beschrieben werden soll, wobei 
wir iibrigens zufilligerweise orientierbare Schemata®) erhalten. Wir zeigen 
naimlich 


. - 9 2 @ . . . . . at 

Satz 15. Fiir n = 0,3, 6,... gibt es ein orientierbares Schema S‘,",. 
‘ , = a . = . , 

Bevor wir zum Beweis von Satz 15 ein Schema S{; » . allgemein beschreiben, 


vo 
nehmen wir den speziellen Fall n = 3 als Beispiel vorweg. 

5) Durch Aufsetzen eines Henkels auf die durch Ss !) - definierte orientierbare Fla- 
che entsteht eine Flache, auf der 4n + 5 paarweise benachbarte Lander existieren. Aus 
Satz 15 erhalten wir also mit Hilfe von (3) das in der Einleitung angekiindigte Tei 
ergebnis fiir orientierbare Flachen. 








i 2. @ae 8 13 
4 9 7 14 1 1 
> wee oe. S 
0 1 I & OS OT 
13%. 3 1 8 5 10 
S. «fe Ge 7 10 5 
5§ 9 21013 8 
8. 12 §& 13 ; 
_-— 6S 1 4 14 
14. 3 ll 4 7 2 
3. s 3 9 1 13 
Res £35 #2 oe 
. s 8 15 7 4 
3 s ii > 2 4 
16. z« 4 6 13 10 
x 1 2 3 4 & 
y 14 13 6 11 10 


Nun sei allgemein n eine durch 3 teilbare, 
Wir schreiben das Schema S{,’); in den Nummern 1, 2, 


Mit den Nummern 1,2,... 
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(S{7) 

3 9 y 2 z 16 12 7 5 14 10 
6 12 y 5 x 3 15 10 s 2 13 
om @¢@ #6 2 & £45 826 A 
Baste B.s 3.868.266 4 
ib 6 y MH2z2t 9 4 Bh 7 
9 3 x l y 12 15 ll 1 4 s 
12 6 x 4 y 15 3 14 l 7 ll 
ww 8 etis«e CP TAM 
3 12 zx 10 y 6 9 5 7, a 2 
Boe Cees’ OB Sow 1 F 
76 8 ylO Wl M 56 WU 4 
10 9 ll y 13 15 14 2 fa 3 7 
13 12 14 y 1 3 2 5 ll 6 10 
ee 2 y 4 6 5 8 14 9 13 
4 6..86.> 53 .4.4.8.3.2% 4 
6 7 s 9 10 ll 12 13 4 15 

3 8 7 15 5 4 12 2 l 9 


nicht negative ganze Zahl. 
,4n+ 3, z, y. 


,4n+3 rechnen wir wie mit den Restklassen 




















mod 4+ 3. Auch die oberen Indizes sind mod4n” +3 zu nehmen. Das 
Schema S{;,)’; schreiben wir in der folgenden Gestalt (s. Seite 202). 
Zu bemerken ist, da8 in der 3i-ten Zeile nicht die Symbole a¥‘, a3‘, . . ., a3' 
und 6%*, . . ., b8* vorkommen. Es wire sonst eine Pulientisidicliieans (n gerade 
, - — 4n 
oder ungerade) nétig geworden. Wir setzen nun fest fiir i = 1, 2,.. ., 3 ti: 
asi- 2 —~3i5—3k+n—3, a3i fenenened (CoC 2) 
asi =8i+3ktn 8, aig =3i—3kin ee 
ast tl = agigs = 3it+6k+2 
aig5t+1= eh ——arean—al eek ) 
ata s— 1 = agpg 4 = 36+ 3k +2 sh hci 
ote 3 l= Gena" =3i—3k+2n 
9 , . 3 
asi ,=3i— 6h+2n—1, b35,,=3i+ 6h+1 (i -|*5 | ' >)) 
= wil 
6646 3i+ 6h+4 F Shae 3i— 6h 2n—4(h = [S--» — !) 
Pe , +3 all 
sf = 3i—12h+2n—3, 53¢., 3i+12h—2n43(h=|"5 |... ) 
a: » —_— 
asi. =3i+12h—2n49, d34, , =3i- 12h +2n—9(h = [3 pevee| gs | 
, n+3 n—I1 
asi,3=3i— 6Gh+2n—2, 63,5 =31+6h+2 (+- =| I> 
n n—2 
ati .=31+6h45 es = 31 6h + 2n—5(h = G| |e |) 
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Hiermit ist unser Schema S{>” , vollstindig beschrieben. Es besteht also 


_ = , . 
aus den je ” + 1 Zeilen enthaltenden Zeilengruppen (B), (C) und (A) und aus 


3 
ler x-ten und y-ten Zeile. Das Schema hat die Eigenschaft, da8 fiir j = 1, 
2,...,4n + 3 in der j-ten Zeile eine Permutation der Nummern 1, 2, . . .j — 1, 
j+1,...,4n+ 3, 2, y, steht. Man kann sich nimlich leicht iiberzeugen, daB 


durch obige Festsetzung in keiner Zeile eine Nummer doppelt vorkommt. 
Wiirden z. B. in der ersten Zeile zwei gleiche durch 3 teilbare Nummern stehen. 
so folgte , daB eine der drei Gleichungen a}. = ady.1, @dese= Gdys6> Wess 
ad stattfindet. Es wire also entweder 3k =3k' (mod 4n + 3) oder 

9 


3k 3k’—3 (mod 4n + 3), woraus wegen 0< k< “ ,Osks 7 folgte 


3 
k= k’. 

Wenn wir in der j-ten Zeile zu allen Nummern (auBer x und y) die Zahl + 3 
iddieren, so erhalten wir die (j + 3)-te Zeile des Schemas. Es besitzt also die 
wichtige Eigenschaft , daB es bei der Anwendung der Permutation j+j + 3 
(j= 1,2,...42-+ 3) in sich selbst tibergeht. Wir wollen zwei Zeilen ko- 
hérent nennen, wenn speziell fiir diese beiden Zeilen die Regel R* von 8. 184 
gilt. Es ergibt sich sofort 

Hilfssatz 1. Wenn in S{,)), die j-te Zeile zur k-ten Zeile kohirent ist, so ist 
auch die (j + 3)-te zur (k + 3)-ten Zeile kohérent 

Beweis 

j. e86... : #+3....€@+3 +3 60+3... 
Aus : folgt ; 
m soc eiiens k+3....64+3 74+34a+3... 

Zu (BC). Wir wollen nun zeigen, daB jede Zeile von (B) zu jeder Zeile 
von (C) koharent ist. Nach Hilfssatz 1 geniigt es hierzu, nur eine Zeile von (B), 


etwa die erste, mit allen Zeilen von (C) zu vergleichen. Fir k= 0,1,2,..., 
F l, ; + |, = steht in der 1-ten, (3 k + 2 n + 5)-ten und (2 n — 3 k + 2)- 
ten Zeile 
lL. ... as 5 2 ap +3 46% +4 M6 x 5 ct: ah 
l. 6k+4 3k4+2n4+5 2n—3k4+2 4n—6k+1 
$k+2n+5.... 2n—3k+2 1 6k+4 
ee—3h+e.... STH agset® | azites 
2n—3k +2. ... 4n—6k4+11 3k+2n+4+5 


[Im noch nicht erfaBten Fall k = ; steht: 


1 1 1 1 
1. ... Gon +5 G2n+4 Fon +3 Gon+2 °°: 
lL... 2n+1 n+2 3n4+5 2n+4 
: ~ 3n+5 3n+5 3n+5 n+2 n+2 n+2 
tn+5. ... Gon 4 2n+3 Qn+-2res BT 2 te Gon+5 %2n+4 %2n+3°°° 
3In+5. ... 2n+4 1 n+2 one, OHEZ... 3FR+5 1 2n+1 


14 
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Es bestitigt sich tatsichlich jeweils die Regel R*. DaB die 1-te Zeile auch 
zur 2-ten koharent ist, sieht man unmittelbar. 


Zu (B). Jetzt zeigen wir, daB alle Zeilen von (B) uatereinander kohirent 
sind. Es geniigt wieder, nur die 1-te Zeile mit allen anderen Zeilen von (B) 


! A nm .. : . 
zu vergleichen. Fiir k + 3 finden wir aus unserem Schema den folgenden 


Ausschnitt: 
1 1 1 1 1 1 
1. ... 96k +1 %r+2 "6k+3 W6k+4 Wek +5 96k +6" 
l. ... 3k4+n+3 6h +4 3k+2n+5 2n—3k4+ 2 4n—6k4+1 n—3k 
6k+4. ... , . , 3k+2n+5 l 3k+n+3.. 
4n —6E+1.... n—3k l 2n—3k +2 


Im Falle k = ; steht: 


1. ... Q4n4-1 ay + 5 a>» 4 On a3 » 2 aj 

lL... 3n+3 2m+1 n+2 3n+5 2n+4 n+3... 
2n+1.... ‘ : , n+2 l 3n+3... 
2n+4. ... n+3 l 3n+5 


Zu (B A). Auch jede Zeile von (B) ist zu jeder Zeile von (A) kohirent. 


In der 1-ten Zeile steht fiir k = 0,1,2,..., be — 1: 

l. ... Me +5 5k +6 be +7 

1 ...4n—6k+1 n-—-3k 3Bkin+6... 
In der (n — 3)-ten Zeile steht nun 

n—-3k. ...3k+n+6 l 4n—6k+1... 


Dies errechnet man naimlich aus dem Ausschnitt 


—3k —3k —8k 
n—3k. ... Q3n—3k—1 3n—3k Wn—3k4+1 -- +> 
falls n — k ungerade ist, und aus dem Ausschnitt 
‘ —3k —3k $s 
n—3S3k. oes te: A te A O35 sk~+1 oe ote 
: a n n 2n 
falls n — k gerade ist. Ferner steht fiirk = 0,1,2,...,57-—2,q°-:-> q -—2 
3 3 3 in 
in der 1-ten Zeile 
1. ... On +6 Oe+7 Gén+s--- 
lL ...2—-SE 3kin+6 66+10... 


und in der (3 k + » + 6)-ten Zeile 


S3ki+n+6....628+10 1 n2n-—3E..., 
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was man aus dem Ausschnitt 


2 L > 3k+n+6 Skin+6 Sk+n+6 
Sk+n+6. ... b3n-g¢—3 O3n—ge—2 O3n—3e—1 


errechnen kann, falls n — k ungerade ist, und aus 


‘ . Skin+6 Skin+6 Skin+6 
3k+n+6. ... G3,~3e—8 Ugn—3k—2 U3n—3h—1 
falls n — k gerade ist. Folgende Sonderfille sind hierbei noch nicht erfaBt 
worden: 
1 1 1 1 1 1 — 
1. +. gn AUgntrY--- Mn Gin+1 Gan+5-++ Ganz2 Gt GQ... 
1...3 2n+3 y...8n+63n+3 2Zn+]1 ...2n+4 n+3 4 
‘ 2n+3 2 3 
2n+3.... y oe i ee See 
2n+3.... y ] 3 


Wenn wir den Ausschnitt 


‘ = 3n+3 3n+3 3n+3 
37 4 3. we ey Agn+1 On +1 An +2 °° 
; 3 . , falls n ungerade ist, 
13 a® + 3 "+ at 
n Oo «+o MBq 3n+1 “n+1 ee 


und den Ausschnitt 


3M+ S220 ba” re a Sa Ay eee P 
, falls n gerade ist, 
‘ n+3 yn+3 n+3 
n+3.... 030° Osn 4 Ong “e 
hetrachten, so erhalten wir jedesmal 
3n+3.....2n+1 1 3n+6... 
n+3....4 1 2n+4 


Die 1-te Zeile und hiermit jede Zeile von (B) ist also koharent zu jeder Zeile 
von (A). 
Zu (C). Alle Zeilen von (C) sind untereinander koharent. Fiir k = 0, 1, 2, 
n n 2 


g-Lyth..., > finden wir namlich 


2 2 2 2 2 2 
2... Wk +1 %%r+2 Wk +3 Wk+4 Wk +5 WGk+6 


2.... n—3k4+3 4n-—6k+2 2n-—3k+1 3442n+4 6445 3kKt+n+6.. 
6£+5....3k+2+6 2 3k+2n+4 


62+-2.... : . ; 2n—3k+-1 2 n—3k+3 


und im Falle k = 5 steht 


2. On +1 Qin+5 On+4 Q5n +3 Qn +2 aj 
2....3n2+6 2n+5 3n+4 nil 2n+2 n+3... 
yn+2 n+3 2 n+l 
2n+5 n+4 2 3e+6... 
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Zu (CA). Auch jede Zeile von (C) ist zu jeder Zeile von (A) koharent. Es 


9 
steht in der 2-ten Zeile fiir k=0,1,2,..., > L: 
2. Gee +5 ae +6 ps7 --- 
S....68+5 3kin+6 n—3k 
Hierzu finden wir 
SkEin+6....n-—-3k 2 6k+5 
Dies ergibt sich namlich aus 
Skin+6.... BAtse®, ots ® et STS, 


falls n — k ungerade ist, und aus 


3k+2+6.... a : o>, ao *23 . as* ; ng a= 
falls n — k gerade ist. — AuBerdem steht fiir k = 0,1, 2,..., ; — 2, ; 
7 — 2 in der 2-ten Zeile 

Be awe Wp +6 Qee47 Wie +s 


2....3k+n2+6 n-—S3Sk 4n-6k-4 
und in der (n — 3 k)-ten Zeile 
n—3k. ...4n-—6k-—4 2 3kin+6 


was man aus 


2 L n—3k n—3k n—3k 
n—3k. ... io “se_s %Gn—se—2 %3n—38—1 
falls n — k ungerade ist, und aus 
oe, n—3k n—3k n—3k 
m—3k. ... Ors, fn seo OSn—se—1 


falls n — k gerade ist, errechnen kann. Die noch nicht erfaBten Sonderfille 
sind: 


9 2 2 2 2 2 2 


Be eee azn azn ‘9 zx eee Ain az, +1 Ag n 15 s“« AL pn 12 a7 as 
2....2n+3 Bx... 3n+3 3n+6 2n+5...2n+2 2n+3 4n+2... 
Hierzu findet man zunichst 3. ... 2 2 2n+3 


Betrachten wir ferner fiir n ungerade den Ausschnitt 


« . 3n+6 ;3n+6 p3n+6 

Bn+6. .... BIRts panto pants. 
n+3 pn+3 n+3 

+S. ... Bt ets, ont? 
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oder fiir n gerade 


‘ Lea 3n+6 ,3n+6 ,3n+6 

Sau+G. .... 3041 “nit “aaa °° 
n+3 ,n+3 n+3 

e+3. ...055 °° Gor, Gai 


so ergibt sich in jedem Falle 


3n+6. ....2n+5 2 3n+3 
2+3. ...48+3 2 2n+28 ..... 


Zu (A). Unter Benutzung des bisherigen kann man nun leicht sehen, daB 
die 3-te und damit jede Zeile von (A) zu jeder anderen Zeile von (A) kohirent 
ist. Auf Grund unserer Formeln fiir die a?* und b?* stehen in der 3-ten Zeile 
niemals zwei durch 3 teilbare Nummern nebeneinander. Es mége in der dritten 
Zeile 


mea ve RSS 


stehen, wobei s durch 3 teilbar sei, r und ¢ nicht. Wir wissen bereits, daB die 
r-te und t-te Zeile zur 3-ten Zeile koharent sind. Also steht in unserem Schema 
r....83...undt. ...38.... Weil die r-te und t-te Zeile auch zur s-ten 
kohirent sind, steht s. ...37...unds. ...t3.... Da aber die Nummer 3 
in der s-ten Zeile nur einmal vorkommt, steht in ihr 


eee Gg eee 
w.z.b.w. 
Zu (A BC zy). Endlich sieht man aus folgendem, daB auch die z-te und 
y-te Zeile zu allen anderen kohirent sind. 


Sscve 34—2 3*—1 3% 3i+1 3i+2 
Se oes 3i+2 3i+1 2n 3i+3 3: l 3i —2 . 
3i—l1.... 3% x 3i—2 y 2n+31+3... 
3i+1....2n+31+3 y 3i+2 x 3% 
Be cae : 3i+1 x 3i—1 
on+3i+3.... ; 3i—1 y 3i+1 


Hiermit ist die Regel R* ausnahmslos nachgewiesen und Satz 15 ist gezeigt. 


§ 5. 
Die Schemata von der Form S,,,.,. 

Satz 16. Wenn fiir ein festes r ein Schema S,,,, existiert, so existiert auch 
ein Schema Syo,+1- 

Zum Beweis erkliren wir zunichst ein orientierbares Hilfsschema H,,,.,, 
welches aus den Nummern 1,2,..., 127, z, 2, %, 3 gebildet sei. Mit den 
Nummern |, 2,..., 12 r und den oberen Indizes wollen wir wie mit den Rest- 
klassen mod 12r rechnen. Die Bezeichnung ist diesmal so eingerichtet, daB 
a, bzw. b bzw. c stets eine Nummer bedeutet, welche = 0 bzw. 1 bzw. 2 (mod 3) 
ist. Das Hilfsschema H,,,,, wird in folgender Weise beschrieben: 


EL: 


49, I-40, I-48, 3 4P ; z Iy 4F 
4 tp 4 . D of ¢? ¢? 
4%, i 4¥y I- 4P tf 
ad rd ra 


3 


Zz 
~ 
_— 

od 

< 
= 
= 
= 
as 
- 
~ 


Zz, 1 
& D 
a! og 


q 


T+48p +48, roey 
s- c ™ 


Ig _ Sy 


1+4Z,, 3743 3, 8 +43, & 
z D D A) 
. t , t t 

g Ut4BySt4By St4by St4E, 84 
I Tr I I 
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Hierin setzen wir fiiri = 1,2,...,4r: 
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at‘—2 — q}'—! — 353k 
si—2 3: 7 (k Re Munthing Ae 
"lai - G =3i+ 3k—4 
bi = 3i—34 +1 
9 ~~ 
”) bs i—} = 3i—3h4+6r+1 
ai ee ls “a P (A= 1,2 ., 2r) 
boi _ = 3i+ 3h—2 
bi =3i+3h+6r—2 


Man sieht sofort, daB in der j-ten Zeile (j = 1, 2, . 


. ., 12 r) dieses Schemas 


H,or4, nur zwei Nummern stehen, welche = j (mod 3) sind. Sonst aber kommen 
in der j-ten Zeile alle Nummern + j (mod 3) und die Nummer z sowie eines 
der drei x vor. Wir zeigen, daB in H,,,., allgemein die Regel R* gilt. Bei der 
Permutation j +7 + 3 geht H,,,,, in sich selbst iiber; also gilt auch hier wieder 


der Hilfssatz 1 von § 4. 
Zu (A B). Wenn man zeigen will, daB jede Zeile von (A) 


zu jeder von (B) 


koharent ist, geniigt es daher, wenn man nur eine Zeile, etwa die 3-te, mit 


allen Zeilen von (B) vergleicht. Es steht in der 3-ten und (34 + 3r4+3,7r 4 1)- 
ten Zeile 
fir h = 2,3 Se: fir kh =2,3,...,2r—l1: 
2 3 3 3 3 3 
3. +++ pa Oona Ba B.... Coy bo» “Sh+1 
3.... 6h—4 3h-+1 6h—1 3.... 6h—1 3h+6r+1 6442 
Shed ee. GATT BRAT MHL gh prt... AAEM AT GBA Ort She Ort 
3h+1.... 6A—1 3 6h 4 3h+6r+1.... 6h+2 3 6h— 1 
Die hierbei noch nicht erfaBten Faille sind: 
‘ 3 3 3 3 33 .3 
cia ae b5 C3 4, by, 05 C5 
3. ...2 6r+48 . Wr—1 1 4 5 
Or 6.10 Ot ee Tesi. 5 A. 8 , a. Os. GBM, coi 
6r+4....8 3 S.606 Kier et + ET - a ace Oe 
Zu (CB). Die 2-te und mithin jede Zeile von (C) ist kohiarent zu jeder 
Zeile von (B). In Hj,+, steht namlich 
fir h = 2,3,...,2r: fir h=1,2,...,.2r—1: 
P 2 2 2 , 2 2 
2. My—2 Pen. %2a—-1 , 2. M3 ,-1 on Fn 
2. ... 9—6h 6r—3h+4 6—6A wk 2. ... 6—6h 4—3h 3—6h... 
: 6r—Shi4 6r—Shi4 6r—S3hi4 4—3h 4—3h 4-3h 
6r—3h + 4. O57 ah orth @ 2s veep 4—3h. 1... TT G a, — 
6r—3h +4. 6 — 6h 2 9 — 6h 4—3hA. ... 3—O6h 2 6—6h 
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AuBerdem finden wir: 


2 2 2 + 
2. + Gey J ZBiscece Bey GY, G 
2... iI12r7—1 6OGr+12za.... 6 6r+4 5 
6r+1l....8 ee et comms, MO HE, c.3 e+ o** a 
6r+1....z2 2 12r—l1 coep Or +4, ... G 2 6 
Zu (AC). Es steht in der 3-ten Zeile 3. . . . bg_, cf b3 . . . (k= 3,4,..., 41). 
Ahnlich wie in § 4 (A) folgt der Reihe nach, da8 in H,,,,, steht: bg_,. .. . ef 
D acep Me 06s OEE cccg Ge Sect’ ccngGe- ove OS... Gee. ...4 ON... ... 


Auch in den hierbei nicht erfaBten Fallen bestitigt sich die Regel R* sofort: 


Zu (z A BC). Die z-te Zeile ist zu allen anderen kohiarent. Auch hier darf 
Hilfssatz 1 angewendet werden, weil sich die z-te Zeile bei Addition von 3 
nur zyklisch vertauscht. Man braucht also die z-te Zeile nur mit je einer Zeile 
von (A), (B), (C) zu vergleichen. 


gz ..- 65 6r+432 


ee eS eee LS eee Cl a eee Ol 


Zu (x A BC). DaB auch fiir die x,-te Zeile (¢ = 1, 2,3) die Regel R* gilt 
kann direkt abgelesen werden. 
Zu (A), (B) und (C). Die j-te Zeile ist zur (j + 3)-ten kohirent, weil nach (9) 
gilt: 
ents Pt *, Bet as +2, hs geht ®, 
Hiermit sind alle Méglichkeiten aufgezihlt und in H,,,,, die Giiltigkeit 
der Regel R* nachgewiesen. Beispiel fiir H,,,., , im Falle r = 2: 


1 3 2 6 20 9 17 12 z i4 ll: 8 18 5 Ql 2 MH We 4 
4. 6 2 9 2 12 20 15 2 17 4 18 1 2k 8 wh lu Gl 7 
7 9 5 12 2 15 2 18 z 2 17 21 14 2% 11 8 8 6 4 2, 
10. 12 8 15 5 18 2 21 2 302417 34 61l Ys T4428B 
13. 15 11 18 8 21 5 2&@ z 2 2 3 20 6 17 9 M4 12 10 x 16 
16. 18 14 21 11 2% 8 3 z 5&5 2 6 2B 9 W® 12 17 16 13 x, 19 
19. 21 17 2% 14 3 11 6 z 8 5& 9 2 12 B 15 ®W 18 16 x, 2 
2.2% 20 317 6 4 9 z ill 8 12 5 15 2 18 2 21 19 x 1 
213 z 3 % 1 21 10 18 22 15 7 12 19 9 4 6 16 5 x 2 
5. 16 z 6 3 4 2 13 21 1 18 10 15 2 12 7 9 WD 8 wy 2 
8 19 z 9 6 7 3 16 2% 4 21 13:18 1 15 10 12 2 ll y 5 
ll. 22 2 12 9 10 6 19 3 7 2% 16 21 4181315 1 iM ay 8 
14. 1 z 15 12 13 9 2 6 10 3 19 2% 7 21 16 «18 4 «17 x UU 
17. 4 2 18 15 16 12 1 9 13 6 2 3 10 2% 19 21 7 20 x 14 
2. 7 +z 21 18 19 15 4 12 16 9 1 6 13 3 22 2% 10 2% 2, 17 
23. 10 z 2% 21 22 18 715 19 12 4 9 16 6 «1 8 18 2 ey 


So =— i 
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%® 22s BS FED UMOPIT Bases Sh .4. 8 6.638 
j CsteorprrieRrRenaewewtrhtirRpPeweweiinmew s$¢%s tm es 
acsez?B’wkrier tt etn ¢ 3.0 6 7 Bi wa’ 6 
SR st TE CBe 24D 2 7. kt © WW BW Me cer 8 
5 144 242019 23 7 2 2 5 1 8 1 hh Ww 1 1 I 2g 12 
8% 17 2 72322 210 56 1 8 iH 4 6 19 2 21 we 16 
Lwo2eH02i1tfe& Bb &S AéAHnhbBbeuHn 71M 2 Ba se, 18 
43213 6 4 8S MBH Tt HH we lll lS lw 2) 

24 23 10 21 20 71817 41514 #1412 1122 9 819 6 5 1 38 218 


a. 22 19 16 13 10 7 4 1 
a. 2 5 8 ll 4 17 2 2 
t% 3 6 9 12 15 18 21 2% 


Nun sei die Existenz eines Schemas S,,,, vorausgesetzt, was natiirlich 
héchstens bei r = 1 (mod 3) zutreffen kann. Wir schreiben dieses Schema S,,,, 


in den Nummern 2,, 1, 4,7,..., 12r — 2 und bringen es auf die Form 
. § 63 10 ce v8 Bs 
l 2 4 b bs «+» Ob, 9 12r—2 
aa 786 b§ eg 
(Sar+1) 7. ~ 10 B oF ~ eae © 
Be—-2 a 3) Oe ee... «6 eres 


Sodann streichen wir in H,,, ,, die z,-te Zeile und ersetzen gleichzeitig in den 
Zeilen von (A) die Spalte x, formal durch das aus den bi, gebildete Rechteck 
(j=1,4,...,12r—2, k=2,3,...,4r— 2). In dem hierbei entstehenden 
Schema gilt nach wie vor die Regel R, da sie ja in S,,,, und Hj», ,, giiltig war. 
Die Nummer 2, ist dabei vollkommen verschwunden. 

Bilden wir nun noch zwei weitere Exemplare des Schemas S,, ,,, und zwar 
einmal in den Nummern 2, 5,..., 12r — 1, x, und einmal in den Nummern 
3, 6,..., 12r, z,, so kénnen wir in gleicher Weise die Nummern z, und 2, 
eliminieren. Das hierbei schlieBlich entstandene Schema ist ein Schema S,,,..,, 
welches in den Nummern 1, 2,..., 12 r, z geschrieben ist, denn nun kommen 
in der j-ten Zeile alle Nummern + j wirklich vor und Regel R gilt ausnahmslos. 
Satz 16 ist also bewiesen. 


Diese Konstruktion, die von unserem Hilfsschema H,,,,, unter Verwen- 
dung dreier Exemplare S,,,, zu einem Schema S,,,,, fihrt, kann man iibri- 
gens in einfacher Weise geometrisch deuten (vgl. Fig. 2): Wir schneiden 
sowohl aus H,,,,, (genauer: aus dem durch H,,,,, definierten orientierbaren 
Linderkomplex) als auch aus S,,,, das Land 2, heraus. Die beiden ent- 
stehenden Randkurven bringen wir so zur Deckung, daB die gleichbezeichneten 
Nachbarlander von x, paarweise zusammentreffen und dann zu neuen gréBeren 
Landern erklart werden kénnen. Ebenso wird mit x, und 2, verfahren. 
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Das Hilfsschema H,,,,, existiert fiir jedes r, im Falle r= 1 (mod 3) gibt 
es jedoch kein Schema S,,,,, wohl aber ein Schema S{;),. Was erhalten wir 
nun, wenn wir bei der obigen Konstruktion in Ermangelung eines Schemas 
S,,,, drei Exemplare eines S{>)), benutzen? Offenbar ein Schema Ss.” ,, in 
welchem also genau drei Landerpaare nicht benachbart sind. Es ist zweck- 
maBig, diese Konstruktion in einer solchen speziellen Weise durchzufihren, 
wobei die verwendeten drei Exemplare des Schemas S{>, folgendermaBen 
gewahlt bzw. numeriert sind. 


I. Wie gleich gezeigt wird, kann man das erste Exemplar des Schemas 
ss» ,, derart in den Nummern 2, 1, 4, , 12r — 2 schreiben, daB darin die 





ing 


<60000> 


Maps 









| \ a \ oi \ 
Serer Séres Sere? 
Fig. 2 
Zeile x, 147... 12r— 2 vorkommt und - mit 1 und 6r + 1 diejenigen 


beiden Lander henitnet sind, welche in S{;'), nicht benachbart sind. 


II. Das zweite Exemplar des Schemas S{>)), wird in den Nummern 2,, 


2,5, ..., 12r — 1 derart geschrieben, daB in ihm die Zeile z,. 258...12r—1 
vorkommt und daB8 5 und 11 die — nicht benachbarten Lander bezeichnen. 


III. Das dritte Schema S{>)), mége die Zeile z,. 3 6... 12r — 3 12rent- 
halten, wobei die beiden Lander 3 und 12r — 3 nicht batedient sind. 

Da8B man diese drei Forderungen I, II, II wirklich erfiillen a lehrt 
ein Blick auf das beim Beweis zu Satz 15 in § 4 benutzte Schema S{; ? +6 = 
mit r — 1 = n=0 (mod 3). Dort sind die beiden nicht benachbarten Linder 
mit x und y bezeichnet und es gibt wirklich (sogar mehr als) eine Zeile, in der 
zwischen x und y nur eine einzige Nummer steht, wie es in II und III verlangt 
wird. Ebenso gibt es Zeilen, in deren Zyklus x und y genau gegeniiberliegen, 
was in I verlangt ist. 

Wir kénnen also unter Benutzung der obigen drei Schemata S{>)), das 
Hilfsschema H,,,, , zu einem solchen (iibrigens orientierbaren) Schema . 
erweitern, in welchem nur die drei Linderpaare 1 6r+1, 5 11 und 3 
12r — 3 nicht benachbart sind. In diesem Schema S(3,”) , ist bei r > 1 der 
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folgende Ausschnitt 


(—3) 
(Sier ; 1) 


4 74 4 

4. C3 a3 c, a; . 

~ 5 25 25 

> b3 a3 b} hats ele 


berechnen kann. 

Auf Grund dieses Ausschnittes kann man zunichst die in Fig. 3 definierte 
Anderung vornehmen, wobei ein neues Schema S‘>,*)*, entsteht, in welchem 5 
zu 12 r — 3 nicht mehr, dafiir aber 1 zu 6 r + 1 benachbart ist. 

Sodann bilden wir den Landerkomplex S{>*); (4; 11 5 12r — 3 3), indem 
wir die am Ende von § 3 definierte und durch Abb. 1 dargestellte Einfiigung 
einer Kreuzhaube vornehmen. Im entstandenen Linderkomplex S\;,°); 
(4; 11 5 12r — 3 3) sind alle 12 r — 1 Lander jeweils langs genau einer Kante 
benachbart, d. h. es gilt fiir r > 1 der 

Satz 17. Fiir jedes r= 1 (mod 3) existiert ein Schema S,.,+,. 

Dieser Satz gilt aber auch im Falle r= 1. Ein Schema S,, ist namlich in 
der Arbeit [3] des Verfassers angegeben. 


6r+7 6r¢7 


5 Brig —e— § Wre+3 


Fig. 3. 


Satz 18. Fiir jedes r => 1 existiert ein nichtorientierbares Schema So,.;. 


Beweis. Zunichst bemerken wir, daB alle Schemata von der Form §,,,,, 
nichtorientierbar sind, weil die EULERsche Charakteristik 


N = — a+ a — a= (6r—1)(4r—1)-—2 


der durch S,,,,, dargestellten geschlossenen Flaiche ungerade ist. Nun zeigen 
wir durch vollstandige Induktion nach r die Existenz eines Schemas S),,,.. 
Wir setzen voraus, daB fiir alle t < r — 1 ein S,,,,, existiert. Je nach der Rest- 
klasse r (mod 3) unterscheiden wir drei Fille. Ubrigens wird nur beim letzten 
die Induktionsvoraussetzung wirklich gebraucht. 

a) Falls r = 3.8 + 1 ist, so gibt es nach Satz 17 ein Schema 8,,,.,;. 

b) Es sei r von der Form r = 3 8 + 2. Wegen Satz 8 ist ein Schema S3,,, . 3) 

S,,4, vorhanden, daher nach Satz 16 auch ein Schema S),,,, ;. 
c) Wenn r = 38 ist, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung ein S,,,,, 
S,,,, und somit nach Satz 16 auch ein Schema S8,,,,,, w.z.b.w. 
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Nun ist endlich durch die Satze 10, 13 und 18 gezeigt, da fiir jedes m + 2 
(mod 3) mit 6< m+7 ein nichtorientierbares Schema S,, existiert. In Ver- 
bindung mit den Sitzen 1, la, 11 und 14 folgt die in der Einleitung angekiin- 
digte Gleichung (4). 
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Max Deun zum Gedichtnis. 


Von 
WitHetm Maenus in New York und Rutrn Mourane in Frankfurt a. M. 


I. Geometrie und Grundlagen der Geometric. 


Die Bedeutung Max Deuns fiir die Mathematik liegt auf drei Gebieten: 
Grundlagen der Geometrie, Gruppentheorie und Topologie. Er hat diese 
Disziplinen um entscheidende Resultate und neue Ideen bereichert. DEHN 
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war ein Geometer von ausgezeichneter Phantasie, seine Probleme wurzeln im 
Anschaulichen. Die dem Geometer nach einem Worte von FrLix KLEIN 
eigentiimliche Freude, sehen zu kénnen, was er denkt, wird an DEHNs 
Forschungsweise lebendig. 
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Dexuns Arbeiten in der Grundlagenforschung der Geometrie erstrecken 
sich auf die Jahre 1900 bis 1906 und wurden dann durch topologische 
und gruppentheoretische Untersuchungen abgelést. 1922 hat Denn noch ein- 
mal ein Problem der Grundlagenforschung aufgegriffen, ohne bis zu seiner 
Lésung durchzustoBen. 

Deuns Arbeiten in der Grundlagenforschung beginnen mit seiner Disser- 
tation [1], zu der ihn HILBERT anregte. Dort wird im Rahmen des von HILBERT 
geschaffenen axiomatischen Aufbaus der Geometrie die logische Abhangigkeit 
der Aussage untersucht: Zu einer Geraden gibt es durch einen Punkt auBerhalb 
keine bzw. eine bzw. unendlich viele Parallelen; die Winkelsumme im Drei- 
eck ist gréBer bzw. gleich bzw. kleiner als zwei Rechte. Unter Zuhilfenahme der 
Stetigkeit folgt, daB die Winkelsumme im Dreieck gréBer bzw. gleich bzw. kleiner 
als zwei Rechte ist, je nachdem es zu einer Geraden durch einen Punkt auBer- 
halb keine bzw. eine bzw. unendlich viele Parallelen gibt. Die 1810 von 
LEGENDRE bewiesenen Satze: ,,1. Die Winkelsumme im Dreieck kann nicht 
gréBer als zwei Rechte sein. 2. Wenn in einem Dreieck die Winkelsumme gleich 
zwei Rechten ist, so ist dies in jedem Dreieck der Fall hat Dexuwn auf ihre 
Abhiangigkeit von der Giltigkeit des Archimedischen Postulates untersucht 
und gezeigt: Ohne Zuhilfenahme dieses Postulates ergibt sich: Wenn in 
einem Dreieck die Winkelsumme gréBer bzw. gleich bzw. kleiner als zwei 
Rechte ist, so gilt dies in jedem Dreieck. Der erste Satz von LEGENDRE ist 
dagegen nicht ohne das Archimedische Postulat beweisbar. DeHN konnte 
eine nicht-Archimedische Modellgeometrie angeben, in der die Winkelsumme 
yréBer als zwei Rechte ist und durch einen Punkt zu einer Geraden unendlich 
viele Parallelen existieren (nicht-LEGENDREsche Geometrie), und eine weitere 
nicht-Archimedische Modellgeometrie, in der die Winkelsumme zwei Rechte 
betrigt und durch einen Punkt zu einer Geraden ebenfalls unendlich viele 
Parallelen existieren (semi-euklidische Geometrie). DeHN konstruierte diese 
Modelle aus einer ebenen Geometrie, in der die HtLBertschen Axiome der 
Verkniipfung, Anordnung und Kongruenz erfillt sind. Ferner folgt aus 
diesen Axiomen und der Nichtexistenz von Parallelen, daB die Winkelsumme 
gréBer als zwei Rechte ist. 

In seinen nachsten Arbeiten [2], [3] léste Denn das dritte der von HILBERT 
auf dem Internationalen MathematikerkongreB in Paris 1900 aufgeworfenen 
ungelésten Probleme der Mathematik. Es betrifft die bereits von Gauss 
gestellte Frage nach der Notwendigkeit, bei der Begriindung der Inhaltslehre 
von Polyedern von Grenzprozessen Gebrauch zu machen, die sich in der Ebene 
vermeiden lassen, wenn man den Begriff der Erginzungsgleichheit als Grund- 
lage der Polygonvergleichung benutzt. Polygone gleichen InhaltsmaBes sind 
erganzungsgleich und umgekehrt. Bei nicht prismatischen Polyedern reicht 
die Gleichheit des InhaltsmaBes nicht aus, um ihre Zerlegungs- bzw. Er- 
yanzungsgleichheit (kurz ihre Endlichgleichheit) zu sichern. DEHN zeigte, 
da, wie Bricarp 1896 vermutete, zur Endlichgleichheit eine Beziehung 
zwischen den Kantenwinkeln a, bzw. «; der Teilpolyeder notwendig ist, nim- 


lich S nja,= S' nj ai + Na, n;. ni >0 ganz, N 2 0 ganz. Damit ist z. B. 
i j 
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ein regulires Tetraeder niemals endlichgleich zu einem Wiirfel gleichen Inhalts- 
maBes. Die Schwierigkeit, diese Vermutung zu beweisen, liegt in der Bewilti- 
gung der zunichst nicht tibersehbaren Fiille von Méglichkeiten, ein Polyeder 
in Teilpolyeder zu zerlegen. DEHN iiberwand diese Schwierigkeit durch die 
bewunderungswirdige Idee, das dreidimensionale Problem einer Polyeder- 
unterteilung in ein zweidimensionales Problem zu iiberfiihren, das auf die 
liickenlose Erfiillung eines Rechtecks mit Rechtecken hinauskommt, aus der 
sich durch elementare Betrachtungen das behauptete Theorem als ein Satz 
iiber die Lésungen eines Systems homogener linearer Gleichungen mit ganz- 
zahligen Koeffizienten ergibt. — Die Frage nach hinreichenden Bedingungen 
fiir die Zerlegungsgleichheit ist erst in neuerer Zeit durch HapwiGER in Angriff 
genommen worden?). 

Im AnschluB an die angegebenen Beispiele nicht endlichgleicher, aber 
inhaltsgleicher Polyeder wirft DEHN noch die Frage auf, ob diese Beispiele 
als Ausnahmefille zu betrachten sind. Er zeigt [5], daB es nicht abzahlbar 
unendlichviele solcher Polyederpaare gibt, und zwar sowohl im euklidischen 
wie im nichteuklidischen Raum. 

Die Figur der Zerlegung eines Rechtecks in Rechtecke, die in [3] auftrat, 
veranlaBte DEHN, tiefer in dieses Zerlegungsproblem einzudringen; ist es doch 
eine grundlegende Fragestellung der anschaulichen Geometrie, ob es eine 
einparametrige Schar von ebenen Polygonen gibt, aus denen sich jedes Polygon 
zusammensetzen liBt, eine Frage, die wahrscheinlich zu verneinen ist. DEHN 
konnte zeigen [4], daB sich jedenfalls aus einer eingliedrigen Schar von Recht- 
ecken wieder nur Rechtecke einer eingliedrigen Schar zusammensetzen lassen, 
insbesondere laBt sich ein Quadrat nur in solche Quadrate unterteilen, deren 
Seite zu den Seiten des groBen Quadrates kommensurabel ist. 

Mit den Untersuchungen iiber die Begriindung der Inhaltslehre in zwei 
und mehr Dimensionen beschlieBt DEHN diese Untersuchungsreihe. Analog 
wie in der euklidischen Ebene laSt sich in der zweidimensionalen elliptischen 
Geometrie die Inhaltslehre von Polygonen ohne Stetigkeit aus den graphi- 
schen Axiomen und den Kongruenzaxiomen begriinden [6] auf Grund der 
Tatsache, daB der sphirische Exzess eine Zerlegungsinvariante ist, die fiir 
endlichgleiche Polygone eine charakteristische Zahl darstellt. Ferner ergibt 
sich mit Hilfe des spharischen Exzesses ein einfacher Ausdruck fiir den Inhalt 
des sphirischen Dreiecks. 

Die analoge Frage in héheren Dimensionen enthillt andere Verhiltnisse, 
wobei sich insbesondere, wie DEHN fiir die Dimensionen drei und vier gezeigt 
und fiir héhere Dimensionen vermutet hat, ein Unterschied zwischen den 
Raumen gerader und ungerader Dimension ergibt [7]. Im nichteuklidischen R, 
existiert ein einfacher, aus den Winkeln gebildeter Ausdruck fiir den Tetraeder- 
inhalt nicht. Erst im R, existiert fiir das Penta-Tetraeder wieder eine solche 
Formel, hierbei tritt an Stelle des Winkelsummenexzesses im R, die zer- 
legungsinvariante GréBe J = W — 4M,— 42, W ist die Summe der von den 


1) H. HapWicER: Zerlegungsgleichheit und additive Polyeder-Funktionale. Comment. 
Math. Helvetii 24, 204—218 (1950). 
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Begrenzungsraumen gebildeten Winkel des Penta-Tetraeders, M, die Summe 
der sog. Eckenzahlen. Zur Bestimmung der Eckenzahl einer Ecke beschreibe 
man um diese Ecke als Zentrum eine Hypersphire; das Verhiltnis des aus 
der Hypersphire von dem Penta-Tetraeder ausgeschnittenen sphirischen 
Tetraeders zum Inhalt der Begrenzung der Hypersphare ist die Eckenzahl. Die 
GréBe J ist fiir Penta-Tetraeder im euklidischen R, gleich Null. Im nicht- 
euklidischen R, ist sowohl fiir den hypersphiarischen wie fiir den hyperpseudo- 
sphirischen Raum / stets negativ und bis auf eine multiplikative Konstante 
gleich dem Inhalt des zugehérigen Penta-Tetraeders. Als Analogon zu den 
LEGENDREschen Siatzen in der Ebene hat man jetzt: Ist fiir ein Penta-Tetra- 
eder I = 0 bzw. ist fiir ein Penta-Tetraeder J negativ, so gilt dies fiir jedes 
Penta-Tetraeder. Der Ausgangspunkt DExHNs bei diesen Untersuchungen war 
die Frage, ob sich in héheren Dimensionen die EuLERsche Polyederformel in 
analoger Weise aus einer Zerlegungsformel des Raumes nichstniedrigerer 
Dimension gewinnen lasse, so wie die EuLersche Formel fiir konvexe, von 
lauter konvexen Polygonen begrenzte Polyeder sich aus der Kernformel 
M,= 2 M,+ | der einfachen Zerlegungen eines ebenen Dreiecks in Dreiecke 
ergibt. Dabei ist M, die Anzahl der Teildreiecke, M, die Anzahl der durch 
die Teilung hinzukommenden Dreiecksecken. Eine Triangulation hei®t ein- 
fach, wenn keine Ecke eines Teildreiecks auf einer Seite eines Teildreiecks 
oder des Hauptdreiecks liegt. Diese Formel flieBt aus einer einfachen Winkel- 
betrachtung. Es ergibt sich nun, daB die EuLERsche Formel im R, aus der 
entsprechenden Formel fiir den R, wiederum durch eine einfache Winkel- 
betrachtung herleitbar ist. In 5 Dimensionen ergab sich jedoch das Bestehen 
von 3 linearen Beziehungen zwischen den Anzahlen der Begrenzungsmannig- 
faltigkeiten einer nur von Penta-Tetraedern begrenzten konvexen Mannig- 
faltigkeit. Fiir eine allgemein begrenzte konvexe Mannigfaltigkeit gibt es 
dagegen nur eine lineare Beziehung, nimlich die EULERsche Formel, die sich 
aus einer von den genannten Beziehungen vermittels der EULERschen Formeln 
fiir die Raume kleinerer Dimension ergibt. 


In seinen spiaiteren Arbeiten ist DEHN noch einmal auf die Grundlagen 
der Geometrie zuriickgekommen [15], und zwar auf ein Problem der ebenen 
Schnittpunktsatze: Gibt es Schnittpunktsitze, die ,,zwischen“‘ dem Satz von 
DESARGUES und dem Satz von Pascat liegen, d.h. die einerseits nicht aus 
dem Satz von Drsarauss folgen, andererseits zusammen mit dem Satz von 
DESARGUES nicht den Satz von Pascat zur Folge haben, und zwar im Rahmen 
der Verkniipfungs- und Anordnungsaxiome der projektiven Geometrie. Die 
algebraische Formulierung dieses Problems ist die Frage, ob jeder Schief- 
kérper, in dem eine rationale Rechenregel in endlichvielen Parametern gilt, 
stets ein K6rper ist. DrHns Schiiler W. WaGNeR?) konnte 1936 in Weiter- 
fiihrung der von DEHN zur Lésung dieses Problems gegebenen Ansitze zeigen, 
daB jede geordnete Algebra iiber den reellen Zahlen, in der eine Polynom- 
identitat gilt, kommutativ ist. Die Forderung der Anordenbarkeit ist dabei 


2) W. Wacner: Uber die Grundlagen der projektiven Geometrie und allgemeine Zahl- 
systeme. Math. Ann. 113, 528—567 (1937). 
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unentbehrlich. Das von DEHN aufgeworfene Problem ist beziiglich allgemein 

rationaler Rechenregeln noch nicht gelést. In letzter Zeit hat J. KapLansky ®) 

einen weiteren interessanten Beitrag zur Theorie der Divisionsringe mit 

einer Polynomidentitat geliefert, indem er zeigte, daB jeder solche Ring iiber 

seinem Zentrum endlich-dimensional ist, und dariiber hinaus, daB jede pri- 

mitive Algebra mit einer Polynomidentitét iiber ihrem Zentrum endlich- 

dimensional ist. Unter der zusitzlichen Voraussetzung der Anordenbarkeit 

ergibt sich hieraus ein kurzer Beweis fiir einen Spezialfall des WaGnerschen 

Resultates. 

Die Idee von HILBERT, eine affine oder projektive Ebene, in der gewisse 
Schnittpunktsatze gelten, isomorph abzubilden auf eine Koordinatengeometrie 
iiber einem gewissen Zahlsystem und dadurch einer Strukturuntersuchung 
leichter zuganglich zu machen, ist in DeHNs Arbeit [15] wieder aufgegriffen. 
Das von ihm allgemein gefaBte Problem [19], die Schnittpunktsiitze der 
Ebene in Systeme projektiv Aaquivalenter Schnittpunktsitze einzuteilen, 
hat dann in der Folge zu einer Reihe von Untersuchungen AnlaB gegeben, 
die in jiingster Zeit durch das iiberraschende Resultat von R. H. Bruck und 
E. KLEINFELD*) einerseits, L. A. SkoRNJAKOvV*) andererseits beziiglich des 
Satzes von DESARGUES und seiner Spezialfille einen ersten AbschluB gefunden 
haben: Die Einzigkeit der Cayley-Dickson Algebren als nicht assoziative alter- 
native Divisionsalgebren*) und daher die Nichtexistenz geordneter echter 
Alternativkérper. Dieses Resultat wirft erneut ein Licht auf die Bedeutung 
der Anordnungsaxiome in der ebenen Geometrie: Auf Grund der Verkniipfungs- 
und Anordnungsaxiome folgt der Satz von DEsaRGuES aus dem Satz vom 
volistandigen Vierseit, jedoch nicht auf Grund der Verkniipfungssitze allein’). 

Deuns Interesse galt auch in hohem MaBe der angewandten Mathematik, 
insbesondere der graphischen Statik. Aus seiner Tatigkeit an der Technischen 
Hochschule Breslau ist eine Untersuchung hervorgegangen, die den Caucny- 
schen Satz, daB zwei gleich zusammengesetzte konvexe Polyeder mit paar- 
weise kongruenten Seitenflichen selbst kongruent oder symmetrisch sind, 
weiterfiihrt zu dem Satz, daB ein aus starren Seitenflichen aufgebautes kon- 
vexes Polyeder stabil ist [14], d.h. auch infinitesimal nur wie ein starrer 
Koérper beweglich ist. Dieser Satz laBt sich auch aussprechen in der Form, 
daB ein sich im Gleichgewicht befindendes Kriftesystem, das an den Ecken 
eines konvexen Polyeders angreift, ersetzbar ist durch ein aiquivalentes Krifte- 
system, dessen Krifte jeweils nur in den Polyederflichen wirken und um eine 
Ecke herum mit den an derselben Ecke angreifenden Kriaften des ersten 





*) J. Kaptansky: Rings with a polynomial identity. Bull. Amer. Math. Soc. 54. 
575—580 (1948). 

*) R. H. Bruck and E. Kierrexp: The structure of alternative division rings. Proc. 
Amer. Math. Soc. 2, 878—890 (1951). 


5) L. A. Skornsakov: Alternativkérper. Ukrain. mat. Z. 2, Nr. 1, 70—85 (1950) (russ.), 


*) Diese Formulierung ist der Kiirze halber etwas schwacher als der von den Verff. 
bewiesene Satz. 


?) R. Mouvrane: Alternativkérper und der Satz vom vollstandigen Vierseit (D,). 
Hamb. Abhdlg. 9, 207—222 (1933). 
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Systems im Gleichgewicht stehen, wobei die in einer Seitenflache wirkenden 
Krafte fiir sich im Gleichgewicht sind. 

In einer kleinen Studie iiber die GréBenbeziehungen zwischen den Sehnen 
und den zugehérigen Peripheriewinkeln im Kreis analysiert DEHN die Approxi- 
mation der Kreislinie durch Polygone und die Beweise der Satze: Der einem 
Kreisbogen einbeschriebene n-gliedrige Streckenzug ist am gréBten, wenn alle 
Strecken gleich lang sind; ein einbeschriebener Streckenzug wird langer, 
falls alle Seiten kleiner gewihlt werden als alle anfiinglich vorliegenden Seiten. 
DEHN bemerkt, daB das Wesentliche beim Beweis die Existenz von zwei 
Systemen monoton, aber nicht notwendig archimedisch geordneter Symbole 
a,b,c,... baw. a, B, y,... ist, die sich elementweise einander entsprechen. 
Jedes System ist hinsichtlich einer Verkniipfung abgeschlossen; fiir diese 
Systeme sollen ferner gewisse Aussagen iiber die GréBenbeziehung zwischen 
Produkten einander zugeordneter Elemente gelten. Drxnn bemiiht sich, 
die Geometrie zu formalisieren, um die Struktur geometrischer Siatze klarer 
hervortreten zu lassen. 

Die Lehrbuchliteratur hat DEHN durch die Neuherausgabe und Erginzung 
von zwei Geometriebiichern bereichert: das Buch von A. SCHOENFLIES iiber 
analytische Geometrie [18] und das Buch von M. Pascu iiber neuere Geo- 
metrie [17] enthalten je einen Anhang von Dexn, der durchaus den Charakter 
einer Monographie hat. Die historische Entwicklung der betreffenden Dis- 
ziplinen ist besonders beriicksichtigt, und einige Probleme werden ausfihrlich 
und vertieft behandelt. In der analytischen Geometrie ist das die Theorie der 
linearen Transformationen und ihrer Invarianten in Verbindung mit geometri- 
schen Problemen. Die Theorie der Elementarteiler wird unter Benutzung des 
Fundamentalsatzes der Algebra bis zum Aquivalenzkriterium nicht-singularer 
Transformationen entwickelt. Von den Gebilden 2. Grades wird die Trans- 
formationstheorie ausfiihrlich behandelt und an einigen besonders schénen 
Satzen die Eigenart geometrischer Forschung deutlich gemacht. Der An- 
finger bekommt dabei zugleich einen Einblick in allgemeine Zusammenhiange 
und ungeléste Probleme. So wird noch die Zerlegung eines Rechtecks in 
Rechtecke [4] behandelt als ein Beispiel fiir das allgemeine Problem der kom- 
binatorischen Topologie, ein Flachenstiick in Teilstiicke zu zerlegen. Die 
systematische Ubersicht dieser Zerlegungsfiguren ist bisher weder kombina- 
torisch gelungen noch einer Algebraisierung zuginglich gewesen. — In dem 
Anhang zu dem Buche von Pascu nimmt das Historische naturgemaB noch 
einen breiteren Raum ein. Die Untersuchungen gruppieren sich im Rahmen 
allgemeiner axiomatischer Betrachtungen um vier Hauptprobleme: das 
Parallelenpostulat, das Archimedische Postulat, die Begriindung der pro- 
jektiven Geometrie und die Inhaltslehre. Der Leser bekommt einen ausge- 
zeichneten Einblick in die geometrische Grundlagenforschung und die Zu- 
sammenhiange zwischen ihren Hauptproblemen. 


II. Topologie und Gruppentheorie. 


Die friitheste Arbeit .on Denn iiber Topologie dirfte eine unveréffeni 
lichte, 1899 in Géttingen entstandene Note sein. Sie enthalt einen Beweis 
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des JonpDANschen Kurvensatzes und einen Beweis des entsprechenden Satzes 
fiir Polyeder, ausgehend von den HiLBertschen Axiomen der Geometrie. 
Zuniachst beweist DEHN die Hilfssitze, daB ein geschlossenes, doppelpunkt- 
freies, ebenes Polygon mindestens drei konvexe Ecken hat und mindestens 
eine Diagonale, die das Polygon nur in den Eckpunkten trifft. 


Der 1907 abgeschlossene Enzyklopiadie-Artikel von DeHN und HEEGAARD 
iiber Analysis situs [8] enthalt eine von den Verfassern neu geschaffene Grund- 
legung und systematische Einteilung des ganzen Gebietes. Die Topologie war 
seit RIEMANN eine selbstindige, wichtige Disziplin geworden, die durch die 
Fiille der Entdeckungen Porncakf&s in eine lebhafte Entwicklung geraten war. 
Die Klarung und Prizisierung der Begriffe war eine dringliche und schwierige 
Aufgabe. Die ersten sieben Abschnitte des Kapitels tiber die Grundlagen der 
Topologie enthalten rein kombinatorische Axiome und Sitze iiber — nach 
dem Vorbild Hitsperts — nicht naher definierte Klassen von Elementen 
(Punkte, Strecken, Flachenstiicke usw.) und ihrer Verbindungen (Komplexe). 
Erst im achten Abschnitt werden drei Gruppen von Axiomen eingefiihrt 
(Existential- und Zerlegungsaxiome, Deformationsaxiome), die sich auf die 
Auffassung der topologischen Gebilde als Punktmengen griinden. 

Die folgenden vier Arbeiten [10], [11], [12], [13] von Deun gehéren eng 
zusammen. Sie sind ebenso bedeutsam durch ihre Ergebnisse und Methoden 
wie durch die Anregung zu weiterer Forschung, die von ihnen ausgegangen ist. 
Als rein topologische Ergebnisse enthalten sie u. a. die elegante Konstruktion 
unendlich vieler PorncaRfscher Réume (siehe [10]) und den zum klassischen 
Bestand der Topologie gehérenden ersten Beweis des Satzes, daB eine Klee- 
blattschlinge im spharischen Raum nicht mit ihrem Spiegelbild aquivalent 
ist [13]. 

Eine wesentliche Rolle in allen vier Arbeiten spielen die Untersuchungen 
iiber gewisse unendliche Gruppen, ein Thema, dem vorwiegend die Arbeit [11] 
gewidmet ist. Bindeglied zwischen Topologie und Gruppentheorie ist die 
wichtige von DEHN entwickelte Methode, die Gruppe eines Knotens unmittel- 
bar aus seiner Projektion abzulesen. Porncargés Entdeckung der Fundamental- 
gruppe einer Mannigfaltigkeit hatte einen neuen Aspekt in die Gruppentheorie 
eingefiihrt: das Studium der durch Erzeugende und definierende Relationen 
abstrakt gegebenen Gruppen. DEHN formulierte zunachst die Hauptprobleme 
dieses neuen Zweiges der Gruppentheorie: das Identitaéts- oder Wortproblem 
ist die Aufgabe, zu einer durch Erzeugende und definierende Relationen ge- 
gebenen Gruppe ein Verfahren zu finden, mit dessen Hilfe fiir jedes Potenz- 
produkt — oder ,,Wort’‘ — in den Erzeugenden entschieden werden kann, 
ob es gleich dem Einheitselement ist oder nicht. Das Transformationsproblem 
betrifft die Frage, wann zwei Elemente in der Gruppe konjugiert sind, und 
das Isomorphieproblem verlangt die Angabe eines Verfahrens, zu entscheiden, 
ob zwei durch Erzeugende und Relationen gegebene Gruppen isomorph sind. 
Diese Probleme haben bei Fundamentalgruppen eine unmittelbare topologi- 
sche Bedeutung. Aber auch fiir eine rein gruppentheoretische Betrachtung 
ist die Wichtigkeit dieser Probleme evident. Zum Beispiel ist das Resultat 
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von QO. ScuRreterR*) iiber die Existenz des freien Produktes mit vereinigten 
Untergruppen die Lésung des Identititsproblems fiir Gruppen mit einem 
bestimmten Typus von definierenden Relationen. 

DEHN hat spiater die abstrakte Darstellung diskontinuierlicher Gruppen 
durch Erzeugende und definierende Relationen auch auf kontinuierliche 
Gruppen iibertragen [19] und an der Gruppe der linearen Transformationen 
einer reellen Verianderlichen dargestellt und von dieser Seite eine Begriindung 
der nicht-euklidischen Geometrie in 2 und 3 Dimensionen skizziert. Der grund- 
legende Unterschied gegeniiber der Darstellung diskontinuierlicher Gruppen 
ist dabei das Auftreten einseitiger, d. h. gerichteter Verwandlungsregeln neben 
gewohnlichen Verwandlungsregeln. Zur Begriindung der Geometrie ist dariiber 
hinaus erforderlich, Eigenschaften der Gruppe hinsichtlich der Existenz ge- 
wisser Automorphismen zu postulieren. 

Der auBerordentlichen Schwierigkeit der aus der Topologie stammenden 
Probleme begegnete DEHN in iiberraschender Weise durch Anwendung geo- 
metrischer, insbesondere topologischer Methoden. Eine Zuordnung von 
Streckenkomplexen zu endlichen Gruppen war schon 1860 von CayLEy be- 
trachtet worden. DexHN bewies, daB diese Zuordnung fiir die hier betrachteten 
Gruppen immer méglich ist und zeigte, wie der von ihm als ,,Gruppenbild“ 
bezeichnete Streckenkomplex zur Untersuchung der Eigenschaften der Gruppe 
benutzt werden kann. Die Fundamentalgruppe F, der geschlossenen zwei- 
seitigen Flichen vom Geschlecht p bietet hierfiir ein ideales Beispiel. Fiir 
p = 2 ist das Gruppenbild hier realisierbar als ein Netz von 4p-kcken in der 
hyperbolischen Ebene. Diese Tatsache benutzt DexHn bei der Lésung des 
Identitats- und Transformationsproblems der F,. Die in [12] gegebene Lésung 
ist von groBer Eleganz und in dieser Form mit den spater entwickelten rein 
algebraischen Methoden nicht ohne betrichtliche Miihe erreichbar. Auch sonst 
wird das Gruppenbild in den Arbeiten [10] bis [13] sehr wirksam benutzt. 
Das gilt insbesondere fiir [13], wo die Gruppe der Automorphismen der Fun- 
damentalgruppe des KnotenauBenraumes bendtigt wird. 

Man kann vielleicht sagen, daB die Idee des Gruppenbildes besonders durch 
die Anregungen, die von ihm ausgegangen sind, bedeutungsvoll geworden ist. 
DEHN selbst hat das Gruppenbild benutzt, um zu zeigen, daB die Untergruppen 
der freien Gruppen wieder frei sind; ferner hat er es benutzt bei seinem ,,Frei- 
heitssatz‘‘, demzufolge in einer Gruppe mit n + 1 Erzeugenden und einer 
definierenden Relation, die in einem leicht zu prazisierenden Sinne alle Er- 
zeugenden enthalt, zwischen irgend n dieser Erzeugenden keine Relation be- 
steht. DeHN hat seine Uberlegungen nicht publiziert. Die spiater von anderen 
zum Teil auf seine Anregung hin publizierten Beweise dieser Satze benutzen 
algebraische Methoden. J. NreLsEen®) bezieht sich in der Einleitung zu seinen 
drei groBen Arbeiten iiber die Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flachen 
auf das Gruppenbild. 


5) O. ScHREIER: Die Untergruppen der freien Gruppen. Hamb. Abhdl. 5, 161—183 
(1927). 

*) J. Nretsen: Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flachen I, 
II, III. Acta Math. 50, 190—358 (1927), 58, 1—76 (1929); 58, 87—167 (1932). 
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In der Einleitung des Kapitels tiber ,,Grundlagen“ im Enzyklopidieartikel 
schreibt DEHN, es erscheine ,,die Analysis situs dargestellt als ein durch seine 
anschauliche Bedeutung ausgezeichneter Teil der Kombinatorik’‘. In der Ab- 
handlung [22] entwickelte er die Anfiainge einer diesen Teil der Kombinatorik 
beherrschenden Algebra. Baume, allgemeine Streckenkomplexe und Poly- 
eder werden in umkehrbar eindeutiger Weise durch Symbolketten repriisen- 
tiert, und die Wirkung von Zerlegung oder Verschmelzung des topologischen 
Objektes auf die Darstellung wird fixiert. Als Anwendungen ergeben sich 
eine vollstandige Lésung des Gaussschen Problems der Trakte und der fol- 
gende Farbungssatz: die Ecken eines Polyeders und seine Seitenflichen kann 
man mit je zwei Farben so farben, daB nicht gleichzeitig die beiden Eckpunkte 
einer Kante gleichgefarbt sind und die beiden an sie anstoBenden Flachen 
gleiche Farbe tragen. 


Die Abhandlungen [25], [27], [36] behandeln unter anderem die Gruppe A, 
der Abbildungsklassen einer geschlossenen zweiseitigen Fliche vom Ge- 
schlecht p. Diese Gruppe spielt eine wichtige Rolle fiir das Problem der Mo- 
duln einer Rremannschen Flache bei konformer Abbildung. DrxHn behandelt 
A, direkt durch Einfiihrung eines kombinatorischen Symbols, das aus den 
Uberkreuzungen zweier Kurvensysteme auf der Fliche abgelesen werden 
kann. Dabei ergibt sich 1. ein System von endlich vielen Erzeugenden fiir A,, 
2. eine topologische Kennzeichnung dieser Erzeugenden als ,,Schraubungen“, 
3. eine Darstellung von A, durch lineare Transformationen und 4. der Satz, 
daB die Faktorgruppe A,/K, von A, nach ihrer Kommutatorgruppe K, zy- 
klisch ist, und daB ihre Ordnung ein Teiler von 2 (2 p + 1) (p + 1) ist. 


Der Anfang dieser Arbeit geht zuriick auf einen nicht publizierten hekto- 
graphierten Vortrag aus dem Jahre 1922. An ihn schlieBt sich eine Arbeit 
von R. BAER an?®), 


DEHN hat in der Gruppentheorie und bei algebraischen Problemen, die 
aus den Grundlagen der Geometrie entspringen, stets ein methodisches Prinzip 
vertreten, das heute allgemein anerkannt ist: es l4Bt sich ungefahr so for- 
mulieren, daB man zur Untersuchung eines algebraischen Systems (Gruppe, 
Ring) zweckmaBigerweise nicht Relationen, sondern Rechengesetze (,,Regeln“, 
Identitaéten) adjungiert und auf diese Weise fiir das System charakteristische 
(d. h. fiir isomorphe Systeme isomorphe) zugeordnete Objekte (Faktorgruppen, 
Quotientenringe) erhalt. In der Gruppentheorie fiihrt dieses Prinzip zunachst 
zur Definition der freien Gruppe als einem System, das durch Erzeugende ge- 
geben ist, zwischen denen keine Relation besteht, die nicht aus den Gruppen- 
axiomen folgt: ferner fiihrt es zu den Gruppen mit Identitaten, d. h. mit vor- 
geschriebenen, fiir jedes Element oder jedes n-Tupel von Elementen giiltigen 
Relationen. In unpublizierten Vortrigen behandelt Denn die Gruppe mit 
zwei Erzeugenden, in der jede dritte Potenz das Einselement ist, und die 
Gruppe mit zwei Erzeugenden, in der fiir irgend zwei Elemente z,, x, stets 


2 —2,—1 : 
XL LyX, “Xe” = | ist. 


°) R. Barr: Kurventypen auf Flachen. J. f. M. 156, 231—246 (1927). 
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III. Studien iiber Geschichte und Ursprung der Mathematik. 


Deuns Arbeiten zur Geschichte der Mathematik sind entstanden nach 
jahrelangem und iiberaus sorgfaltigem Studium der Quellen in der Sprache 
des Originals. Sie verfolgen das Ziel, sich auf das Wesen der Mathematik zu 
besinnen durch eine genaue Betrachtung einiger der groBen und einfluBreichen 
Entdeckungen der Vergangenheit, ihrer Entstehung und ihrer Umwandlung. 
Vor allem interessierte DEHN das gewaltige Werk des Euklid und aus neuerer 
Zeit die Entstehung der Infinitesimalrechnung. Die Fille der von Derxy, 
seinen Kollegen und Schiilern gewonnenen Einsichten spiegelt sich in den 
Publikationen nur unvollstaéndig wider. Die Veréffentlichung von Resul- 
taten war etwas Zufilliges neben dem vielfaltigen geistigen Gewinn des 
historischen Studiums, iiber das JacoB BURCKHARDT so eindrucksvoll in der 
Einleitung zu seinen ,,Weltgeschichtlichen Betrachtungen“ gesprochen hat. 
Es sei gestattet, hier einen Abschnitt aus dieser Einleitung zu zitieren"), 
weil BuRCKHARDT dort prizise eine Frage formuliert, die auch in DEHNs 
Abhandlungen [20] und [27] wesentiich zur Sprache kommt: ,,Ob das Stu- 
dium der Mathematik und der Naturwissenschaften ihrerseits alle geschicht- 
liche Betrachtung schlechterdings ausschlieBe, fragen wir dabei nicht. Jeden- 
falls sollte sich die Geschichte des Geistes nicht von diesen Fichern aus- 
schlieBen lassen. Eine der riesigsten Tatsachen dieser Geschichte des Geistes 
war die Entstehung der Mathematik. Wir fragen uns, ob sich von den Dingen 
zuerst Zahlen oder Linien oder Fliachen loslésten. Und wie schloB sich bei 
den einzelnen Vélkern der nétige Konsensus hieriiber? Welches war der 
Moment dieser Kristallisation ?“* 


Deuns gréBtenteils unveréffentlichte Untersuchungen iiber Ornamentik 
gehéren hierher. Freilich hat sich DEHN neben der Frage nach der Ent- 
stehung und Entwicklung der Mathematik innerhalb der Zivilisation immer 
wieder der philosophischen Frage nach dem Ursprung und der Entfaltung 
der Mathematik im menschlichen Geiste zugewandt [16], [20], [24]. Beide 
Betrachtungsweisen waren fiir DEHN eng miteinander verkniipft; die Studie 
iiber ,das Mathematische im Menschen‘ [20] kénnte nach DrEHNs eigenen 
Worten auch die Einleitung zu einer Geschichte der Mathematik sein. — 
Den Fortschritt der Mathematik sah DEHN in der Konzeption neuer Ideen, 
nicht in Untersuchungen iiber spezielle Fille und in Verallgemeinerungen. 
Seine Bewunderung galt der schépferischen Leistung. 


Der nachhaltige Einflu8B Dexns auf seine Schiiler war ein Teil der auBer- 
ordentlichen Wirkung, die von ihm ausging und ihn mit dem Kreis seiner 
Freunde, Kollegen und Schiiler verband. Seine urspriingliche Lebendigkeit, 
die Universalitat und die Unabhangigkeit seines Geistes gaben seiner Persén- 
lichkeit ein einmaliges Geprage. Die harmonische Zusammenarbeit von DEHN 
mit Paut Epstern, Ernst HELLINGER, CarRL Lupwic SIEGEL und OrTo 
SzAsz, mit denen ihn lebenslange Freundschaft verband, war am Frankfurter 
Mathematischen Seminar einzigartig. Lehren war fiir DEHN immer ein Mit- 


1) Zitiert nach Kroners Taschenausgabe, Bd. 55. Leipzig 1935. 
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teilen im Sinne von Geben, und er gab Vieles: zunichst eine Reihe von mathe- 
matischen Ideen, deren EinfluB sich in dem Verzeichnis der von ihm ange- 
regten Arbeiten nur sehr unvollstandig widerspiegelt. In véllig undogmati- 
scher Weise und immer bereit, auf den Gesprichspartner einzugehen, war 
seine Belehrung, meist auf Spaziergingen, immer lebendig und iiberzeugend, 
nie iiberredend. DEHN war ein wahrhafter, leidenschaftlicher Humanist, un- 
ablassig um ein genaues und vorurteilsfreies Verstindnis des Menschen und 
der Wirklichkeit bemiiht. Er war iiberzeugt, daB die Beschiaftigung mit 
geistigen Dingen den Menschen begliicke und ihn frei mache von Uberheblich- 
keit und Befangenheit in Vorurteilen, von Furcht, Hass und Habgier. De- 
miitigungen, Sorgen und Gefahr ertrug er mit Gelassenheit und Optimismus 
und einer unbesiegbaren inneren Unabhangigkeit, die in ihm keine Erbitterung 
aufkommen lieB, Unmittelbar nach dem Kriege rief er an seinem College eine 
Hilfsaktion fiir die Frankfurter Kollegen ins Leben. Er schrieb an die Frank- 
furter Fakultaét: ,,.In uns, den unmittelbar oder mittelbar Getroffenen muB 
die Liebe stark genug sein, die schlimmen Bilder der Vergangenheit blasser zu 
machen.“ 

In den SchluBworten einer akademischen Festrede ,,Uber die geistige 
Eigenart des Mathematikers“‘, die DeHN im Jahre 1928 hielt, kennzeichnet er 
den schaffenden Mathematiker, kennzeichnet er sich also auch selbst. So 
klingen diese Worte heute wie ein Nachruf. ,,Der Mathematiker hat zuweilen 
die Leidenschaft des Dichters oder Eroberers, die Strenge in seinen Uber- 
legungen wie ein verantwortungsbewuBter Staatsmann oder, einfacher aus- 
gedriickt, wie ein besorgter Hausvater, die Nachsicht und Resignation eines 
alten Weisen; er ist revolutionir und konservativ, ganz skeptisch und doch 
gliubig optimistisch.“ 


Lebensdaten. 
13. 11. 1878 geboren in Hamburg 
1900 Promotion zum Dr. phil. in Géttingen 
1900—1901 Assistent an der Technischen Hochschule Karlsruhe 
1901 Habilitation in Miinster i. W. 


1901—1911 Privatdozent in Miinster i. W. 

1911—1913 Extraordinarius in Kiel 

1913—1921 Ordinarius an der Technischen Hochschule Breslau 

1915—1918 Dienst in der Armee 

1921—1935 Ordinarius fiir reine und angewandte Mathematik an der Universitat Frank- 


furt a. M. 
1935 Versetzung in den Ruhestand durch die nationalsozialistische Regierung 
1935—1938 Vortrage und Vorlesungen in verschiedenen europaischen Landern 
1939 Emigration aus Deutschland 
1939—1940 Vertreter von Viaco Brun an der Technischen Hochschule Trondheim 
1940 Ausreise nach den Vereinigten Staaten von Nordamerika 


1941—1942 Assistant Professor of Mathematics and Philosophy an der University of 
Idaho, Pocatello, Idaho 

1942—1943 Visiting Professor of Mathematics am [Illinois Institute of Technology, 
Chicago, Illinois 

1943—1944 Tutor am St. John’s College, Annapolis, Maryland 
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1945—1952 Professor of Mathematics and Philosophy am Black Mountain College, 
Black Mountain, North Carolina 
Wintersemester 1946—47, Wintersemester 1948—49 und Sommersemester 1949 Urlaub 
von Black Mountain zu Vorlesungen an der University of Wisconsin, Madison, 
Wisconsin 
. 1952 Emeritierung am Black Mountain College 
ie 


6. 
7 952 gestorben in Black Mountain. 


6 
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Wissenschaftliche Ehrungen: 


Mitglied der Norwegischen Akademie der Wissenschaften 
Mitglied der StraBburger Naturforschenden Gesellschaft 
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Erzeugbare Ordnungsfunktionen’). 
Von 
Hetmvut KarzZet in Bonn. 


Unter einer Ordnungsfunktion h(a) in einem beliebigen Raum versteht 
man nach E. SPERNER?) eine nur die Werte 0, +1, —1 annehmende Funktion 
der zwei Verinderlichen h, a, wo h eine Hyperebene und « einen Punkt be- 
deutet; dabei soll h(«) den Wert 0 dann und nur dann annehmen, wenn h 
und « inzidieren, wahrend sonst die Werte +1, —1 beliebig auf die nicht in- 
zidenten Paare h, « verteilt sein diirfen. Im folgenden betrachten wir aus- 
schlieBlich Ordnungsfunktionen eines n-dimensionalen projektiven Raumes, 
dessen Koordinatenbereich ein Kérper (im allgemeinen Schiefkérper) & ist. 
Einen Punkt kénnen wir demgemaB durch ein rechtshomogenes (n + 1)-tupel 
I = (%,2,,..-, 2%) mit z,€R (nicht alle x; Null) darstellen, waihrend den 
Hyperebenen entsprechend linkshomogene (n + 1)-tupel u = (up, U,,..., Up) ZU- 
geordnet werden. 

Vom Ké6rper ausgehend kénnen Ordnungsfunktionen folgendermaBen er- 
zeugt werden. Wir denken uns eine Zweiteilung von &, d.h. eine beliebige 
Einteilung der Elemente +0 in zwei Klassen > 0 und <0 gegeben. Weiter sei 
eine Normierung der Koordinatenvektoren der Punkte und Hyperebenen fest- 
gelegt; d.h. eine Vorschrift, die aus allen Koordinatenvektoren r A eines 
Punktes « einen bestimmten r, auswahlt, und desgleichen zu jeder Hyper- 
ebene A unter ihren Koordinatenvektoren yu einen bestimmten u,. Setzt 
man dann 

| 0, wenn u, Xr, = O ist, 
h(a) = | +1, wenn u, Xr, > 0 ist, 


—1, wenn u, I, < 0 ist, 


so ist damit eine Ordnungsfunktion im projektiven Raum definiert. Jede Ordnungs- 
funktion, welche mittels dieser Vorschrift erhalten werden kann, wird erzeugbar 
genannt. 


Die Verwendung der Bezeichnungen > 0 und <0 fiir die Zugehérigkeit zu 
den beiden Klassen bedeutet hier nicht die Voraussetzung irgendwelcher 
Rechenregeln fiir diese Zeichen, vielmehr soll hier gerade untersucht werden, 
welche Ordnungsfunktionen durch beliebige Zweiteilungen und Normierungen 


1) Diese Arbeit stellt im wesentlichen den Inhalt meiner Dissertation dar, die ich zur 
Erlangung der Doktorwiirde an der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der 
Universitat Bonn im Sommersemester 1951 einreichte. Referent war Herr Prof. Dr. 
E. Sperner, dem ich fiir wertvolle Ratschlige und Férderung der Arbeit danke. 

*) Vgl. E. Sperner: Die Ordnungsfunktion einer Geometrie. Math. Ann. 121, 107 
bis 130 (1949). 
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erzeugt werden kénnen. Setzt man fiir die Zeichen 2 0 das Monotoniegesetz 
der Multiplikation voraus, so geniigen die entstehenden Ordnungsfunktionen 
nach E. SPERNER*) der Hyperebenenrelation. Wie lassen sich indessen die 
allgemeineren Ordnungsfunktionen, die beliebigen Zweiteilungen (und Nor- 
mierungen) entsprechen, kennzeichnen? Wie verhalten sich des weiteren 
Ordnungsfunktionen und erzeugende Zweiteilungen zueinander ? 

Sicher wird nicht jede Ordnungsfunktion auf die beschriebene Weise aus 
einer Zweiteilung erzeugt werden kénnen. Beispiele hierfiir finden sich in § 1. 
Auch sind die erzeugbaren Ordnungsfunktionen in keiner echten Untergruppe 
der Gruppe aller Ordnungsfunktionen enthalten, wie in § 2 gezeigt wird (Aus- 
nahmen bilden nur die Geometrien, bei denen mit jeder Geraden héchstens 
vier Punkte inzidieren). Jeder erzeugbaren Ordnungsfunktion entspricht ein 
sog. Aquatorsystem (siehe § 3), das der erzeugenden Normierung und der Klasse 
aller zu dieser dquivalenten Normierungen (siehe § 1) eindeutig zugeordnet ist 
(Satz 3). 

Die erzeugbaren Ordnungsfunktionen lassen sich aber auch unabhingig 
vom Koordinatenkérper rein durch geometrische Eigenschaften kennzeichnen 
und konstruieren. Hierzu wird zunichst in § 4 eine geometrische Konstruktion 
der Aquatorsysteme angegeben. Sodann la8t sich mittels eines geeigneten 
Aquivalenzbegriffes der schon zuvor algebraisch eingefiihrte Zonenbegriff 
(siehe §1) geometrisch neu begriinden und darauf eine geometrische Kon- 
struktion der erzeugbaren Ordnungsfunktionen aufbauen (§5 und 6). So 
ergibt sich auch eine geometrische Kennzeichnung der erzeugbaren Ordnungs- 
funktionen (§ 6, Satz 7). 

In §7 wird eine Klasse von Ordnungsfunktionen kurz behandelt, die eine 
naturgemaiBe Verallgemeinerung der erzeugbaren Ordnungsfunktionen dar- 
stellt. In §8 schlieBlich werden die Ordnungsfunktionen mit Hyperebenen- 
relation einer hierher gehérigen Betrachtung unterzogen. Sie bilden ja ein 
Teilsystem der erzeugbaren Ordnungsfunktionen. Fiir jede Ordnungsfunktion 
mit Hyperebenenrelation, die nicht der Einheitsklasse*) angehért, wird direkt 
aus der Hyperebenenrelation die Existenz eines erzeugenden Aquatorsystems 
hergeleitet. 


§ 1. Normierungen und Zweiteilungen. 


Wir betrachten zuniichst eine feste Normierung der Koordinatenvektoren 
im obigen Sinne (S. 228). Ordnen wir jedem Elementepaar {h, «}, welches aus 
einer Hyperebene h und einem Punkt « besteht das Skalarprodukt u, r, 
ihrer normierten Koordinatenvektoren zu, so ist dadurch eine Belegung der 
Paare {h, a} mit Kérperelementen erklirt. Unter einer Zone verstehen wir 
dann jeweils die Menge aller Paare {h, «}, denen dasselbe Kérperelement u, r, 
zugeordnet ist. Man wird bemerken, daB die Zone eine ausschlieBliche Eigen- 
schaft der Normierung ist. Zwei verschiedene Normierungen werden im all- 


*) Vgl. E. SpzrNER: Beziehungen zwischen geometrischer und algebraischer Anordnung, 
Sitzungsber. d. Heidelberger Akad. d. Wiss., Math.-Naturw. Klasse, Jahrg. 1949, 10. Ab- 
handlung, 8. 413—448, insbesondere S. 419. 

*) Siehe a. a. O.. FuBnote *), S. 438. 
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gemeinen zwei verschiedene Zoneneinteilungen definieren. Wir wollen zwei 
Normierungen dquivalent nennen, wenn sie dieselben Zonen definieren. Es gilt 
nun der folgende 


Satz 1: Zwei Normierungen sind dann und nur dann dquivalent, wenn die 
zweite Normierung der Punkte aus der ersten durch Rechtsmultiplikation mit 
einem Faktor } hervorgeht, d. h. x = r™ 2 (dasselbe 2 fiir alle Punktkoordinaten- 
vektoren!) und die zweite Normierung der Hyperebenen aus der ersten durch 
Linksmultiplikation mit einem Faktor y. 


Beweis: Die angegebene Bedingung ist ersichtlich hinreichend. Ihre Not- 
wendigkeit sieht man leicht indirekt ein. Gabe es nimlich zwei Punkte « + £ 


. 2 1) 3 2) 1 - 4 : *s = 
mit x© = x) 2, rf = x? 0, wobei A+ 0 ist, so wiirde fiir jede Hyperebene h, 


- a ») 1 ; 
fiir welche uj x ry”) 0 ist, zwar uf , ond uf? rf, aber dann sicher 
ul” ©) + uf’ rf gelten; das heiBt, die Paare {h, a}, {h, 8} wiirden bei der 


ersten derselben Zone angehoren, bei der zweiten hingegen verschiedenen Zonen. 


(1) 
af 


Die Zweiteilung bewirkt bei der Erzeugung einer Ordnungsfunktion gemaB 
S. 228 eine Belegung der Zonen mit + 1 oder — 1. DaB jeder erzeugbaren Ord- 
nungsfunktion keineswegs eindeutig eine Zweiteilung entspricht, ersieht man 
bereits daraus, daB man ein und dieselbe Ordnungsfunktion durch zwei ver- 
schiedene aber aquivalente Normierungen erklaren kann. Hierbei werden 
im allgemeinen die erzeugenden Zweiteilungen verschieden sein. Auch gibt 
es iiber gewissen Kérpern Normierungen, bei denen das Skalarprodukt nicht 
alle Kérperelemente durchlauft; die nicht erfaBten K6rperelemente lassen sich 
dann beliebig auf die beiden Klassen verteilen, ohne daB damit ein EinfluB 
auf die Ordnungsfunktion ausgeiibt wird. Zwischen zwei Zweiteilungen, die 
mit zwei aiquivalenten Normierungen (die zweite Normierung mége aus der 
ersten durch Multiplikation der Punktvektoren von rechts mit A und der 
Hyperebenen von links mit ~ hervorgehen) dieselbe Ordnungsfunktion de- 
finieren, besteht ein gewisser Zusammenhang, sofern man nur die Kérper- 
elemente ins Auge faBt, die als Werte von Skalarprodukten vorkommen. Die 
beiden Zweiteilungen, welche durch die Bezeichnungen 1>, <1 und 1>, <2 
unterschieden seien, haben nimlich die folgende Eigenschaft: Ist a1> 0 bei 
der ersten Zweiteilung, so ist waA2> bei der zweiten Zweiteilung und ent- 
sprechend folgt aus b <1 0, stets 4bA<20. Wir wollen zwei Zweiteilungen 
in einander verschiebbar nennen, wenn sich zwei Faktoren yu und A finden lassen, 
so daB aus a<10 immer wad<20 und aus a1>0, stets nwaid2>0 folgt. 


Die Frage, ob sich eine beliebige Ordnungsfunktion stets aus einer geeigneten 
Zweiteilung und passenden Normierung erzeugen laBt, ist jetzt sofort beant- 
wortet. Schon die ebene Minimalgeometrie, die aus sieben Geraden und sieben 
Punkten besteht und den Primkérper der Charakteristik 2 zum Koordinaten- 
kérper hat, liefert Gegenbeispiele. Denn da es in dieser Geometrie nur eine 
einzige Zone gibt (der Kérper besteht ja lediglich aus den Elementen 0 und 1) 
und nur zwei Zweiteilungen des Koordinatenkérpers (1 > 0 oder 1 < 0), so 
lassen sich durch diese nur genau zwei von den insgesamt 2** vorhandenen 
Ordnungsfunktionen erzeugen. 
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Dieses Beispiel laBt schon vermuten, daB es in jeder projektiven Geometrie 
Ordnungsfunktionen gibt, die nicht durch Zweiteilungen erzeugbar sind. 
In der Tat! Wahlt man in einer beliebigen projektiven Geometrie zwei ver- 
schiedene Hyperebenen g, h fest, so gibt es sicher Ordnungsfunktionen, bei 
denen fiir alle Punkte «, die weder mit A noch mit g inzidieren, h(a) = — g(a) 
gilt. Jede solche Ordnungsfunktion ist nicht erzeugbar! Wire sie namlich 
erzeugbar, so wurde aus h(a) = — g(a) stets u,r,+ u,r, folgen fiir alle «. 
Da aber u, — u, den Koordinatenvektor einer von h und g verschiedenen Hyper- 
ebene k‘darstellt, so gilt fiir alle mit k, aber nicht mit g oder h inzidierenden 
Punkte #: u,%g= u,t,+ 0 im Widerspruch zu u,r,+ uf, . 


§ 2. Gruppentheoretische Betrachtungen. 


Die Menge aller Ordnungsfunktionen einer projektiven Geometrie bildet, 
wie leicht ersichtlich, eine kommutative aus lauter involutorischen Elementen 
bestehende Gruppe, wenn wir die Gruppenoperation wie folgt erkliren: Sind 
{h(x)}, und {h(«)}, zwei Ordnungsfunktionen, so soll ihr Produkt durch 
fh (x)},= {h(a)}, {h(a«)}, definiert sein. Eine Basis dieser Gruppe bilden die 
Ordnungsfunktionen, die fiir ein einziges nicht inzidentes Elementepaar {k, y} 
den Wert &(y) = — 1 annehmen, fiir alle anderen den Wert + 1. Diese Basis- 
Ordnungsfunktionen lassen sich erzeugen, wenn der Koordinatenkérper eine 
archimedische Anordnung gestattet. 

Normieren wir namlich einmal alle Punkt- und Hyperebenenvektoren bis 
auf das eine Paar {k, y}, so daB ihre Absolutbetrage, d.i. die Summe der 
Quadrate der Komponenten, kleiner als 1 sind im Sinne der archimedischen 
Anordnung, so sind die Skalarprodukte nach der Caucny-Scuwarzschen Un- 
gleichung dann auch alle kleiner als 1. Weiterhin normieren wir die Koordi- 
natenvektoren u,, r, des ausgezeichneten Elementepaares {k, y} so, daB ihre 
Absolutbetrage gréBer als 1 sind und ihr Skalarprodukt gréBer als das Maxi- 
mum dieser beiden Absolutbetrige ist. Dies ist stets zu erreichen; denn sind 


uf und x* Koordinatenvektoren von k und y mit |ug| >1 und |r}| > 1, 
so lassen sich zwei Faktoren A, u >1 so finden, daB A |uf r}| w = |(A uf) 
(x® u)| sowohl > |r¥ u| als auch > |Auf| wird. Setzen wir jetzt A uf = u, 


und r} 4=r,, so sind u, und r, Koordinatenvektoren von k und y mit den 
gewiinschten Eigenschaften. Durch diese MaBgabe wird erreicht, daB \u, r,| < 

u,| |x,| wird fiir jedes 8+ y und |u,r,| << |u,x,| fiir jedes g +k; denn es gilt: 
uz Xe] S |u| - [eg] < [ug] > 1 < jugz,| umd |u,z,| < |u,| - |x,| << 1-|x,| < |ugr,]. 
Jetzt definieren wir noch folgende Zweiteilung: a > 0, wenn |a| < |u,x,| im 
Sinne der archimedischen Anordnung, und a < 0, wenn |a| =|u,x,| im Sinne 
der archimedischen Anordnung. Unsere Ordnungsfunktion wird dann durch 
diese Normierung und Zweiteilung erzeugt. 

Hat jedoch die Geometrie einen nicht archimedisch anordenbaren Koordi- 
natenkérper R, so sind die Ordnungsfunktionen der angegebenen Basis im 
allgemeinen nicht erzeugbar. Dagegen lassen sich diese Ordnungsfunktionen 
immer als Produkt zweier erzeugbarer Ordnungsfunktionen darstellen, sofern 
der Koordinatenkérper mindestens drei von 0 verschiedene Elemente enthilt. 

Mathematische Annalen. 127. 16 
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Denn ist {k, y} das nicht inzidente Elementepaar, fiir das die Ordnungsfunktion 
den Wert A(«) = — 1 annehmen soll, und sind a,b+ 0 zwei verschiedene 
Elemente aus 8, so kann ich die erste Ordnungsfunktion {h («)}, etwa durch 
die folgende Normierung und Zweiteilung erkliaren: Die Koordinatenvektoren 
aller Hyperebenen und aller mit k inzidenten Punkte werden beliebig normiert, 
die Koordinatenvektoren der mit k nicht inzidenten Punkte danach so, daB 
ur, =a wird, aber u,t,= 5 fir 6+ y. Die Zweiteilung hat die Gestalt: 
a < 0, alle iibrigen Elemente > 0. 

Um die zweite Ordnungsfunktion zu erhalten, behalten wir die Zweiteilung 
bei und auch die Normierung der Koordinatenvektoren bis auf u,, das wir 
mit einem Kérperelement c+ 1, bei cb+a von links multiplizieren. Die 
zweite Ordnungsfunktion {h («)}, ist mit der ersten bis auf das eine Elemente- 
paar {k, y} identisch, fiir das wegen (c u,) r,= ca> 0 jetzt k(y) = + 1 wird. 

Hieraus erkennen wir, daB die erzeugbaren Ordnungsfunktionen in jedem 
Fall ein Erzeugendensystem der Gruppe aller Ordnungsfunktionen darstellen 
und deshalb nicht in einer echten Untergruppe enthalten sein kénnen, wie es 
bei den Ordnungsfunktionen, die der Hyperebenenrelation geniigen, der Fall 
ist. Ausnahmen bilden nur die beiden kleinsten Geometrien mit den Prim- 
kérpern der Charakteristik 2 und 3 als Koordinatenbereich. Hier erfiillen die 
erzeugbaren Ordnungsfunktionen die Hyperebenenrelation, da die méglichen 
Zweiteilungen bereits Halbordnungen oder zu Halbordnungen entgegengesetzt 
sind. 


§ 3. Das Aquatorsystem. 


Mit jeder erzeugbaren Ordnungsfunktion ist immer ein charakteristisches 
System von Punkten und Hyperebenen verbunden, das wir aus gleich erkenn- 
baren Griinden Aquatorsystem nennen und jetzt herleiten wollen. 

Wir denken uns eine Ordnungsfunktion gegeben, die mittels einer festen 
Normierung der Koordinatenvektoren und Zweiteilung erzeugt sei. Wie bisher 
werden die so normierten Koordinatenvektoren mit ft,, u, usw. bezeichnet. 
Jedem beliebigen Punktepaar « + # wird sodann durch die Normierung ein 
fester Punkt ¢,, auf der Geraden [a, 8] zugeordnet, nimlich der Punkt mit 
dem Koordinatenvektor r,— r, (wobei i. a. Teas +1, — X, sein wird!). Jedem 
Hyperebenenpaar g +h wird gleicherweise die Hyperebene j,, mit dem Ko- 
ordinatenvektor u, — u, zugeordnet. Man erkennt aus der trivialen Gleichung 

(t.— Xp) + (Xg— ¥,) + (t,— ¥,) = 9, 
daB die drei beliebigen (also i. a. nicht in einer Geraden liegenden) Punkten 
a, 8, y so zugeordneten Punkte ¢,,, ¢,,, &,, stets auf einer Geraden liegen. 
Ebenso sieht man, daB dual die Hyperebenen j,,, jx, jx, fiir beliebige g, h, k 
immer einem Bischel angehéren. 

Sicher ist stets e,,+ «a, 6B fiir «+ 8, und iiberdies gilt fiir jede mit ¢,, 
inzidierende Hyperebene / wegen u,(r,— %,) = 0 die Gleichung / («) = / (£). 
Daher nennen wir ¢,, den zu a, 8 gehérigen Aquatorpunkt. — Dual ist fiir 
jeden mit j,, inzidierendea Punkt y die Gleichung g (y) = A (y) erfillt, weshalb 
ign die zu g,h gehérige Aquatorhyperebene heiBen soll. Das System aller 
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Aquatorpunkte und -hyperebenen nennen wir das zur gegebenen Normierung 
gehérige Aquatorsystem. Wir kénnen mithin sagen: 

Satz 2: Jede erzeugbare Ordnungsfunktion besitzt mindestens ein Aquator- 
system mit folgenden Eigenschaften: 

la) Jedem Punktepaar a+ entspricht genau ein Aquatorpunkt e,, +a, B, 
der auf der Verbindungsgeraden von [a, B) liegt. 

lb) Die drei Aquatorpunkte ¢, 5, &5,, &, von a, B; B, y; a, y liegen fiir be- 
liebige a, B, y auf einer Geraden. 

2a) Jedem Hyperebenenpaar g+h entspricht genau eine Aquatorhyperebene 
jon 9, h, die dem durch g, h bestimmten Biischel angehért. 

2b) Die drei Aquatorhyperebenen j, », jinx» ing VON g, h; h, k; k, g gehdren fiir 
beliebige g, h, k einem Biischel an. 

im vorstehenden war gezeigt, wie jeder Normierung eindeutig ein Aquator- 
system entspricht. Zwei aquivalenten Normierungen ist dabei dasselbe 
Aquatorsystem zugeordnet, denn (r — y) A = r A — nA bzw. uw (u — v) = pu — 

uv stellt denselben Punkt bzw. dieselbe Hyperebene wie r — » bzw. u — v 
dar. Eine umgekehrte Aussage liefert uns jetzt der 

Satz 3: Jedem Aquatorsystem entspricht eindeutig eine Klasse dquivalenter 
Normierungen, die umgekehrt dasselbe Aquatorsystem definieren. 

Zum Beweise wihle ich einen beliebigen Punkt « aus und normiere ihn 
beliebig. Alle anderen Punkte normiere ich nach folgender Vorschrift: e, 
sei der zu «, 8 gehérige Aquatorpunkt meines Aquatorsystems. Ist «+r, und 
€,3->§ (beliebige Normierung), so wird 6+r, zugeordnet mit der MaBgabe, 
daB r,— r,= 43. Die Normierung jedes Punktes B+r, (f + «) ist durch diese 
Beziehung eindeutig bestimmt. Mit den Hyperebenen verfahre ich ent- 
sprechend. Es ist jetzt leicht nachzurechnen, daB diese Normierung umgekehrt 
dasselbe Aquatorsystem definiert. 

Satz 4: Alle aus einer festen Normierung entspringenden Ordnungsfunktionen 
besitzen genau ein gemeinsames Aquatorsystem. 

Beweis: DaB alle diese Ordnungsfunktionen mindestens ein gemeinsames 
Aquatorsystem haben, geht aus Satz 4 hervor. Hatten die Ordnungsfunktionen 
auBer dem der Normierung eindeutig zugeordneten Aquatorsystem noch ein 
weiteres gemein, so kénnen wir annehmen, daB zwei Punkte a--r,, B-- fz 
auBer r,— %,+*e,, noch den Aquatorpunkt e? , (e3 + €} g) beziiglich all dieser 
Ordnungsfunktionen aufweisen. Fiir alle Hyperebenen h+ u, mit h(ez,) = 0 
und jede dieser Ordnungsfunktionen muB also h(a) = h(f) gelten. Anderer- 
seits ist aber u,t,+ U, t,, so daB es unter den genannten Ordnungsfunktionen 


derartige gibt, fiir die h(x) = — A(f) ist, womit wir einen Widerspruch er- 
halten haben. 


$4. Unabhingige Konstruktionen der Aquatorsysteme. 
Es ist in unserer Absicht, die erzeugbaren Ordnungsfunktionen unabhangig 


vom Koordinatenkérper rein durch geometrische Eigenschaften zu kenn- 
zeichnen und zu konstruieren. Hierfiir ist es von Bedeutung, daB sich alle 


16* 
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Aquatorsysteme, die iiberhaupt in Frage kommen, ohne Benutzung einer Nor- 
mierung direkt konstruieren lassen. Diese Konstruktion verlaiuft folgender- 
maBen: 

1. Es werde ein Punkt « und eine Hyperebene g fest gewéhlt. 

2. Jedem Punktepaar a, B mit B +a werde beliebig ein Aquatorpunkt 
&,,+ «, B auf der Verbindungsgeraden (a, B| zugeordnet. 

3. Jedem Hyperebenenpaar g,h mit h + g werde beliebig eine Aquatorebene 
jon 9, h des durch g, h bestimmten Biischels zugeordnet. 

4. Jedem Punktepaar B, y, das nicht mit « auf einer Geraden liegt, teilen 
wir den Schnittpunkt der Verbindungsgeraden von [¢,,,€,,] und von [B, y] als 
Aquatorpunkt e, , zu. [Nach 1b) kommt kein anderer Punkt in Frage. ]} 

5. Den Punktepaaren B, y + a, die mit « auf einer Geraden liegen, wird 
wie folgt ein Aquatorpunkt zugewiesen: Ich wiihle einen beliebigen nicht mit der 
Geraden [ B, y] inzidierenden Punkt 6 aus und schneide die Verbindungsgerade 
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der bereits bekannien Aquatorpunkte e,, und &5, von 0, B und 6, y mit der Ver- 
bindungsgeraden [ 8, y|. Den Schnittpunkt ordnen wir B, y als Aquatorpunkt zu. 
[Dieser Aquatorpunkt ergibt sich wiederum als zwangsliufige Folge von 1b). ] 

6. Die zu 4. und 5. dualen Festsetzungen liefern zu jedem H yperebenenpaar 
h, k + g eine Aquatorhyperebene j,, . 

Wir behaupten, auf diese Weise ein Aquatorsystem erhalten zu haben. Hierfiir 
ist zuerst zu zeigen, daB der Konstruktionsschritt 5 eindeutig, d.h. unab- 
hingig von der Wahl des Hilfspunktes 4 ist. Dies ergibt sich an Hand der 
Fig. 1 so: Die Punkte 4, ¢,,, &,5, &33 bestimmen ein vollstaindiges Viereck, 
dessen Seiten die Gerade [«, 6] in den Punkten «, ¢,,, B, eg, y, €,, schneiden. 
Bis auf den Punkt e,, waren alle anderen Punkte unabhingig von 6 bereits 
bestimmt. Nach dem Satz von DesaRGUEs ist somit gezeigt, daB ¢;, unab- 
hingig ist von der speziellen Wahl von 6. 

Die in 6. benutzte duale Konstruktion ist genau so eindeutig. 

Es bleibt noch die Giltigkeit der Eigenschaften 1b) und 2b) (vgl. Satz 2) 
fiir unser Aquatorsystem zu erweisen. Wir betrachten hierzu Fig. 2. Nach 
Konstruktion liegen jeweils die Punkte ¢, 5, &3.., &,; xg 5: 2g und €,,, & 5, 


7 “7 =p 











Erzeugbare Ordnungsfunktionen. 235 


e,, auf einer Geraden. Infolgedessen schneiden sich bei den Dreiecken 4: ¢, ,, 
é,g, B und A’:e,,, €,5, 6 die zugehdrigen Seiten i, i’ fiir t, i’ = 1, 2, 3 in den 
Punkten e,,, y und a, die ja 
ihrerseits wieder auf einer Ge- 
raden liegen. Nach dem Satze 
von Desareves liegen die 
Dreiecke A und 4’ perspektiv 
mit dem Zentrum ¢,,;, durch 
das folglich auch die Verbin- 
dungsgerade von é,, und ¢,, 





gehen muB. 










2b) ergibt sich genau dual. ASS SY 
Zusammenfassend kénnen fap A 
Fig. 2. 


wir sagen: 
Satz 5: Durch Wahl eines Elementepaares {g, «} und der Zuordnungen e, 2 , 
jpn gemaB den Konstruktionsschritten 2. und 3. ist ein Aquatorsystem eindeutig 
bestimmt. 
DaB auch jedes Aquatorsystem auf diese Weise erhalten werden kann, 
ist selbstverstindlich. 


§ 5. Ein Aquivalenzbegriff. 

Fiir die Konstruktion der erzeugbaren Ordnungsfunktionen ist ferner ein 
Aquivalenzbegriff grundlegend, der zu einem jeden Aquatorsystem gehort. 
Es handelt sich um eine Aquivalenz zwischen den Elementepaaren {g, «}, 
die aus einer Hyperebene g und einem nicht mit ihr inzidierenden Punkt « 
bestehen. Um sie einzufiihren, denken wir uns ein festes Aquatorsystem A 


Om 


fecd]gg 
d ~\ gn 


Y/ \Jgh eae 
; / \ vl 
. + 





~~ a 


fp fap 


Rg 


Fig. 3. 


wie in § 4 konstruiert. Dabei sei fiir das folgende jedes Aquatorsystem dahin- 
gehend erweitert, daB auch den Punktepaaren « = £ bzw. den Hyperebenen- 
paaren g = h ein Aquatorpunkt bzw. eine Aquatorhyperebene entspricht, und 
zwar soll stets ¢, , = « fiir «= und j,,=g fiir g=h sein. Dann sei noch erklart: 
Die Hyperebenen g + h und die Punkte « + B befinden sich in Viereckslage 
(bezgl. A) (siehe Fig. 3), wenn es einen Punkt 6 auf j,, gibt, der weder mit g, h 
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noch der Geraden [ x, 8) inzidiert, und die Schnittpunkte von [a, 6], g und [B, 4], h 
mit e,, auf einer Geraden liegen. 


Jetzt setzen wir fest: 

Zwei Elementepaare {g, x} und {h, B} heiBen genau dann dquivalent (in 
Zeichen {g, a} ~ {h, B}), wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist. 

1. Wenn g = h, a= BP ist. 
Wenn sich g + h, a + B in Viereckslage befinden. 


Wenn £,, mit j,, inzidiert und auferdem j,, mit a, B, fads g +h ist, 
und e,, mit g, h, falls « + B ist. 


2. 
3. 


DaB im Fall 2. die Viereckslage unabhingig von der speziellen Wahl von 6 
ist, geht aus dem Satz von Desarauss hervor. Die Konfiguration stellt nim- 
lich in der Ebene [«, 8, 6] ein vollstandiges Viereck dar. 

Um nachzuweisen, da8 es sich hierbei um einen echten Aquivalenzbegriff 
handelt, miissen wir zeigen, daB er reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Die 
Reflexivitaét und die Symmetrie gehen bereits unmittelbar aus der Definition 
hervor. Da®B der Aquivalenzbegriff auch transitiv ist, werde ich nur fiir den 
allgemeinsten Fall nachweisen, da eine Behandlung aller Fallunterscheidungen 
keine Schwierigkeiten bietet, aber zu viel Platz erfordern wiirde. 

Wir setzen voraus: {g, «} ~ {h, B} und {h, 8} ~ {k, y} und beweisen, 
{g, a} ~ {k, y} fiir den Fall (siehe Fig. 4), daB a, 8, y auf keiner Geraden 
liegen, g,h, k keinem Biischel angehéren und der Schnittpunkt 6 von j,,, 
ine» Jeg und der Ebene [a, 8, y] auf keiner der Dreieckseiten [a, 8], [f, 7] 
und [a, y] liegt. Da nun 6 auf j,, liegt und {g, «} ~ {h, 8} ist, schneidet die 





mé 





Fig. 4. 


Verbindungsgerade der Schnittpunkte [«, 5], g und [, 4], A die Gerade [«, £] 
im Punkte ¢, ,. Ebenso folgt aus der Inzidenz von 6 und j,, und aus {h, B} ~ 
~ {k, y}, daB die Verbindungsgerade der Schnittpunkte [, 6], h und [y, 6], k 
mit dem Punkt ¢,, inzidiert. Da 6 auch auf j,, liegt, wird {g, «} ~ {k, y} 
sein, wenn die Verbindungsgerade der Schnittpunkt von [«, 6], g und [f, 4], & 
durch den Punkt e, , geht, der ja mit ¢, , und e, , auf einer Geraden liegt. Dies 
ist aber in der Tat der Fall, da die Dreiecke A: «, 8B, y und A’: [a, 6], 

[ 8, 6], h, [y, 6], & zu einander perspektiv liegen (Zentrum 6) und ¢,,, & 


y 
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Schnittpunkte entsprechender Dreieckseiten sind, so daB nach dem Satz von 
DESARGUES die genannte Verbindungsgerade von [a, 6],g und [y, 4], k die 
andere Dreieckseite [«, y] im Punkte e, , schneiden muB. 


§6. Konstruktion der erzeugbaren Ordnungsfunktionen. 


Nunmehr sind wir in der Lage, alle erzeugbaren Ordnungsfunktionen geo- 
metrisch zu konstruieren. Hierbei ist der erste Schritt die Konstruktion eines 
Aquatorsystems gemaB § 4. 

Die Menge aller Elementepaare {g, «}, die beziiglich eines solchen Aquator- 
systems nach § 5 untereinander aquivalent sind, wollen wir auch Zonen nennen. 
Die Berechtigung dieser Bezeichnung (der Begriff war ja bereits in § 1 anders 
definiert), wird sogleich Satz 6 ergeben. 

Wir legen demgema®B jetzt eines der konstruierten Aquatorsysteme A fest 
zugrunde und erhalten daraus eine erzeugbare.Ordnungsfunktion in folgender 
Weise: Wir ordnen jeder Zone Z beliebig einen der Werte f (Z) = + 1 oder = — 1 
zu und setzen sodann h (a) = 0, wenn h und « inzidieren, sonst jedoch h (a) = f (Z), 
wenn Z > fh, a} gilt. 

Um nachzuweisen, daB jede der so konstruierten Ordnungsfunktionen ge- 
maB Seite 1 erzeugbar ist, zeigen wir zuerst: 

Satz 6: Ist A ein Aquatorsystem und N eine gemaép Satz 3 A zugeordnete 
Normierung, so sind die folgenden Bedingungen dquivalent : 

I. {g, a} ~ {h, B} beziiglich A 

IT. u,xr, = Uy, Ip, wobei U,, Up, T,, tg die gemaip N normierten Koordinaten- 
vektoren von g, h, «, B sind. 

Beim Beweis der Gleichwertigkeit betrachten wir die folgenden Fille: 

1.) g=h, a+ B. Ist {g, «} ~ {g, B}, so inzidiert g mit e,,, und da r, — fz 
ein Koordinatenvektor von ¢,, ist, gilt: u,(r,— %,) = 0 oder u,r, = U, fz, 
und umgekehrt folgt aus u,(r, — x,) = 0, daB g = j,, mit ¢,, inzidiert, d. h. 
nach Bedingung 3 aus § 5 ist {g, «} ~ {g, B}. 

2.) g+h, a= B. Die Gleichwertigkeit ergibt sich hier dual zu 1.) 

3.) g +h, « + B, j,, inzidiert nicht mit [«, f]. 

Es sei {g, «} ~ {h, B}. Dann befinden sich g, h, «, 8 in Viereckslage. Da 6 mit 
jg» inzidiert (siehe Definition der Viereckslage §5 und Fig. 3), gilt: u,x, 
= u,x,. Nun bestimmen wir zwei Faktoren A und y so, daB u,r, = u, x, A und 
U,tg= Ut, sind. r,— r,A und x,— x, sind dann Koordinatenvektoren 
der Schnittpunkte von [«, 6],g und von [f, 6],h, die ja mit e,, auf einer 
Geraden liegen. Aus diesem Grunde existiert eine Gleichung von folgender 
Gestalt: 


(T.— 5A) @ — (Xp— Fs) O = Te y= (Fa — Fp) T 
¥eQ@— %g0 + ¥y(uo — AQ) = (X, — Bp) T- 


Da 6 aber nicht auf der Verbindungsgeraden [«, 8] liegt, muB uo — Ao = 0 
und g@=o=T sein. Hieraus folgt 4 = uw, d.h. wir haben hiermit erhalten: 
u,t, = U,t,4 = U,t,A = u,yx,. Umgekehrt kénnen: wir unter Voraussetzung 


oder: 
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von II 4 so bestimmen, daB die Gleichung u, r, = u,t, A = u,t,A = ugk, gilt, 
wobei 6 wieder ein Punkt von j,, ist, der weder mit g, h noch mit [«, 8] in- 
zidieren soll5). x¢,— 7,4 und | r,4 sind wiederum Koordinatenvektoren 
der Schnittpunkte von [a, 6], g und von [f, 6],. Nun ist aber (xr,— x,A) — 
— (Xg— X54) = ¥,.- r,, d.h. die fraglichen Schnittpunkte liegen mit &,, auf 
einer Geraden, womit gezeigt ist, daB sich g, h, «, 8 in Viereckslage befinden. 
Somit ist {g, a} ~ {h, B}. 

4.) g+h, «a+ B, j,, inzidiert mit der Geraden [a, 8]. {g, «} ~ {h, B} be- 
deutet hier, daB auBer der Inzidenz von a, 8 mit j,, auch g und A mit ¢,, in- 
zidieren, d. h. es bestehen die Gleichungen: (u, — u,) tg = 0 und u,(r,— fz) = 0. 
Hieraus sieht man: u,r, = u,t,. Umgekehrt folgt aus u,r,= u,r, und (u, — 
— Uy) tg = 0 (die letzte Gleichung gilt, da j,, mit [«, #] inzidiert): 0 = u,r, — 
— U,Xg= u,(xX,— Xs), d.h. g inzidiert mit e,,. Da aber auch j,, mit ¢,, in- 
zidiert, inzidiert auch h mit e,,, d. h. die Bedingung 3 aus § 5 ist erfillt, und 
es ist {g, x} ~ {h, 8}. Hiermit ist unser Satz vollstaindig bewiesen. 


Mit N bezeichnen wir jetzt eine fest gewahlte Normierung aus der Klasse 
der Normierungen, die nach Satz 3 dem zur Konstruktion benutzten Aquator- 
system A zugeordnet sind. Durch N wird dann jeder Zone Z genau ein K6rper- 
element a (das Skalarprodukt eines Elementepaares aus Z) zugeordnet. Alle 
K6érperelemente a+ 0, die bei der Zuordnung erfaBt werden, teile ich in zwei 
Klassen >< 0, indem ich a> 0 setze, wenn f(Z) = + 1, und a< 0, wenn 
#(Z) = — 1. Die nicht erfaBten Kérperelemente + 0 mégen beliebig auf die 
beiden Klassen verteilt sein. Wie man jetzt leicht einsieht, l4Bt sich unsere 
konstruierte Ordnungsfunktion mittels dieser Zweiteilung und der Nor- 
mierung N erzeugen. 


Auch jede erzeugbare Ordnungsfunktion l4Bt sich in der angegebenen 
Weise konstruieren. Denn sei umgekehrt f(x) eine Ordnungsfunktion, die 
aus einer festen Normierung N und einer festen Zweiteilung erzeugt ist. Nach § 3 
entspricht der Normierung N eindeutig ein Aquatorsystem A. Aus § 4 wissen 
wir, daB sich jedes Aquatorsystem konstruieren liBt, somit auch A. Nach 
Satz 3 stimmt die Zoneneinteilung der Elementepaare {g, x} auf Grund des 
Aquivalenzbegriffes beziiglich A mit der, die durch die Normierung N hervor- 
gerufen wird (siehe § 1), iberein. Durch die Normierung N wird jeder Zone Z 
ein Kérperelement a zugeordnet. Setze ich nun noch f (Z) = + 1, wenna > 0, 
und f (Z) = — 1, wenn a < 0, so erkennen wir hieraus, daB unsere Ordnungs- 
funktion A(«) gemai®B der am Anfang dieses Paragraphen angegebenen 
Vorschrift geometrisch konstruiert ist. 

Zasammenfassend kénnen wir feststellen: 

Satz 7: Hine Ordnungsfunktion ist dann und nur dann erzeugbar, wenn es 
ein Aquatorsystem A von der Beschaffenheit gibt, daB der Wert der Ordnungs- 
funktion jeweils fiir alle Elementepaare, die untereinander dquivalent beziiglich A 
sind, der gleiche ist. 


5) Die Existenz eines derartigen Punktes ergibt sich aus der Tatsache, daB j,;, nicht 
mit der Geraden [«, /] inzidiert. 
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$7. Ordnungsfunktion und Aquatorsystem. 


In § 3 ist gezeigt worden, daB zu jeder erzeugbaren Ordnungsfunktion ein 
Aquatorsystem gehért. Der Zusammenhang zwischen dem Aquatorsystem 
und der erzeugbaren Ordnungsfunktion driickte sich durch zwei Eigenschaften 
aus: 

1. Fiir jede Hyperebene k, die mit dem Aquatorpunkt &,, eines Punktepaares 
a, B inzidiert, gilt die Gleichung k (a) = k (8) und fiir jeden Punkt y, der mit 
der Aquatorhyperebene j, , eines Hyperebenenpaares g, h inzidiert, die Gleichung 
g(y) =A(y). (Vgl. Bed. 3, § 5). 

2. Der Wert der Ordnungsfunktion ist fiir alle Elementepaare {g, «}, die einer 
Zone angehoren, der gleiche. 


Es fragt sich jetzt, ob eine erzeugbare Ordnungsfunktion bereits gekenn- 
zeichnet ist, wenn man ihr ein Aquatorsystem so zuordnen kann, da8 nur die 
erste Kigenschaft erfillt ist. An Hand eines Beispieles werden wir sehen, daB 
diese Frage zu verneinen ist. Vielmehr stellen die Ordnungsfunktionen, die 
durch ein derartiges Aquatorsystem gekennzeichnet sind, eine Verallgemeine- 
rung der erzeugbaren Ordnungsfunktionen dar. Um dies einzusehen, leiten 
wir eine weitere Eigenschaft des Aquatorsystems her. 


Das Aquatorsystem gestattet nimlich, noch eine weitere Klasseneinteilung 
der nicht inzidenten Elementepaare {g, a} vorzunehmen. Hierzu definieren 
wir: Zwei Elementepaare {g,«} und {h, a} bzw. {g, a} und {g, 6} heiBen 
Strecke, wenn « mit der Aquatorhyperebene j,, bzw. wenn g mit dem Aquator- 
punkt ¢,, inzidiert. Die Menge aller Elementepaare {g, «}, die sich durch 
einen Streckenzug mit einem festen Elementepaar {g,, «,} verbinden lassen, 
wird Land genannt. 


Man erkennt sofort, daB alle Elementepaare eines Landes untereinander 
aiquivalent im Sinne von § 5 (Bed. 3) beziiglich des gegebenen Aquatorsystems 
sind. 

Jetzt erkennt man sofort: Alle Ordnungsfunktionen, die mit einem festen 
Aquatorsystem A nur durch die Eigenschaft 1 verbunden sind, erhilt man 
dadurch, daB man jedem Land L willkirlich einen der Werte f (L) = + 1 oder 

- 1 zuordnet und sodann h (a) = 0 setzt, wenn A und « inzidieren, sonst 
jedoch h (a) = f (LZ), wenn L > {h, a} gilt. Ist nun das Aquatorsystem A von 
der Beschaffenheit, daB wenigstens eine der zugehérigen Zonen Z aus mehreren 
Liindern besteht, so sind nicht alle der gewonnenen Ordnungsfunktionen mit 
Hilfe des Aquatorsystems A erzeugbar. 


Ein Beispiel eines derartigen Aquatorsystems laBt sich bereits in der ebenen 
Geometrie, die den Primkérper der Charakteristik 5 zum Koordinatenbereich 
hat, angeben und ist in der nachfolgenden Tabelle ausgefiihrt. Das Aquator- 
system wird dabei durch eine seiner zugehérigen Normierungen (Satz 3) aus- 
gedriickt. Im oberen Eingang der Tabelle stehen die normierten Punkt- 
vektoren und im linken Eingang die normierten Geradenvektoren. In der 
i-ten Zeile und k-ten Spalte der Tabelle steht der Wert (= Koérperelement) 
des Skalarproduktes aus dem i-ten Geraden- und k-ten Punktvektor. 
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In unserer Tabelle besteht die Zone Z,, deren Elementepaare mit dem 
K6rperelement 1 belegt sind, aus drei Landern. Das erste Land setzt sich 
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aus den drei Elementepaaren {h,, «,}, {,, «,} und {h,, «,} zusammen, das zweite 
besteht nur aus dem Elementepaar {h,, «,} allein, waihrend das dritte aus 
allen tibrigen Elementepaaren, die mit 1 belegt sind, gebildet wird. Die 
Zonen Z, und Z, bestehen jeweils nur aus einem Land. Die Zone Z, setzt sich 
dagegen wiederum aus drei Landern, und zwar erstens aus {h,, «;}, zweitens 
aus {hs, «,} und drittens aus allen iibrigen Elementepaaren von Z, zusammen. 
Dieses Aquatorsystem definiert also vier Zonen und acht Lander. 


§ 8. Ordnungsfunktionen mit Hyperebenenrelation. 


Bekanntlich lassen sich alle Ordnungsfunktionen mit Hyperebenenrelation‘), 
die nicht der Einheitsklasse angehéren, aus einer geeigneten Zweiteilung, sogar 
Halbordnung, mittels passender Normierung gewinnen. Jeder dieser Ord- 
nungsfunktionen muB sich also auch ein Aquatorsystem so zuordnen lassen, 
daB die Eigenschaften 1. und 2. aus §7 erfiillt sind. Die Existenz eines der- 
artigen Aquatorsystems laBt sich auch ohne das soeben zitierte Resultat direkt 
aus der Hyperebenenrelation herleiten, wie jetzt noch gezeigt werden soll. 
Zu dem Zweck beweisen wir erstens: Zwei Punkte haben unter den genannten 
Voraussetzungen mindestens einen Aquatorpunkt, oder anders gewendet: 
Gibt es zwei Punkte, die keinen Aquatorpunkt besitzen, so gehért die Ordnungs- 
funktion der Einheitsklasse an. 

Dabei verstehen wir hier unter Aquatorpunkt des Punktepaares « + f 
jeden Punkt e,, der Geraden [«, #], fiir den gilt: Jede mit ¢,, inzidierende 
Hyperebene befriedigt die Gleichung h(a) = h (8). Gleicherweise sind hier 
dual die Aquatorhyperebenen zu erkliren. 

Besitzen nimlich die Punkte a, 6 keinen Aquatorpunkt, so folgt aus der 
Hyperebenenrelation, daB fiir jede Hyperebene A mit A (a) +0, h(8)+0 
stets h (a) h (B) = — 1 oder h (a) = — h(f) gilt. Hieraus ersehen wir: Fiir die 
Punkte «, # und alle nicht mit « oder f inzidierenden Hyperebenen g, h hat 
das Trennsymbol (g,h\«, B] = g(a) g(B) h(a) h(B) den Wert + 1. Das Trenn- 
symbol ist aber gegeniiber Perspektivitéten invariant, so daB es in der Tat 
fiir alle Punkte- und Hyperebenenpaare, die nicht inzidieren, den Wert 

1 hat. Dadurch aber sind gerade die Ordnungsfunktionen der Einheits- 
klasse gekennzeichnet’). — Auf die gleiche Weise erkennen wir, daB auch 
zwei Hyperebenen mindestens eine Aquatorhyperebene besitzen. 


Jetzt sieht man weiter, daB sich gewisse dieser Aquatorpunkte und Aquator- 
hyperebenen zu einem Aquatorsystem A zusammenfassen lassen. Man be- 
dient sich dabei zweckmaBigerweise der Konstruktionsschritte von § 4. 
Schritt 1. sei durchgefiihrt wie dort. 

Die Schritte 2. und 3. sind jetzt so auszufiihren: Jedem Punktepaar « + 8 
bzw. Hyperebenenpaar g + h wird beliebig einer der vorhandenen Aquator- 
punkte ¢,, bzw. eine der vorhandenen Aquatorhyperebenen j,, zugeordnet. 
Die Konstruktionsschritte 4. bis 6. verlaufen sodann zwangsliufig. Dabei ist 


*) Siehe a. a. O., FuBnote *), S. 417 ff. und S, 440. 
7) Vgl. a. a. O., FuBnote *), S. 436, 
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nur noch zu zeigen, daB der in 4. bestimmte Punkt e,, Aquatorpunkt in dem 
Sinne ist, daB fiir alle mit ihm inzidierenden Hyperebenen h die Gleichung 
h(B)=h(y) gilt. Hierzu nehmen wir eine mit ¢,,, ¢,,, &3,, nicht aber mit 
a, 8, y inzidierende Hyperebene g. Fiir diese gilt: g(«) g(8) = + 1 und g(a) 
g(y)=+ 1. Maultipliziere ich diese beiden Beziehungen, so erhalte ich: 
9(B)g(y)= +1. Wegen der Giiltigkeit der Hyperebenenrelation ist der 
Schnittpunkt e,, der Hyperebene g mit der Verbindungsgeraden [f, y] ein 
Aquatorpunkt von f, y im angegebenen Sinne. — Beim dualen Schritt ergibt 
sich der Beweis entsprechend. 

Das Aquatorsystem A ist auf diese Weise so konstruiert worden, dab 
Eigenschaft 1. von selbst erfiillt ist. Da8 auch Eigenschaft 2. richtig ist, 
ergibt sich sofort aus der Hyperebenenrelation. Denn befinden sich g +h 
a+ £ in Viereckslage (siehe §5, Bed. 2. u. Fig. 3), so lege man durch die 
Gerade, die durch die Schnittpunkte von [«, 6], g und [f, 4], A sowie den 
Punkt ¢,, geht, eine Aquatorhyperebene k, die aber nicht mit «, f inzidiert. 
Aus der Hyperebenenrelation und der Tatsache, daB 6 mit j,, und k mit e,, 
inzidieren, folgen die Beziehungen: 


g(a) g(d) k(x) pod = | g(6) h(d) = 1 
h(B)h(d) k(B) &(4)= 1 k(a) k(B)= 1, 


die g(a) = h(B) nach sich ziehen. Sind {g, «} und {h, 8} gemaéB Bedingung 3. 
aiquivalent, so gilt stets g(«)=A(f8), da dann {g, «} und {h, 8} einem Lande 
angehéren. Damit sind wir am Ziel. 

Betrachtet man schlieBlich noch die Konstruktionsvorschriften fiir die 
Ordnungsfunktionen der Einheitsklasse*), so erkennt man sofort, daB hier 
zwei Punkte (Hyperebenen) entweder gar keinen Aquatorpunkt (Aquator- 
hyperebene) haben oder die Verbindungsgerade (das durch die Hyperebene 
bestimmte Biischel) aus lauter Aquatorpunkten (Aquatorhyperebenen) dieser 
beiden Punkte (Hyperebenen) besteht. Ein Aquatorsystem haben hier nur 
die beiden trivialen Ordnungsfunktionen, fiir die h(«)=+1 und h(a)=— 
fiir alle nicht inzidenten Paare ist. 


*) Die Ordnungsfunktionen der Einheitsklasse [s. a. a. O., FuBnote *), 8. 438] erhalt 
man durch Belegung der Punkte und Hyperebenen mit + 1 oder —1 ({a}—+1, {h} 
=+1) und durch die Festsetzung A (x) = {h} - {a} fiir jedes nicht inzidente Paar {h, «}. 


(Eingegangen am 14. Juni 1953.) 


Macintyre, A. J. and R. WiLtson 
Math. Annalen, Bd. 127, 8S. 243—250 (1954). 


Operational Methods and the Coefficients 
of Certain Power Series. 


by 
A.J. MacInTYyRE in Aberdeen and R. Wiison in Swansea. 


1. In this note operational methods are used to derive a group of asymptotic 
expansions from those of the Bessel functions and of the generalised Bessel 
functions discussed by Wricut!). Formal calculations only are given as the 
operations used include the inversion of repeated summations some referring 
to convergence and some to asymptotic series. The justification for this process 
is not immediate and this may be regarded as the reason for the length of pre- 
vious derivations of the expansions; but our methods of taking the Bessel 
and generalised Bessel functions as a groundwork from which others are de- 
duced seems to make for system and brevity in the subject, and to raise 
general questions not without interest. 

The particular expansions in which we are interested are those of c, when 


20 


(i) 3c, 2" = exp [y/(l — z)], (ii) Dc, 2" = exp P[1/(l — z)], 
0 


0 
where P (z) is a polynomial, and these are dealt with by application of the 
Laplace transformation. 
We later make use of the fractional integration and differentiation, due to 
RIEMANN and LIOUVILLE, to consider the corresponding expansions of ¢,, in 


(iii) p C, 2" = (1 — z)~* exp [y/(1 — z)] 
and - 
(iv) Sc, 2" = [log (1 — z)}’ (1 — z)~* exp [y/(1 — z)], 
0 


where the « and # are real and positive. 
In all these cases full use is made of the known asymptotic expansions of 
the Bessel function and of the generalised Bessel function due to WRIGHT?). 
2. We find it convenient to begin by first considering a more general 
situation. If 


, 


(1) y (z) = C, 2 = G[ij(l — 2)], 


Me 


where G (z) is an integral function of mean type and finite order 9, then apart 
from cy the coefficients c, can be interpolated by a unique integral function 


2) (9), [10], (11). 
*) [9], [10], [11]. 
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F (z) of mean type and of order o/(o + 1). If we now set 


oo 


F(z)=S'a,2"n!, f(z) - 
0 


g 


’ 


a 


a. z n—1 
n~ > 


et 


then y (e-*) and f (z) differ by a function regular at the origin*). Further 
f (=) is an integral function of mean type and order o, and the types of 
any two of F (z), f (z~*), @ (z) are determined by that of the third‘). These 
results depend on the relation 


(2) y(e-*) = f(z) + g(z), 


where g (z) is regular for |z| << 22, f(z) being the principal part of the 
Laurent expansion of yp (e~*) in powers of z. 

Although this gives a theoretical determination of F (z) in terms of wp (e~*) 
the deduction of the asymptotic behaviour of F (z) via the function f (z) is 
not easy. One might say that in the separation of the singularities at 0, 
+ 22% the element f(z) has been too far removed from y (e~*). There is, 
however, another method of separating singularities. We may replace (2) 
by the relation) 


(3) y (e*) = f, (2) 91 (2), 


where z~'/,(z~") is an integral function and g,(z) is regular for |z| << 22. We 
shall suppose that g, (0) = 1, so that 


0° 


(4) y(e*) =A) (l+ 2D wn2"), 
1 


00 


where 5’ u,,2" is regular for |z|< 22. Inserting the expansion (4) in the 
I 


relation 


. 1 x oye 
FP) =a; ve *ye**dl 


we evidently have 
(5) F (z) = F(z) +S pn FY (2), 
1 


where F’, (z) is the inverse transform of f, (z). 

Now /,(z) will, like G (z), be of mean type, order 9, and F,(z) will be of 
order o/(o + 1) which is less than unity. Except in the neighbourhood of the 
zeros of F',(z), we have the relation, as |z| tends to infinity, 


Fi(2)/F, (2) = 0 [\z|-*/@* 9}. 
This follows from the general theory of integral functions*) and when F, (z) 
has an asymptotic behaviour of the form 
log F, (z) ~ A ze/@+) 
*) (3), § 1. 
*) [4], $3. 


*) (6). 
*) [5], Theorems 3, 9, 10. 
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valid in an angle, we can say more precisely that, as z tends to infinity in the 
same angle 


Fi (z) ~ F, (z) A o(e + Irt az Ne+D, 


The same relations will hold between successive terms of the series (5). On 
the supposition that the remainder of the series (5) is of the same order of 
magnitude as the first neglected term we could therefore deduce the asymptotic 
behaviour of F (z) from that of F(z). We should have 


(6) F (z) = F,(z) (1 + 0 (2~*/@+)), 
Similarly on taking the sum of the first m + 1 terms of (5) we should expect 
m—1 
(7) F(z) =F, (2) + Sy, F® (2) + 0 [Fy(z) 2-7 ™/@ +) 


and in the simpler cases this will yield an asymptotic expansion of the form 
m—1 
F(z) =F,(z)(1+ 3 By z~Pl e+) + O(z-m/e+ Dy], 
1 

A well known elaboration, arising for instance with Bessel functions along 
the real axis, is when an asymptotic expansion has two components of equal 
significance in one special direction. If F,(z) = o,(z) + g,(z) is such an 
expansion we may expect for F (z) the result 


m—1 / m—1 


F(z) = ule) (1 +> Bs te ») n va(2)(1 +S OC, z-bletyy 4 
I rl 


+ O (|p, (2)] a-™/C*D + yg (e)] zm! +D), 
3. Polar singularities. When the function G (z) in (1) is a polynomial the 


dissection into the sum, as in (2), is quite elementary and leads, of course, 
to an exact value for the coefficients c,,. Let 


m m oo 
y(z) = D A, (1 — z)-*, ple*) = J Bz" 4 > &*, 
a 0 i 0 
giving nf 


F(z) => B,2*-1/(n — 1)! 
I 


Since B,,= A,, this gives, of course, the asymptotic relation 


Aya®—* 
c, = F(n) = im — 1)! 


which would arise from (6) with 9 = 0 and /,(z) = A,,z-™. 


+ O (n™-2), 


4. Exponential singularities, e”!O—* . 


With G (z) in (1) taken as e”* we have 


oo oo 
y(z) = Se, 2" = 0 + SF (n) 2% = eV/A—-9, 
0 1 


and the dissection of (3) in the form 


y (e-*) = exp [y/(1 — e-*)] = 





1 
exp (y g-* + 2 r)| 9, (Z), 


/( 

where co 
g, (z) = exp|y D ( — 1)*-2 B, 2*-1/(2 n)!), 

1 
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with the B, as Bernouilli numbers, immediately suggests itself. In this case 


(83) Fy(2)= 357 Pexp(yt-*s ; y)etdt mel” Sanynet)(nt(n + 1)! 
2; 2 : 


(9) =~ ie (y/2)' A (21 VOa 1-2 (viz) (2 Va) 1. 

Ambiguity in the expressions (9) is avoided by the convention that they 
are interpreted as the series (8) or by insisting on the same branches of y 
and z! being taken throughout. The asymptotic expansion of the Bessel 
function applied to the series (7) gives a similar expansion for F (z). 

Restricting z to be a positive integer n and considering first the case when 
jarg y|<2 so that |arg V(yn)| < 2/2 the asymptotic expansion of J,(z) valid 
in the upper half-plane, namely, 


tz 


J, (2) = ——— [1 + 0 (1j2)] 
y (2 x4z) 
gives for c, = F (n) the expansion 
tet? Tn) a 
(10) ¢, = el") [1 + 0 (1/Vn) }. 
2 ya nii4 
When y is negative, we may take arg |/(y ») = — 2/2 and then need the 


form of the asymptotic expansion of J,(z) valid on the positive real axis, 


namely, 
2 \t 
J,(z) = (=) 


This gives for c, the expansion 





holy; \ 
rye , 1 -4 
Cn - isin (2|y|# nt — 47) + O(n ')]. 


Vanii4 


yy 


5. Exponential singularities, exp P [1/(1 — z)]. On taking 
G (z)=exp P(z), P(z) =a, 2+ ay_—,2"-1+°°*+a, 
the method so far used suggests the dissection 
l =. 2 » 
exp{ P ( =) } = exp (X5,0-"In (0), 
\ \l—e-*/J 0 
where 
l m 
P(- =r) =F 50-7 + 000), 
l—e” 0 
so that g,(¢) is regular for |¢| < 2 a and g,(0) = 1. 
m 
The transform theory of /,(¢) = exp [)) 6,¢-"] is no longer classical as 
0 


in the last paragraph’) but may be found formally by another process of 
factorisation equivalent to successive applications of the operation of BorEL 


7) See [8] where further references are given. 


Operational Methods and the Coefficients of Certain Power Series. 
composition’). The function F,(z) will be defined by the integral 


1 " 
F (z) oni G ef exp 


¥o,¢-"|az 
0 





n 
bd x x My pls m 
— er SF cue. ST by' by"... Dig df 
Ini = — tn! ! +2 eer 
22% y a=0 n= 0 ™i!mg!...0,,! pt in, mn, 
" My 2Ms rm ‘ hawk ak 
(11) » ve 65" be°...b. gh t2ns mn,,—1 
— — ' ! ' 9 Ls ee ob 
awe hy, = 0 ming!...m,! I'(nm+2n,+ +mn,,) 
n 
20 o> a. 
- igh y 1 “2 “ei 
—s _ ' ! ' 
n, =0 hm —1 = 0 > Mgi..- %,, _1! 
gis + Ste +(m@—Dm—1 om, ny + 2m, +++ + (m—1)n,_ 1356, 2"), 


where @ (a, 8; z) is WRIGHT’s generalised Bessel function’). 

The asymptotic expansion of F(z) now arises from that of g (a, 8; z) 
by the same process of interchanging the order of summation in a convergent 
and an asymptotic series as was discussed in § 2. The interest of this operation 
in the present connection arises because when it is performed the resulting 
summation can be expressed in elementary terms. Taking z to be positive 
and |arg b,,| << 2 in the first instance, the leading term in the asymptotic 
expansion for p (m,n, + 2 n, (m — 1) n,,-13; 5» 2™) is®) 


(mb amy ~% —2m,— + >> —(m— 1) Hy, _ 1) | (+ 1) 
y{2a(m-+ 1)} - 
1 


exp{™+! (m bin zm)™ +1 } {1 1 0(z-™ (m + D)}. 


When this expansion (omitting the error term) is substituted in (11) we 


obtain 
. 1 — 
m+ 1 )™ +1} (mb, 2) 28+ 


b. 
_— (m b,, = 


z—1e¢ 


ex 
yi2a(m+ 1)} P| 


> % "m—1 
ee he es | z ‘pes + (m—1)%yq— 1) | Om +1) 
a=e cy go Mm !m!...m,, 4! mb, 


/ 1 le m+2 
((ntain = 2(m + 1) 


22(m + 1) 
- 1 ; 2 . - 
exp {by n (3 -)** n (3-)** n +++ bm (a5) "**| 
so that 
1_\1 m+2 on » «= i 
(mb»,)™+ 1 2 ~ 2(m+ 1) Sb, ( n abi { ; =+t)) 
&n [ {ode +1) - exp| 3 *\ mbm 1 + O(n 


*) [1], Ck. VIET, § 4. 
*) [9], [10], Th. 2. 
Mathematische Annalen. 127. 17 
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which is, in fact, the leading term in the asymptotic expansion of HAUSLER?®) 
and WricutT"’). 

When 6,, is negative Wright’s asymptotic expansion of the generalised 
Bessel function involves two components of equal importance!”) and we are 
led to an expansion which is the sum of a pair formally similar to (12) but 
in which arg (z/m b,,)"/"* is taken as 2/(m + 1) and — 2/(m + 1) respectively. 
We reach in fact the result 





1 1 m+2 
— aie ‘ m ¥ ivx ] 
‘ _{ mia fs 2(m +1) Rab x 1 Sb, ( n m+1, m+1| 
mn \22(m +1) | 2(m+1) ° 4 ”\ mibn 


expla +1) +26 (oh yaa eet 4 o(nm*")) 


1 


+1] . 
% in each case comes from (6). 


where the term ol, 
6. Combined algebraic and exponential singularities, (1 — z)~* exp [y/(1 —z)]. 
The operation of differentiation k-times with respect to y applied to the 

function exp [y/(1 — z)] yields the function (1 — z)-* exp [y/(1 — z)] and when 

applied to the asymptotic expansion (10) gives another asymptotic expansion 

of the same kind, the leading term being multiplied by the factor (n/y)** 

Similarly we may apply the operation of integration, or more generally the 

RIEMANN-LIOUVILLE integration of fractional order. Integration of order « 


in this sense applied to exp i x ; Bives 


“— 
Fay | O—2) (y — u)*—!du 
a, : 
(y—0)/(1—2) yz -1 7» _ ave 
Fiay | ¢ v dv=(l1—z)*e 
0 


When the same operation is applied to the factor of (10) dependent on y, 


namely 





} ly»iti 9 y 
yk eb 7+ 210m 


we obtain in place of this factor the result 


1 


j 1 
. gu 2V (mu)/., _ a—1 
F(a) | et*ute (y — u) du 


— oc 


oo 
J y! et v+2V On) 1 e4e(1 ee + ,2) (ny—nv) —2) (ny) v*-1dv. 
I’ (a) J Y 


19) [2], 117 with I= k= 0. 
12) [11] in which P (z) may be the sum of non-integral powers. 


12) [10], 258, Th. 1. 
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That is to say we have multiplied by the factor 


1 , 1 
F(a) [ ex “ [Viniy) +9 
which is easily seen to have an asymptotic expansion for large n of the form 
1)-« | =~ = 
\Vinin) + =} +0) = ayy 4 0@ 4}. 


On combining these operations, we see that the asymptotic expansion 
for the coefficients c,, in 





v0+0 (v*)} (1 ~ =}! v*-ldv 


SE cq 2 = (1 — 2)-* exp [y/(1 — 2)] 
0 


can be deduced from (10) and that so far as the leading term is concerned the 
change amounts to multiplication by the factor 


(14) (n/y)*!. 


An alternative to the RiemMann-LIoOUVILLE operator adequate for the 
present application may be noted. For a regular function the Caucuy integral 
! (f)dZ 
(Pp) ee fe a 
MO) F5% p (C{—z)p +1 
may be generalised for a fractional value of p. We have only to break the 
contour at a prescribed point and determine the branch of (¢ — z)?. 


7. Combined algebraic, logarithmic and exponential singularities, 


{log(;==)}" a - 2)-* exp(+”) 


The operation of differentiation k-times with respect to « applied to the 
function (1 — z)~* exp [y/(1 — z)] yields the function 


[— log (1 — z)}* (1 — z)~* exp [y/(1 — z)]. 


When applied to the asymptotic expansion of the last paragraph it gives 
a similar expansion. The change in the leading term amounts to multiplication 
by the factor (3 logn)* obtained by differentiating the factor (14), that is, 
(n/y)*"'*, and neglecting factors of the form 1 + 0(l/logn). From a purely 
formal point of view the application of differentiation of fractional order 
follows the lines of the last paragraph almost unchanged, for we may write 


(1 — z)~* = exp [— a log (1 — z)] 
and the differentiation of fractional order # with respect to « simply multi- 
plies by the factor 
(15) [-- log (1 — z)}*, 


for —- log (1 — z) replaces the ‘constant’ (1 — z)-* in (13). 

Similarly the factor (n/y)** can be written as exp [1 « (log m — log y)] 
and differentiation of fractional order 8 with respect to « simply- multiplies 
by [4 log (n/y)]’. 

17* 
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From the point of view of justification of the process, however, the position 
is quite different. The justification for the developments of § 6 would follow 
immediately, provided a certain ‘uniformity’ were established in the basic 
asymptotic expansions. Here, however, the factor (15) is not regular at the 
origin if 6 is not an integer. The integral corresponding to (13) will not con- 
verge at — oo for |z|<1 since RI. [— log (1 — z)] is not positive. Convergence 
of the integral in (13) for |z|<1 is, however, evident since RI. [(1 — z)~"] 
= RL [(1—z)/|1— 2|*] and is positive for |z| <1. The result suggested does, 
however, agree, apart from factors 1 + 0 (l1/log 2) with the expansion given 
by Wricut’*) for the function 


jt s ( \ _. ak” 6 acm ? 
|; log i =)| (1 — z) exp ( i =}. 
13) [11], 307. 
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Verbiegbarkeit konvexer Kalotten. 
Von 
Epvuarp Ress in Berlin. 


Von W.Siss stammt die folgende Fragestellung: Kann eine konvexe 
Kalotte, deren Rand Lichtgrenzkurve ist, so verbogen werden, daB der Rand 
Lichtgrenzkurve bleibt? Fiir Parallelbeleuchtung und infinitesimale Ver- 
biegbarkeit habe ich die Frage beantwortet [1]. Die Kalotte ist bei dieser 
Nebenbedingung starr. Das entsprechende Ergebnis fiir endliche Verbiegbar- 
keit hat dann K. P. GRoTEMEYER [2] erzielt. Ich will nun die Starrheit bei 
Zentralbeleuchtung beweisen?). 

1. Ich nehme an, es sei eine Eifliche gegeben, die vom Nullpunkt des 
Koordinatensystems aus beleuchtet wird, und der Nullpunkt liege auBerhalb 
der Flaiche. Wir denken uns diese lings der Lichtgrenzkurve aufgeschnitten 
und untersuchen die Verbiegbarkeit einer der beiden Kalotten, in welche die 
Flache zerfallt, gleichviel welche. xr sei der Ortsvektor der Kalotte, & ihr Nor- 
malenvektor. Am Rande mu8 
(1) (r-&) = 0 
sein. Nun soll der Rand Lichtgrenzkurve bei der infinitesimalen Verbiegung 

r>r+ts 


bleiben. Ohne Einschriinkung der Allgemeinheit kann ich fordern, da8 auch 
nach der Verbiegung die Spitze des Randlichtkegels im Nullpunkt liegt. Ge- 
gebenenfalls betrachtet man statt der vorgelegten Verbiegung eine solche, 
die sich von ihr um eine geeignete infinitesimale Verschiebung unterscheidet. 
Man bezeichne mit » den Drehvektor der Verbiegung. Der Normalen- 
vektor € von xr geht in 
E+ t(y x €) 


iiber. Unsere Aufgabe kann also so formuliert werden, daB am Rande die in ¢ 
linearen Glieder von 


(x + 4) (E+ t(y x &)) 
verschwinden sollen, d. h. es mu8 am Rande 
(4+ xyp))&=0 
sein. Der Vektor 
(2) t=3—(p x 2) 
heiBt der Verschiebungsvektor der infinitesimalen Verbiegung. Indem wir ihn 


1) Ein ganz andersartiger Beweis wird im Arch. d. Math. erscheinen. 
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benutzen, erhalten wir die Randbedingung in der Form 
(3) (r £)=0. 


Um die Unméglichkeit einer Verbiegung der genannten Art nachzuweisen, 
soll die Flache betrachtet werden, die den Ortsvektor r hat. R. Sauer hat sie 
als VerschiebungsriB bezeichnet. (r) und (r) seien die Randkegel der Flachen 
r und r, gebildet aus den Ortsvektoren der Randpunkte. Man iibertragt noch 
die Normalenvektoren € von (r) in den Nullpunkt. Dadurch erhalt man den 
,,Normalenkegel“ (€). Er ist wegen (1) und (3) polarreziprok in der absoluten 
Polaritét unseres Biindels sowohl zu (r) als zu (r). Demnach fallen die Rand- 
kegel (x) und (tr) zusammen, natiirlich diese Kegel in ganzer Ausdehnung, 
nicht die durch r und r bestimmten Abschnitte. 

2. Die Bedingung dafiir, daB x + ¢ 4 eine infinitesimale Verbiegung von r 
sein soll, lautet 
(4) dxy-d,=0. 

Der Drehvektor py ist durch die Gleichung 

(5) d3=y xX dr 

definiert, und daraus laBt sich bekanntlich folgern: 

(6) Y= ar,+ Pr, d= yryt or, c+d=0. 


Die Bestimmung von a, f, y fiihrt auf das Gleichungssystem 


(7) Ly—-2Ma-—N6=0, 
aia jl) j1 2) 22 
= ee — Yu=1 1% 24, f%- {fh 
11 (12 22 
t+ Be=lo}r—2{9}@ 2 | B. 


Nun ergibt sich aus (2) wegen (5) 


dr = (x x dy), 


d. i. 

(9) tr=Irxy,, te=F XD, 

und daher mit Benutzung von (6) 

(10) t, X te= (d.d,) r= (a d— Py) (r&) VEG-— Fx. 


Also hat der Normalenvektor von r iiberail, wo er nicht verschwindet, die Rich- 
tung des Ortsvektors von x im zugehérigen Flachenpunkt. Singulare Stellen 
auf r treten erstens da auf, wo « 6 — 8 y = 0 ist. Solche Stellen liegen aber 
nach Coun-VossEn isoliert. AuBerdem sind wegen (r - &) = 0 alle Randpunkte 
des Verschiebungsrisses singulire Punkte. In einer geniigend kleinen Um- 
gebung eines Punktes mit «6 — £ y = 0, sowie in einem geniigend kleinen 
an ein Randbogenstiick unserer Flaiche anschlieBenden Teil des Fliaichen- 
innern weichen aber alle Normalen und Tangentialebenen beliebig wenig von- 
einander ab. In beiden Arten singulirer Punkte existiert daher eine Grenz- 
lage der Tangentialebene, unabhaingig von der Art der Annaherung gegen 
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den singularen Punkt, die ich auch Tangentialebene nennen will, und fiir die 
Randpunkte von r fallen deren Normalen mit den Randvektoren von r bzw. r 
zusammen. Der durch die Tangentialebenen des Randes von t bestimmte Rand- 
streifen muB dann aber sphirisch sein, da die Ebenen die Erzeugenden des 
Kegels senkrecht schneiden. Sie kénnten insbesondere alle durch den Null- 
punkt gehen. Es ist also die Frage, ob man durch einen solchen geschlossenen 
spharischen Streifen eine Flaiche legen kann, die Verschiebungsri8 einer kon- 
vexen Kalotte ist. 


3. Der VerschiebungsriB einer konvexen Kalotte hat in reguliiren Punkten 


negative Kriimmung. Der Normaleneinheitsvektor ist gleich r . Daraus und 
x 


mit Hilfe der Formeln (9) und (6) kann man daher die FundamentalgréBen 
2. Ordnung bestimmen. Man findet 


| pes) VEG—F* a (ss) VEG—F* y(n) VEG — 
ye ; Vr . ve 
Andererseits ist nach (10) 
(t,, x ty)? = (ad — By)? (x &)? x2 (EG — F*). 
Die Kriimmung ist also wegen 6 = — « einfach 
(2d — By)? (*)*, 


und bei positiv gekriimmter Ausgangsflaiche x ist « 6 — B y< 0, solange es 
sich um regulire Punkte handelt. 


Danach kann die Fliche t jedenfalls nicht iiberall im Innern denselben Ab- 
stand vom Nullpunkt haben wie am Rande, also mit einer Kugelkalotte identisch 
sein. Es mii®ten Punkte gréBerer, also auch solche gréBter Entfernung vom 
Nullpunkt existieren. Das kénnen zwar wegen der negativen Kriimmung 
keine reguliren Punkte sein; das Verhalten in singuliren Punkten aber muB 
noch untersucht werden, Ich behaupte, daB awch in singuliren Punkten keine 
maximale Entfernung bestehen kann. 


4. Wir nehmen im Widerspruch zur Behauptung an, daB doch ein Punkt 
der genannten Art vorkime. Fiir ihn miissen Ortsvektor tr und Normalen- 
vektor x zusammenfallen, die beiden zusammengehérigen Punkte von ¢ und r 
miiBten auf derselben Geraden durch den Nullpunkt liegen. Diese nehme ich 
als z-Achse und nenne die Koordinaten von x jetzt 2, y,z. Die z-Achse ist 
gewiB nicht Tangente der Kalotte. Ich nehme fiir eine gewisse Umgebung 
von x = y = 0 die Flache ¢ in der Form an 


r= (x, y, z (x, y)). 


Dann kommt meine Behauptung darauf hinaus, daB die dritte Komponente @ 
von t fir z= y=0 kein Extremum hat. Die dritte Komponente von 4 
nenne ich ¢, die beiden ersten von » werden dann ¢, und — ¢, in Uberein- 
stimmung mit (5), und fiir 9 erhalt man aus (2) 


(11) e=C-—2xl.—yly. 
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Den Gleichungen (6) entnimmt man noch die Werte 


y=C,,,4=C,,,8 i ee 
Ferner mégen, wie iiblich, die zweiten Ableitungen von z (x, y) mit r, 8, ¢ be- 
zeichnet werden. Dann liefern die Gleichungen (7) und (8) iibereinstimmend 
die iibrigens bekannte Gleichung 


9 r 9ef P : 
(12) Tlyy— 28ley ttl. =90. 


Man denke sich nun € nach z, y entwickelt und betrachte die Glieder nied- 
rigster Ordnung dieser Entwicklung mit n = 2. Substitution in (12) zeigt, 
daB die von diesen Gliedern gebildete Form wegen rt — s* >0 indefinit sein 
muB. Nach (11) stimmen aber wegen des Euterschen Satzes itiber homogene 
Funktionen die fraglichen Entwicklungsglieder von € und 09 bis auf einen un- 
wesentlichen konstanten Faktor iiberein. Lineare Glieder treten in der Ent- 
wicklung von o nicht auf. Also kann o fiir x = y = 0 kein Extremum haben. 
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A Formalisation of the 2-Valued Propositional Calculus 
with Self-dual Primitives. 
By 
ALAN Rose in Nottingham. 


CuurcH has shown!) that the conditioned disjunction function [X, Y, Z} 
with the same truth-tabie as (X & Y) v(Z& Y) together with the logical 
constants ¢t and f form a complete set of independent connectives for the 
2-valued propositional calculus and that these connectives are self-dual, the 
dual of a formula being obtained by writing it backwards and interchanging 
the letters t and f. He defined negation by 

A =ae (f,%, t] 
and pointed out?) that the above rule for obtaining the dual of a formula still 
holds if this abbreviation is made. He has suggested to me that it might be 
of interest to formalise his system in such a way that the duality principle 
can be proved by obtaining the negation of the dual of each axiom as an 
axiom or an early theorem and the dual of each primitive rule of procedure 
as a primitive rule or an early derived rule. 

We shall use the axiom 

Alt 

and the rules 

R1 If % then [2, t,B] 

R2 If A then [%, f, W] 

R3 If MU is a theorem and [[3, €, 9], €, [B,F,D]] is a part of W and the 
result of replacing [[B, €,9], €,(B,F,D]] by [B, [C, €,F], 9] in A is G 
then © is a theorem. 

R4 If Dis a propositional function of degree n and ® (X,, Xo, .. ., X_-3, 4), 
® (X,, Xo, ..., Xn-1, f) are theorems then @ (X,, X,,..., X,) is a theorem 
(n ao 

(f, f, t], the negation of the dual of A 1, is obtained by applying R2 to Al. 
R3 and R4 are self-dual. We shall obtain the duals Rl D, R2 D of Rl, R2 
respectively. We first consider R3 when the part of 2 considered is 2 itself 
and take f, t as instances of G, D respectively. Thus we obtain 

R5 If (€, €, F] then [€, €, F}. 

We now prove 

R1 D If & then [&, f, A]. 

Applying R2 to % we deduce [B, f,A]. Applying R5 we then deduce 
[B, 7, A]. 

R2D If & then [, t, B). 

1) CuurcH, ALonzo: Portugal. Math. 7, 87 (1948). 

*) Counc, ALonzo: Portugal. Math. 7, 87 (1948). 
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Applying R1 to M we deduce [%, ¢,B]. Applying R5 we then deduce 
(2, t, BS}. 

Thus we have proved the following. 

Duality principle: Jf 2 is a theorem and B is obtained from A by writing i 
backwards and interchanging the letters t and { then B is a theorem. 

We now prove the 





Main Theorem: The formalisation is weakly complete. 

Lemma: If 8, €,9 contain no propositional variables and either (i) B 
is provable and © takes the truth-value T or (ii) D is provable and € takes the 
truth-value F, then (8, €,D] is provable. 

Let the number of (not necessarily distinct) logical constants occurring 
in € be N. We shall prove the lemma by strong induction on N. If N = 1 
then € is ¢t or f. If € is t we deduce [%, t,D] from G and R1 and if € is f we 
deduce [%, /,D] from D and R2. 

We now assume the lemma for 1, 2, . . ., N and prove it for N + 1. Then € 
will be of the form [€,%,G] where none of the formulae €,%,G contain 
more than N logical constants. We have four cases to consider. 

Case I. G is provable and § and [€,%,G] both take the truth-value 7. 

In this case € must take the truth-value 7’. By our induction hypothesis 
we can deduce [G, €,D] from G. Again applying our induction hypothesis 
we deduce [[G, €,9], F, [B,G,D]]. Applying R3 we then deduce [B, €, 9]. 

Case II. G is provable, § takes the truth-value F and [€,%,G] takes 
the truth-value 7’. 

In this case G must take the truth-value 7’. It follows from our induction 
hypothesis that we can deduce (G, G,D] fromB. Again applying our induction 
hypothesis we deduce [[G, €, 9], F, [B,G,D]]. Applying R3 we then deduce 
[(B, €, 9}. 

Case III. 9 is provable, § takes the truth-value 7' and [€, F, G] takes the 
truth-value F. 

In this case € must take the truth-value F. It follows from our induction 
hypothesis that we can deduce [G, €,D] from D. We then deduce [G, €, 9] 
as in Case I. 

Case IV. ® is provable and § and [€, F,G] both take the truth-value F. 

In this case G must take the truth-value F. It follows from our induction 
hypothesis that we can deduce [G,G,D] from D. We then deduce [G, €, 9D] 
as in Case IT. 

Hence the lemma is proved. 

Proof of the Main theorem. Let U be an identically true formula of the 
system. In view of R4 it is sufficient to consider the case where 2% contains 
no propositional variables. Let the number of (not necessarily distinct) lo- 
gical constants occurring in 21 be m. We shall prove the theorem by strong 
induction on m. If m = 1 then A is Al. 

We now assume the theorem for 1, 2, . . ., m and prove it form + 1. Then % 
is of the from [%, €,9] where none of the formulae G, €,D contain more 
than m logical constants. If € takes the truth-value 7 then S must take the 
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truth-value 7 also. It follows from our induction hypothesis that B is prov- 
able. It then follows from the first part the lemma % is provable. If € takes 
the truth-value F then 9 must take the truth-value 7’. It follows from our 
induction hypothesis that D is provable. It then follows from the second part 
of the lemma that 2% is provable. Hence the theorem is proved. 

We shall now prove the independence of the rules. We first define the 
middle symbol of the formula [21,%, €] as follows: 

(i) If G is a propositional variable or a logical constant then the middle 
symbol of [21,G, €] is. 

(ii) If D is the middle symbol of B then 9 is the middle symbol of 
(A,B, €]. 

Thus the middle symbol of [[X, Y, Z], [f, t, t], Z| is t. We first prove the 

Lemma: If the formula © is obtained by applying R3 once to the formula A 
then A and G have the same middle symbol. 

Let the part of 2 considered be [[G, €,9], €, [(B,F,9D]]. It follows from 
the definition that the middle symbol of 2 will be unchanged if a part of % 
is replaced by the middle symbol of that part. Hence it is sufficient to show 
that [[G, €,9], €, [B,F,D]] and [%, [C, €,F],D] have the same middle 
symbol. But both these formulae have the same middle symbol as €. Hence 
the lemma is proved. 

In order to prove the independence of R1 we shall show that every for- 
mula which can be deduced from Al by means of R2—4 has f as its middle 
symbol. Suppose that Q is deduced from Al by means of k applications of 
these rules. We shall prove the result by strong induction on k. 

If k = 1 then the rule used must be R2. Hence % must be a formula of 
the form [%, f, t], having f as its middle symbol. We now assume the lemma 
for 1, 2,..., & and prove it for k + 1. If the last stage in the deduction of 2 
is the application of R2 to a formula G then 2% must be of the form [G€, f,3], 
having f as its middle symbol. If the last stage is the application of R3 to a 
formula % then, by our induction hypothesis, the middle symbol of @ is f. 
Hence, by the lemma, f is the middle symbol of 2. If the last stage in the 
deduction of 2 is the application of R4 to formulae G, € then, by our induction 
hypothesis, f is the middle symbol of both G and €. Hence f is the middle 
symbol of 2%. Thus our result is proved. It follows that we cannot deduce the 
tautology [t, t,t] and the independence of R1 is proved. The proof of the 
independence of R2 is similar. 

From Al, Rl, R2, R4 it is clear that we can deduce only formulae of 
the form [21,%, €] where S is a propositional variable or a logical constant. 
Thus we cannot deduce the tautology [t, [t, ¢, t], #] and the independence of 
R3 is proved. 

It follows from the lemma that from Al and R1—3 we cannot deduce 
any formula whose middle symbol is a propositional variable. Thus we cannot 
deduce the tautology [X, X, X] and the independence of R4 is proved. 


(Eingegangen am 21. Mai 1953.) 
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Uber die Existenz einer Flache konstanter 
mittlerer Kriimmung bei vorgegebener Berandung. 
Von 
ERHARD HeErvz in Gottingen. 


Problemstellung. 


Das PLateausche Problem, d. h. die Frage nach der Existenz einer Minimal- 
fliche, die von einer gegebenen Raumkurve berandet wird, ist in der Literatur 
vielfach behandelt worden und wurde durch die Arbeiten von J. Doucias und 
T. Rapv6 vollstaindig gelést'). Eine Vereinfachung und eine Weiterfiihrung 
der Resultate ist von R. Courant gegeben worden. Im folgenden soll die 
entsprechende Aufgabe in ihrer einfachsten Form fiir Flichen konstanter 
mittlerer Kriimmung H in Angriff genommen werden. Setzt man fiir den 
Augenblick voraus, die Fliche sei iiber einem Kreis z?+ y?< R?* der x-y- 
Ebene in der Form z = z(z, y) darstellbar, so geniigt die Funktion z(z, y) 
der Differentialgleichung 


(l+q@)r—2pqsi+(li+ p)t=2H(1+ p?+ @). 


Mit dem Randwertproblem dieser Gleichung hat sich zuerst S. BERNSTEIN [1] 
beschaftigt und gewisse hinreichende Bedingungen fiir die Lésbarkeit ange- 
geben. Aus diesem restringierten Problem ergibt sich wie bei Minimalflichen 
(H = 0) der Ubergang zu dem entsprechenden Problem in Parameterform 
folgendermaBen: 


Fiihrt man durch die Transformation 7’: ja— at, 9} 


ly= y(u, ») 
neue unabhangige Variable wu, v so ein, daB der Einheitskreis u?+ v? < 1 durch T 
topologisch auf den Kreis x2?+y?< R? abgebildet wird, fiir u?+ v?< 1 die 
Gleichung ds*= dz? + dy*+ dz*= 4 (du? + dv?), (A> 0) besteht und 2, y,— 
— 2 Y, > 9 ausfallt, so erhilt man fiir die Koordinatenfunktionen 2 (u, v), 
y (u,v) und z=z(x(u, v), y(u, v)) das folgende System partieller Differential- 
gleichungen 


uu + 2oy= 2H (Yy zy — Yo Zu) 
Yuut You= 2H (2, 2%) — 2% 2%,) 7; oder Ax = 2 H(z, xz7,). 
Zuut Zyy= 2H (2y Yy— TeYu) 
Wir kénnen also unser Existenzproblem , fiir Flachen konstanter mittlerer 


Kriimmung folgendermaBen formulieren: 
Gegeben sei eine Jordankurve /™* im dreidimensionalen euklidischen Raum. 


1) Vgl. T. Ravé [6). 
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Man bestimme einen Vektor 
r= x(u,v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) 
mit folgenden Eigenschaften : 
(1) r= x(u,v) ist zweimal stetig differenzierbar und geniigt der Glei- 
chung A x = 2 H(z, x1x,) fiir wu? + v?< 1. 
(2) In u? + v? < 1 gelten die Gleichungen 
rz = x2 und x, 7r,= 0. 


(3) r= x(u,v) ist stetig fiir uw?+ v?< 1 und bildet den Einheitskreis 
u®+ v?= 1 topologisch auf J"* ab. 

Offenbar darf man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, 
daB J’* in der Einheitskugel 2?+ y?+ z*< 1 enthalten ist. Wie einfache Bei- 
spiele zeigen, hat dann das Problem , fiir kleine Werte von |H| im allgemeinen 
zwei Lésungen, und es ist plausibel, daB es unlésbar ist, sobald |H| einen ge- 
wissen kritischen Wert iibersteigt. Das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit 
(Satz 7) besteht nun darin, daB das Problem $, fiir |H|< H,= ;Vi7- 1) 
stets lésbar ist, falls J°* als rektifizierbar vorausgesetzt wird und im Inneren 
der Einheitskugel liegt. 

Die Beweisidee, die in dieser Arbeit verwendet wird, besteht darin, die 
oben formulierte Aufgabe J, ahnlich wie beim PLaTEauschen Problem auf 
ein entsprechendes Variationsproblem $, zuriickzufiihren. Das hierbei zu- 
grunde gelegte Funktional lautet: 


Etr=- | [ 


w+vi<l 





i S, i ~ 
a+ yet at ae+ y+ 


4H 


3 © (Yu 2 Tt Yo 2) v Y (2, Ty — % Ly) + 2 (x, Yo — ty Yu)| dudv. 





Der Definitionsbereich 9* von EH [x] besteht aus der Menge aller Vektor- 
funktionen r = x (u, v) mit folgenden Eigenschaften: 

(1) x = x (u, v) ist in u?+ v?< 1 zweimal stetig differenzierbar. 

(2) r=x (u,v) ist fir w?+ v?< 1 stetig und erfiillt die Ungleichung 
|x (u, v)| S1. 

(3) r= x (u,v) stellt eine stetige, monotone Abbildung des Einheits- 
kreises u?+ v?= 1 auf J* dar und fihrt drei vorgegebene Punkte A, B, C 
des Einheitskreises in drei vorgegebene Punkte A*, B*, C* von J* iiber. 

Fir H = 0 geht EZ [x] in das Drricutetsche Integral D [xr] tiber, welches 
bei der Behandlung des PLarzauschen Problems zugrunde gelegt wird. Das 
Funktional H# [xr] unterscheidet sich jedoch fir H+0O von D[r] in zwei 
wesentlichen Punkten: 


ll 


(1) Die Funktionen rx (u, v), die zum Definitionsbereich 9* von EZ [rx] ge- 
héren, sind der Ungleichung |r (wu, v)| < 1 unterworfen. Diese Einschrankung 
erweist sich als notwendig, da sonst offenbar H#[r] keine endliche untere 
Grenze besitzen wiirde. 








260 


Eruarp Herz: 


(2) # [x] hangt nicht mehr quadratisch von seinem Argument fr ab. 
Fiir |H|< ; ist der Integrand von E [rx] eine positiv-definite quadratische 


Form in den Variabeln z,, ..., z,, und HZ [x] hat einen wohldefinierten Sinn. 
Es wird in der vorliegenden Arbeit gezeigt, daB das Variationsproblem 


B.: Min £ [r] 
reD* 


fir |H|< H, = ; (V7 - 1) stets lésbar ist und die Extremumsfunktion 
r*=r*(u, v) eine Lésung von J, darstellt. Was die inB, geforderte Eigenschaft 
(2) betrifft, so kann diese direkt aus einem Satz von T. Rap6 gefolgert werden, 
welcher in der Theorie der Minimalfiichen eine fundamentale Rolle spielt. 

Um das Variationsproblem J, in Angriff zu nehmen, werden zuniichst 
in §1 und §2 a-priori-Abschitzungen fiir die Lésungen der Differential- 
gleichung A xr = 2H (x, xx,) gewonnen und daraus Kompaktheitsaussagen 
hergeleitet. Eines dieser Resultate sei herausgegriffen (Satz 2): 

Es sei r = x (u, v) eine Folge zweimal stetig differenzierbarer Funktionen, 
welche fiir u® + v*< 1 der Gleichung A r = 2 H (x™ x x), (|H| < 4/2) geniigen, 
in u* + v?< 1 stetig sind und die Randwerte f,,(g) = r(cos o, sin p) besitzen. 
Wenn dann die Funktionen f,(g) in 0< p< 22a gleichmaBig gegen eine 
stetige Funktion Ff (@) konvergieren und fiir u?+ v?< 1 und alle n = 1,2,... 
die Ungleichung |r (uw, v)| < 1 erfillt ist, so gibt es eine Teilfolge {r® (uw, v)} 
von Funktionen, welche nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung 
gleichmaBig in jeder abgeschlossenen Kreisscheibe u?+ v?< R?< 1 gegen eine 
in u* + v?< 1 stetige Grenzfunktion r= x (u, v) konvergieren, die das Randwert- 
problem 


B,: dr =2H(x,xrz,), 4 (cos¢—, sin gp) = F(¢) 


lést. Die Anwendung der Leray-Scuauperschen Theorie der Funktional- 
gleichungen in Banach-Raumen ergibt dann (Satz 4) fiir |H| < H, die Existenz 
einer Lésung xr = x (u, v) fiir die Randwertaufgabe {, unter der bloBen Vor- 
aussetzung der Stetigkeit von F (~). Es sei bemerkt, daB sich die Resultate von 
§ 1 bis § 3 auf eine allgemeinere Klasse von Systemen elliptischer Gleichungen 
iibertragen lassen. 

In § 4 wird das Variationsproblem J,: Min Z [x] untersucht. Dabei unter- 

reD 

scheidet sich der Definitionsbereich DS von D* insofern, als jetzt die Rand- 


werte I (qg) = xr (cos gy, sin m) vorgegebene stetige Funktionen von @ sind, 
die der Ungleichung |r(g)| < 1 geniigen. Mit Hilfe der in §1 und §2 ge- 
wonnenen Resultate wird gezeigt (Satz 5): Wenn fiir ein ¢ aus D das 


. . =. . “ , 
Funktional E[r] < co ausfallt und |H| < 9 gilt, dann gibt es héchstens eine 


Lésung r* = r*(u,v) der Randwertaufgabe D,, die zu D gehdrt, und es 
besteht die Ungleichung Z [r*]< E[r]. Diese Ergebnisse liefern dann in Ver- 
bindung mit einem Satz von R. Courant in §5 die Lésung des Problems 
D, fiir |H| < H, und damit den Beweis von Satz 7. 
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Hinsichtlich der in der vorliegenden Arbeit gewonnenen Resultate sei 
noch folgendes bemerkt: 

(1) Wahrend die in § 1 hergeleiteten a-priori-Abschitzungen fiir die Ab- 
leitungen der Lésungen von A x = 2 H(rx,,x x,) im Inneren von u? + v?< 1 
fiir |H| <1 giiltig sind, werden die entsprechenden Abschitzungen fiir den 


a i . , ‘ , : 
Rand (Satz 3) nur fir |H|< H, 3 \V 17 — 1) bewiesen. Dies bedingt eine 
Einschrankung des Existenzsatzes fiir das Randwertproblem %, auf den 
kleineren Parameterbereich |H| < H,. Die Erweiterung der in Satz 3 ge- 


wonnenen a-priori-Abschitzungen auf das Intervall |H| <-> wiirde die 


Giltigkeit der Existenzsitze (Satz 4 und Satz 7) fiir |H| <-> nach sich ziehen. 


(2) Der Beweis von Satz 4 ist infolge der Verwendung topologischer Hilfs- 
mittel unkonstruktiv. Es erhebt sich daher die Frage, ob die Lésung des 


Randwertproblems J, auch durch einen iterativen ProzeB gewonnen werden 
kann. 


(3) Es wird in Satz 7 nur die Existenz einer Lésung r*(u, v) bewiesen, 
fiir die |x*(u,v)| <1 gilt. Die Frage nach der Existenz anderer Lésungen 
bleibt offen. 


Auf diese Fragen und solche, die das Randwertproblem der Gleichung 


(L+q)r—2pqs+(1+ p)t=2H(1 + p+ g@) 


betreffen, hoffe ich bei anderer Gelegenheit zuriickzukommen. 


§ 1 Untersuchung der Lisungen von Ar = 2H (r,xt,) 
im Innern eines Gebietes D. 

Im folgenden bezeichnen wir mit u,v bzw. «, 8 reelle Parameter, die in 
einem Gebiet D der u-v- bzw. a-f-Ebene variieren. Es seien ferner ¢ (wu, v) 

(x (u,v), y(u, v), z(u, v)), o(u, v) = (% (u, v), ¥ (u, v), Z(u, v))... Vektoren 
eines dreidimensionalen euklidischen Raumes, deren cartesische Koordinaten 
eindeutige Funktionen von u,v sind. Gewdhnliche Funktionen werden mit 
f (u, v), g (u,v), ... bezeichnet. Mit den iiblichen Abkiirzungen schreiben wir 
ry= 22+ y y + 22 fiir das innere Produkt, rx» = (y2— ¥z, 2% —Z 2, 
2 y— xy) fir das auBere Produkt zweier Vektoren ¢ und » und |r| = y x? 
fiir den absoluten Betrag eines Vektors. Wir bedienen uns der folgenden 

Definition 1. 

Es sei H eine reelle Zahl und My die Menge aller Funktionen x = x (u, v) 
mit folgenden Eigenschaften : 

(1) x (u, v) ist in D zweimal stetig differenzierbar und erfiillt die Gleichung 
ir =2H (rx fz). 

(2) Fiir (u, v) € D gilt |x (wu, v)| <1. 

Unser Ziel ist, unter gewissen Voraussetzungen hinsichtlich H Kompakt- 
heitsaussagen iiber M, zu gewinnen. Wir stiitzen uns dabei auf den 

Hilfssatz 1. 
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Voraussetzungen : 
(1) Die Funktionen x‘"”(u, v) seien in einem Gebiet D der u-v-Ebene zweimal 
stetig differenzierbar und erfiillen die Gleichungen 


ai”) a e™ 2 2) ¢ a™ : 
| xe” = f ee n 3 a™ rm”. uv 
d i i ou p* ees au ; av p+ 4, av ; 1 p+ +ey tn : 7 ¥ 
/ 
ae eee, ee Pg me eee 


wobei die Funktionen f, fiir alle reellen Werte ihrer Argumente einmal stetig 
differenzierbar sind. 

(2) In jedem endlichen, abgeschlossenen Teilbereich B von D sei 
2 am” 


— Cg; . < Cz, 
cou cv 


2 ah) 
\al” (u, v)| < Cz, te 
wobei Cp eine nur von B abhingige positive Konstante bedeutet. 
Behauptung: 
Es gibt in D zweimal stetig differenzierbare Funktionen x;(u,v), die das 
Cleichungssystem 


1 x; f,( 
befriedigen, und eine Folge positiver ganzer Zahlen {m,} mit m,+0co, k>oo, 
so daB die Relationen 


Oxy, ern CX, O2n A 9 
Sn ed te Poors Be siees es OO) C= ),3,... 70) 
cu cu cv cv 


(mz) F 
E (mp) Z On; cz 
lim 2; *’ (u,v) = 2,(u,v), lim —; und 
k—> co k-+ oo a 
ax\"*t) aon 
lim — =-- (¢=1,2,...,n) 
Raced ov ov 


gleichméBig in jedem endlichen abgeschlossenen Teilbereich B von D erfiillt sind. 

Der auf geliufigen potentialtheoretischen SchluBweisen beruhende Beweis 
kann hier iibergangen werden”). Die Untersuchung der Kompaktheit von My, 
ist hiermit zuriickgefiihrt auf die Abschitzung der ersten Ableitungen von 
r(u, v). 

Hiljfssatz 2. 

Es sei x(u, v) aus My und |H| <1. Ferner sei (ug, v9) in D, und d bedeute 
die Entfernung des Punktes (ug, v,) vom Rande. Dann gilt fiir 0.<o<d die 
Abschétzung 

(x2 + 12)dudvs —E ' a 
(u — t,)*+(v— 0,)*S 0" log 
Beweis. 
Aus der Identitat 


A(x?) = 2(x2+ x2) +22Ar 
folgt fiir x (u, v) € My die Ungleichung 
A(x*) > 2(xi + x5) — 4|A| |x| [tu [rel 
= 2(1 — |Al) (x5 + 53). 
*) Vel. Anhang, Satz 1 und Satz 2. 
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Fiir 0<d,<d erhalt man also, wenn r = [(u — u,)?+ (v— v9)? ]? gesetzt wird, 


1—|z| / d, 
- | | vhs log} dude 
rad, 


l ma d 1 4 
$3: JJ A (x*) log — dudv-3- | Xr? (ug + d, cos p, v9 + d, sin gy) d @ 
rsd, 0 


— x7 (uy,%) <1. 


Daraus entnimmt man fiir 9 < d, die Ungleichung 


d, f{ 4 d 
log | / (t+ x3)dudvs IJ log — (x3 + x8) dudv 
rse rse 
4 
Sjc wm: 
Fiir d, d folgt die Behauptung. 
Wir gehen jetzt zur punktweisen Abschitzung der ersten Ableitungen r,,, 
rt, iber und beweisen 
Hilfssatz 3. 
Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 2 gilt 
, ®(H’ _ ®(H’ - j , 
(Fallen, SS, (tlm e, SS fiir |H| SH’ <1, 
v= 9, v=, 
wobei ® (H’) eine nur von H’ abhiingige positive Zahl bedeutet. 
Beweis*). 
Es sei wieder 0 < d,< d. Dann ist die Funktion 
9 2. 1 
fw, v) = (ra + 13)* (dy [(u — wg)? + (v ~ 09)**) 
fiir (u — u»)?+ (v — v9)? < dj stetig und besitzt ein Maximum M, das in einem 


: ° , 2 
inneren Punkt (u,, v,) der Kreisscheibe (u — u»)* + (v — v9)? < dj angenommen 
wird. Zur Abkiirzung setzen wir 


R = d, — [(u, — up)? + (v, — v9)?}? und r = [(u — u)? + (v— v2}! : 


Dann gelten fiir 0< #< 1 und jede in D zweimal stetig differenzierbare 
Funktion r = x (u, v) die Identitaten 


; 1 l 1 I 
[Kade ts ~ “a R92 [[rdude t on [ [4 e- wa) (gage —pe) dude 


v 


rs Re rs Re 
1 § l 1 1 
[Tolu-u, = a Rp? [ [ tedudvs on [ [4 -(- (gage — jx) dude. 
tl rs ko rsRo ’ 


Daraus erhalt man die Ungleichung 
1 
[(x% + By lew Ss 
v= 9 
, 1 3 } 1 a l 
~ “er | [ [ot + t)auae? + oh J [ \4zl-, dude. 
a RO ‘<= ko r= Ro 
*) Zu dem folgenden Beweis vgl. man E. Horr [4], 8. 212—213. 
Mathematische Annalen. 127. 18 
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Fiir x(u,v)€ My und |A| < H’ <1 ergibt sich mit Beriicksichtigung von 
Hilfssatz 2 die Abschitzung 





— I a fr.; dudv 
[ (te I>) Ie tu, 1 1li v Ox / | (xz T x): r . 
v= 0% (l—|H 20 - [log i ” paciiie 
Daraus, sowie aus der Definition der GréBe M, folgt 
M l M* 
: + RO-=. ‘ 
BR” (l- HY RO -llog : th aids 
B 
oder 
l d . 
M: —— ia + We M?. 
(i nye: ine . 
eo 
Wir unterscheiden nun zwei Fille, je nachdem M > , oder M < > , 
(1 — H’)s (1—H’ys 
ausfallt. Im ersten Fall gibt es genau eine positive Zahl # <e-', so daB 
1} ] j . l ' 
BD jlog = | ;-~ wird. Wegen nN &M* wird 
(1 H’)* M (1 H 9-liog 5 |* 
J 


dann auf Grund der obigen Abschatzungen 


M 
M<? me() Pi 5) ; 
(1—H’)s 


yi a=ey) 


log F 





also 
1}! l l 
log |! 7 1 4 
| be ~~} (1 ar} 
oder 


1 ‘ 
(1+ (ie=1y*) 


e 1—H <P <e-}. 


Fiir M ergibt sich in beiden Fallen die Abschitzung 





1 \4 

j1+ a ea |} 

l l are 
M i: -e 1 = @(H'); 
(1 — H’)* # jlog 3° (1—H’)4 
also ist 
2 2\4 } (Uo, Uo) Y M E ®(H’) 
[(Xu t Ir) le ue d, ® d, d, . 


v=, 


Daraus folgt fiir d,+d die Behauptung. 
Eine unmittelbare Folge von Hilfssatz 1 und Hilfssatz 3 ist 
Saiz 1. 
Es sei {x (u,v)} eire Funktionenfolge aus My und |H|\| <1. Dann gibt es 
eine Teilfolge {x°"® (u, v)} und eine Funktion x = x (u, v) aus My derart, daB die 


Existenz einer Flache konstanter mittlerer Kriimmung bei vorgegebener Berandung. 265 


Relationen 
lim x" (u,v) = x (u,v), lim x (u,v) = x, (u, v) 


kx k-—> co 
und lim r"® (u,v) = x, (u, v) 


k— co 


gleichméBig in jedem endlichen abgeschlossenen Teilbereich von PD erfiillt sind. 


§ 2 Untersuchung der Lésungen von A xr = 2H (r,, x r,) 
am Rande des Einheitskreises. 


Fiir die spiteren Uberlegungen ist es wesentlich, iiber das Verhalten der 
Lésungen von A x = 2 H (x, x x,) am Rande des Einheitskreises quantitative 
Aussagen zu machen. Um diese iibersichtlich zu formulieren, stellen wir 
folgende Definition auf. 

Definition 2. 

Es sei My die Menge aller Funktionen x = x (u,v) mit folgenden Eigen- 
schaften. 

(1) x (u,v) ist fiir u?+ v?< 1 zweimal stetig differenzierbar, und es gilt 
ix = 2H (zr, xf,)- 

(2) x (u, w) ist stetig fiir u® + v? < 1, und es besteht die Ungleichung |x (u,v)| < 1. 

Es wird sich herausstellen, da sich die Funktionen aus My am Rande 
des Einheitskreises im wesentlichen genau so verhalten wie die harmonischen 
Funktionen. Wir setzen zur Abkiirzung 


ta 1 R 
- . < . p y - & 
u+tv, Co= Unt itv re’. ( tas lo 
- 0 0 0 ™r (S, So) dn 18 Rit— 
und 
R?t—r 


K “ 1 
R(P: So) “On R*—2Rrcos(¢ —#)+r?° 


Mit diesen Bezeichnungen gilt 
Hilfssatz 4. 


Es sei x(u,v) aus My, ferner r= Col < RS 1 und |H| <1. Dann gilt 
die Ungleichung 


SS @nE, Co) (8 + 32) dudv: 


csR 


l > ‘ - 
2(1—\H | Kr (9, Co) x*(R cos YP; R sin y) dg — J* (U9, Uo)}. 
2( ) |a 
Der Beweis verliuft analog wie der Beweis von Hilfssatz 2 und kann iiber- 
gangen werden. Der folgende Hilfssatz liefert eine Abschitzung fiir die An- 


niherung einer Funktion aus My an ihre Randwerte und stellt in einem ge- 
wissen Sinne eine Verscharfung von Hilfssatz 4 dar. 


Hilfssatz 5. 


, — ] 
Es sei x(u, v) aus My und |\H| < 5 . Setzt man dann 


x (cos y, sin g) = ¥(¢), OSps2z, 
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80 bestehen die Ungleichungen 


(A) Sf GAC, Co) (3 + 28) dudv < 
‘ flea 
l 2x 


S 3am |) J A650) F (ph dy —F (0)? + 2 f Ki(p, Co) E(y) dy — FB) 


und 
. H 22 
(B) |x (r cos 8, r sin 8) — F(0)| <-3q —oHy | £ Kil So) F(p)? d p — ¥ (6)? 
0 
D as ae 2x 
i—2 i &s 


(p, Co) F (gp) d p —¥F(8)|. 
Beweis. Fir r = |f,| < R < 1 gilt | 
{ Knl9, %) ¥(R cos p, Rsin p)d p—xX(uU,%)| =| ff Gp(0,06,) Ardudv 
0 ti< 
S JL Gnlbs 6014 t\dudos|H| [f nll, Ca) (5 (3 + 13) dudv. 


= 


Daraus folgt nach Hilfssatz 4 die Abschaitzung 


> 


Sf Gall, So) (x? + 22) dudv= 
sR 


2x 


l , 4 P 
21 — m|/ Kp, Co) x?(R cos —, R sin gp) d p — x? (up, v»)| 
d 


, 2x , ; . 
saan | / Kp (@, Co) x? (R cos yp, R sin gp) d » — 
0 


f Kr (9, Co) ¥ (R cos —, R sin ¢) d o| 
0 , 


+2 |f Kp(, Co) r(R eos —, Rain g) d p—x(tuo,t | 
0 


} | 
9 


. 1 
2(1—(\A)) [x R(@, Co) r?(R cos q, R sin y)d — 
’ i) 
~ f Kr(@, Co) ¥ (R cos p, R sin ~) d ol 
‘Oo 





H r ae , 
1—|H | | Gp(C, Co) (x2 + 22) dudv. 
tisk 
Fir |H| < ; und 0 < R,< R ergibt sich also 
ff Gr (C, Co) (rR + r2) dudv< ff 
se e. tisk 


Gp (Cl, Co) (x2 + 22) dudv 
“om | Kp(¢, Co) x2 (R cos ~, R sin y) d ¢ 
2x 
—[/ Kr (9, So) (BR cos —, R sin y) dg} 
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22 
1 life , i 
= 20 —2m) UJ Kp (9, Co) 2 (R cos —, R sin p) d p — F (0)*| 


+ 2/f Kp (, Co) x (R cos ¢, Rsin y) d p — F (0)|}. 
0 


La8t man bei festem R, die GréBe R gegen 1 konvergieren und dann R, 
gegen 1 streben, so folgt der erste Teil der Behauptung. Ferner wird 


22 ' 
r(r cos #, rsin #) — (8) |<| f Kp(—, Co) x (R cos py, Rain ¢) d p — xr (ug, v%) 
b’ ' 


22 
+|f Kr, C) x (R cos y, R sin y) d y — F (#)| 
0 
S|A\ ff Gp (Cl, So) (ti + 28) du dv 
(isk 


W 


ax 
| 
ri 


— —, tw 


Kr (¢, Co)  (R cos gp, Rsin —) d p — F (8). 
Aus dem vorher Bewiesenen folgt also 


x (r cos #, r sin #) — F (#) 


2(1—2\H) | Kn (9, Co) x* (R cos p, R sin y) d y — F(0)?| 
H 

1 H - | 

- T3H | [ Kn(p. a) ¥ (R cos p, Resin g) dg — ¥ (0). 
0 


La8t man R gegen | konvergieren, so ergibt sich die zweite Behauptung des 
Hilfssatzes. 
Der folgende Satz zeigt, daB jede Teilmenge von My kompakt ist, sofern 
dies fiir die Randwerte der Funktionen aus dieser Teilmenge der Fall ist. 
Satz 2. 


Es sei |H|\< : und {x (u, v)} eine Tolge von Funktionen aus My, deren 
Randwerte 7, (9) = r™ (cos g, sin y) gleichmifig in 0< pS2a gegen eine 
stetige Funktion ¥(q) konvergieren. Dann lapt sich eine Teilfolge {xl"*) (uw, v)} 
herausgreifen, so daB die folgenden Aussagen gelten. 

(1) Es ist lim x"*) (u, v) = x (u, v), 

k-> 0 


lim y("®) _ rt, und lim y("#) :. 


v 
k— k— co 


gleichmipig in jeder abgeschlossenen Kreisscheibe u* + v? < R* <1. 
(2) Die Funktion x (u,v) gehdrt zu Mr, und es ist x (cos g, sin y) = ¥(¢). 
Beweis. 
Nach Satz 1 und Voraussetzung gibt es eine Teilfolge {n,} mit ,—> 0 fiir 


k+oco und eine Funktion r(u,v) aus My, so daB die Funktionen En, (9) 


= y\") (cos —, sin pm) gleichmaBig in 0 S<g~ 2a gegen ¥(¢) konvergieren und 
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die Aussagen (1) gelten. Es bleibt also zu zeigen, dab die Funktion x (w, v) 
in u?+ v?< 1 stetig ist und die Randwerte f(g) annimmt. Nach Hilfssatz 5 
besteht fiir jedes k und 0<r< 1 die Ungleichung 


9 


2 Oe oat Ls H area ot Cal 
ir’ ®) (r cos 8, r sin ?) En, (V)| : 2(1—2\H)) | K, (9, So) Fn,(P)° dg - Fn (0) 
0 
ey <e - 
oer t | Ky (9, Co) En, (p) dy — Fn (0) - 


0 

LaBt man darin bei festem r und # die Folge {n,} gegen oo streben, so ergibt sich 
H ie a. nie ia = (ye 

2a —2 mp | J Arle, Co) E(p)? d p — F (8)? 


i—|q; * 5 - 
r—2ia, { Kile, So) F(p) dy — FO) 
) 


Ix (r cos 8, r sin #) — F(d)| : 


| 
Daraus, sowie aus einer fundamentalen Eigenschaft des Potssonschen Inte- 
grals, folgt, daB man zu jedem ¢ > 0 ein r,< 1 finden kann, so daB die Un- 
gleichung 

r(rcos#,rsin #) — F(#)| Se 
fir np r<1 und OS @<&¢ 272 erfillt ist. Damit ist Satz 2 in allen Teilen 
bewiesen. 

Wir gehen jetzt dazu iiber, fiir die Lésungen der Gleichung Ar = 2H (r,, x r,) 
unter geeigneten Voraussetzungen hinsichtlich der Randwerte von r = x (u, v) 
solche a-priori-Abschiatzungen fiir die Funktion r(u, v) und ihre Ableitungen 
I,,, ZT» anzugeben, weiche gleichmaBig in u? + v?< | erfiillt sind. 

Es gilt 

Satz 3. 

Voraussetzungen: 

(1) Die Funktion r = x (u, v) set fiir u® + v?< 1 zweimal stetig differenzierbar 
und erfiille die Gleichung A x = 2 H (rx, f,). 

(2) x (u, v) set stetig in u? + v*® < 1, und es sei 

Xr (cos g, sin m) = X¥(¢). 

(3) Die Funktion ¥ (q) sei fiir — «© < p< «© zweimal stetig differenzierbar, 
und es gelte |x (q)| < 1. 

(4) Es sei B,= Max |r(u,v)| <2 

ub+ersl 
und 
B, = Obere Grenze (x2 + yy)? <a, 
utter 


Behauptung: 
Fiir |H| <= H’< H,= - \V 17 — 1)gelten die Ungleichungen 
B,=1 und B, s Bf, 
wobei BT eine nur von H’ und der Funktion ¥ (q) abhdngige positive Konstante 
bezeichnet. 


Existenz einer Flache konstanter mittlerer Kriimmung bei vorgegebener Berandung. 269 


Beweis. 
I, Aus der Identitat 
A (x*) = 2(x,+ 22)+2r4r 
folgt 
A (x?) >2(1— H,B,) (ri + VSO 
fiir w?+ v?< 1. Darausergibt sich |r(u,v)| = Max |f()| <1 fiiruw® + v <1, 
Oses2n 

und somit auch B, <= 1. Die Funktion r (u, v) gehart also zu My. 

II. Offenbar kénnen wir B,>0O voraussetzen. Wegen B,< gibt es zu 
jedem e > 0 einen Punkt ¢, = u)+ ¢ v9 mit |¢,| < 1 derart, daB (x2 + #3) one. 


v% 
- B,— e gilt. Aus den beiden Gleichungen 


2x 
I (Uo, %) = f Ky(p, Go) F(g)dp—-2H Jf GS, So) (Ou <ft,)dudv 
0 


und 
({ é _. o * C— oo ¢—¢, 2 Co C—C, |? 
22\5 rts ) @, (¢, £0) - a () > sa (l- x 
8 Uy 8 C— Co a 1— |C. . 
folgt dann 
22 





(— i sy) F (ws 0), 


ue ’ (sr + ize] / Ky(p, )F(g) dg}, 
, ; ras [ | (1 : ra ‘) (te <x,)dudv 


H : { c Px ( C—lq 7 
$5 = ] - 1—f,t ) (tux tp) dude. 
t\<1 
Mit Benutzung der fiir 0< <1 giiltigen Ungleichung 1 — é<log1/é erhalt 
man daraus die Abschitzung 


22 





‘ ° fa i f ‘. _— 
B—e S[(%+ Hk S|ga ti gy) | Kile DE(p) dg), 
6 ‘ 
sie | f « > 9 
1—!2, !* J | G, (0, Co) (KE + 45) du dv 
t\<1 
H re P dudv 2\H ey 
* Qn [| (Tu t x3) ° ec T d . | | G,(f, Sg) (x2 rj x2) dudv. 
t<1 B<1 
t—t,/ sd t—t, 2d 


Nach Hilfssatz 4 (mit R = 1) und a 5, Behauptung (A) folgt 


B,-es|(Z, 4) [ K, (, £) F( pag), + 
H\- \f, r . pea 
+ (1 —2|) |G) (x $0) F(p)? dy — FO), 
\'¥ 


. a . H 
+2 / Ki(9, Co) Fg) dp — F(0)|) + WH d- Bi+ gq ay - 


i) 
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Aus der Tatsache, daB die Funktion ¢(g) in —o<g<co zweimal stetig 
differenzierbar ist und die Periode 2 x besitzt, schlieBt man, daB es eine nur 
von f(g) abhangige, positive Konstante C gibt, so daB die Ungleichung 


2x 


0 


H\ |e + ser . 
+ (a —2\a))a— fl?) | f Kite coz (ora y— For 
0 


22 
+2| [ Kiw.coFae—¥0|| <0 
0 


fiir |H| < H, und |¢,| < 1 erfiillt ist*). La®t man e gegen 0 streben, so ergibt 
sich also fir |H| < H’< H, die Abschitzung 
H’ 


Y , 2, 
B, < C+ H'd Bt+ zq—p 


wobei d eine willkiirliche positive Zahl bedeutet. Setzt man in dieser Un- 
gleichung 


1 
~ B(—A)’ 
so erhalt man 
2 H’ 
B, s C + ‘ 1° 
(1 — H’)4 


_ 2 
Wegen H’ < H,= ; (V17— l)ist s <1 fiir H’< H,; also erhalten wir 
£ 1 s V a 1 


—H’yt 
die Abschatzung 
B, -— 


§ 3. Liésung der Randwertaufgabe J, . 


In diesem Paragraphen werden wir unter geeigneten Voraussetzungen 
hinsichtlich des Parameters H die Existenz einer Lésung der Gleichung 
Ar=2H(r,xr,) bei vorgegebenen stetigen Randwerten r (cos 9, sin 9) 
= ¥ (g) beweisen. Um dies auf die Leray-ScuaupeErsche Theorie der Funk- 
tionalgleichungen in Banach-Raéumen zuriickzufihren, bedienen wir uns der 
folgenden Definitionen. 

Definition 3. 

Es sei B der reelle Banach-Raum aller in u* + v?< 1 einmal stetig differen- 
zierbaren Funktionen, fiir die 


\\x|| = Obere Grenze |x (u, v)| + Obere Grenze (x2 + 12)? < c 
w+o<l w+e<l 
ausfallt. 


*) Vgl. Anhang, Satz 3. 
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Definition 4. 

Es seien By und Bi zwei positive Zahlen, die den Ungleichungen 1 < Bj< 2 
und BE < Bi < © geniigen, wobei BY die in Satz 3 erklarte Konstante bedeutet. 
Die in B beschriinkte, offene Menge 2 sei durch die beiden Ungleichungen 

Obere Grenze |x (u, v)| << Bg und Obere Grenze (x2 + x2) < B 
wivt<l1 u+ov<l 
definiert. Der Rand von Q heiBe Q’ , und die AbschlieBung von Q sei Q= 2+. 
Mit diesen Bezeichnungen gilt 

Hilfssatz 6. 

Voraussetzungen: 

(1) Die Funktion ¥ (¢) sei in — 0 < ym < co zweimal stetig differenzierbar, 
es sett (p+ 2m) = F(q) und on Flom <3. 

(2) x= x (u, v) sei eine Funktion aus Q. 

Behauptung : 


Qn 

(1) Die Funktion x = x (u,v) = { K,(@, 6) ¥(@) d @ gehért zu Q. 
0 

(2) Der in B erklirte Operator 


F(x,H)=14-2H ff G,(6, 0) (tuxr).dudo 


u+v<1 


besitzt folgende Eigenschaften: 
(A) Es gibt zu jedem ¢ > 0 ein 4 (e) > 0 derart, daB die Ungleichung 
IF (x", H”) — F(x’, H’)\| <e 
fiir |H” — H’| < 6(e), |\x” — x'|| < d(e), |H’| < Ht, |H"| < Ht und x’, 2” € Q 
erfiillt ist. 
(B) Die Bildmenge » = F (xr, H), (x € 2, |H| < H*) ist in B kompakt ( Voll- 
stetigkeit von F (x, H)). 
(3) Hs ist O(r,H)= x —F(zr,H)+0 fiir r¢ 2 und |\A| < H'< H, 
1 r= 
= () 17 — 1). 
Beweis. 
Behauptung (1) folgt aus Satz 3 (Anhang), Satz 3 (mit H = 0), sowie aus 
der Ungleichung |t(u, v)| <1, (u® + wv? <1). Ebenso ist Behauptung (2) eine 
+ mY a 
direkte Folge der Ungleichungen |G,| < 6 log a - — <> : : 
2 ‘ ; C—lo | OU | C—Cy 
0G, | _ b eo b 9 , * 
Om |= C—bl lou” | = eae? Tem m,n =O, wobei b, b* ge- 
0°% 
eignete positive Zahlen bedeuten®). Um Behauptung (3) einzusehen, be- 
denke man, daB aus der Gleichung 
' ® (xr, H) =x-—F(r,H)=0 
5) Vgl. Anhang, Satz 1. 











ERHARD HEINZ: 


und der Tatsache, daB r zu Q gehort, folgt, daB x = x (u, v) in u? + <1 
zweimal stetig differenzierbar ist*®). Hieraus, sowie aus den Voraussetzungen (1) 
und (2) schlieBt man, daB die Funktionen rx (u,v) und F(¢) alle Voraus- 
setzungen von Satz 3 erfiillen. Wegen |H| < H’ < H, hat man also 


Max |r(u,v)| < 1< Bj und Obere Grenze (x2 r2)}- Bt < Bi. 
w+esl ub+v<l 


Dies besagt aber, daB x nicht in 2’ liegt. 

Daraus folgt die Existenz einer Lésung des Randwertproblems ,, nimlich 

Satz 4. 

Es sei ¥(q) eine fiir 0 < p< stetige Funktion mit der Periode 22, 
fiir die |\¥(q)| =< 1 gilt, und H eine reelle Zahl, die der Ungleichung \H|\ < H, 

- (} 17 — 1) geniigt. Dann gibt es eine Funktion x = x (u, v) mit den folgenden 
Figenschaften: 

(1) xr(u,v) ist in u®+v?<1 zweimal stetig differenzierbar, und es gilt 
ix = 2 H(r,*f,). 

(2) x(u,v) ist in uw?+v?< 1 stetig, und es ist x(cos gy, sin ym) = ¥(¢—) fiir 
OS g~s2z. 

(3) In u? | v= | erfiillt x(u, v) die Ungleichung |x (u, v)| < 1. 

Zusaiz. 


Ist auBerdem X(q) in 2 <p<oco zweimal stetig differenzierbar, so sind 
die ersten Ableitungen x,, und 1, fiir u® +- v*< 1 stetig. 

Beweis. 

I. Der Beweis wird mit dem Zusatz begonnen. Es sei H’ eine positive 
Zahl <H, , und die in Satz 3 und Definition 4 erklirten GréBen Bf, Bi und By 
seien entsprechend fixiert. Behauptung 2 von Hilfssatz 6 besagt, daB der 
Operator ®(r, H) = x —F(r, H) unter die von LERAaY-ScHAUDER [5] ent- 
wickelte Theorie der Funktionalgleichungen fallt. Aus Behauptung 3 von 
Hilfssatz 6 folgt also, daB der Abbildungsgrad gy = g(®,,, 2,0) der Trans- 
formation ®,=@(r,H) fiir |H| =< H’ konstant bleibt. Wegen @(r, 0) 

r—X und r¢€Q ist g,= + 1, folglich gy 1 fir |H| < H’. Die Glei- 
chung r — F(x, H) =0 hat also stets eine Lésung r¢ Q2 fiir |H| < H’. Hieraus 
schlieBt man, daB die Funktion r(u, v) die Eigenschaften (1) und (2) besitzt 
und daB die Ableitungen r,, ur d x, fiir u? + v?< 1 stetig sind’). Behauptung (3) 
folgt aus Satz 3. 

II. Um die Existenz der Lésungen der Randwertaufgabe B, im allgemeinen 
Fall zu zeigen, approximiere man f(g) in —c <@p<oo gleichmaBig durch 
eine Folge zweimal stetig differenzierbarer Funktionen f,,(g), die die Periode 
2a besitzen und fiir die |f,(q)| <1 gilt. Nach (I) liegen die zugehérigen 
Léisungen x (u,v) des Randwertproblems J, in M,. Die Behauptung von 
Satz 4 folgt dann aus Satz 2. 


8) Vgl. Anhang, Satz 1 und Satz 2. 
*) Vgl. Satz 1-3 (Anhang). 
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§ 4 Lésung des Variationsproblems J,. 


Unser nichstes Ziel besteht darin, fiir die Randwertaufgabe J, ein ent- 
sprechendes Variationsproblem zu formulieren. Wir bedienen uns der folgenden 
Definitionen. 


Definition 5. 
Es sei X(q) eine vorgegebene stetige Funktion mit der Periode 22 und 


r(@)| <1. Wir bezeichnen mit D die Menge aller Funktionen x = x(u, v) mit 
folgenden Eigenschatften: 


(1) x (u, v) ist in u® + v?< 1 zweimal stetig differenzierbar. 

(2) x (u,v) ist in u®+ v?< 1 stetig, und es gilt xr (cos gy, sin my) = F(—p) fiir 

0 < P<. 

(3). In u® + v? < 1 besteht die Ungleichung |r (u, v)| < 1. 

Definition 6. 

Es seien H und R reelle Zahlen, die den Ungleichungen |H\ < s und 0< R<1 
unterworfen sind, und x = x (u, v) sei eine Funktion aus D. Wir setzen 


Dait)= ff [m+ wit a+ a+ yt a)dudv, 


u’+v’'sR 


Egtsl= ff |ae+ a+b d+ + 4+ 
u* + vi< R? 
4H 
3 | © (Yu z - Yo2u) r Y (2, %, Zy Ly) 2(Zy Yo 1» Yu) | dudv, 


ferner D[r] = bee: Da{[r] und E [xr] = ae Erx(r). (D[r]= +o und E [rx] 


© sind suidealio. DaB die Definition von E [r] sinnvoll ist, folgt aus 


der Tatsache, daB der Integrand von Ep[r] fiir r¢D und |H| <-, eine po- 


~% 
sitiv-definite quadratische Form in den Variabeln z,,, .. ., z, darstellt.) 
Mit diesen Definitionen gilt 
Satz 5. 
Es sei x = x (u, v) eine Funktion aus 9, fiir die D [xr] < « ist. Dann gibt 
1 : . , 
es fiir |H| < 5 héchstens eine Funktion r* = x* (u,v) aus D, welche der Glei- 
chung A r* = 2 H (x® x x®) geniigt. Es besteht die Ungleichung 
E [r*) s E [rx], 
wobei das Gleichheitszeichen nur fiir x = x* eintreten kann. 
Dieser Satz besagt also, daB die Funktion r*(u, v), die nach Satz 4 fiir 
1 — : ee i 
H| < H,= 8 {V 17 — 1) sicher existiert, das Variationsproblem 
%,: Min A[r] 
" g€D 
eindeutig lést. Die Hauptschwierigkeit im Beweis von Satz 5 liegt dabei 
in dem Nachweis, daB D [r*] < © ausfallt. Zu diesem Zweck schicken wir 
zwei Hilfssaétze voraus. 
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Hilfssatz 7. 
Es sei r=1(u,v) eine Funktion aus D und D[r]<o. Dann gilt fiir 
5 <r= 1 die Ungleichung 


x 


[x (r cos gy, rsin gp) — ¥ (gy) d ps2 D([r]- (1-7). 


om 


Beweis. 


Man setze 


W (0) = f [x (o cos , osin y) — F(g)*d pre, 
0 


wobei ¢ eine pee Zahl bedeutet. Dann gilt fiir 0<o<1 die Abschitzung 


W : 
a ie d <[ Ix (0 cos g, o sin g) — F(g)l - “Hecwe.eene d 
if 2 Tr rr). ccose 4G]? ° (W (o)]', 
0 v=esin @ 
also 
awe j 
s| fas = $lumcemny 29". 


v=esin ge 


l 
Fiir = < r<r,< 1 folgt hieraus 


Wr) —W ll < fde| f [22+ sa-ccone 9} 
r v=esin¢g 
(r,— r)* -[2 Sf (b- #2] du dv}! : (r,— r)*- (2 D{r}). 
\ tswtiotsre 
LaBt man in dieser Ungleichung zuerst r, gegen 1 und dann e gegen 0 konver- 
gieren, so folgt daraus die Behauptung. 

Hilfssatz 8 

Voraussetzungen : 

(1) r=x(u, v) sei eine Funktion aus 9 und D[r]<«. 

(2) f(r) = by y,z) sei eine fiir |x| <1 stetige Funktion, und es gelte 
f(r”) — f(2’)| Selr’— x’! fiir |r’| S 1 und |r”| <1, wobet c eine feste po- 
sitive Zahl ledeatel 

(3) f*(u, v) set diejenige in u* + v?< 1 harmonische und in u* + v? <1 stetige 
Funktion, welche die Randwerte {* (cos , sin py) = f (I (@)) besitzt. 

Behauptung: 

Es besteht die Ungleichung D{f*| < c? D[rx]}. 

Beweis. 

f = f (u,v) sei diejenige in u* + v?< 1 harmonische und in u? + v*? <1 
stetige Funktion, welche die Randwerte f (cos y, sin y) = F (g) besitzt. Auf 
Grund des Drricutetschen Prinzips ist D (f]< D{[r]. Ist B, der durch die 
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Ungleichungen 
€ 
0 


lp—yl S2n-e 
Y 27 
definierte Bereich in der g-y-Ebene, so bestehen nach einem Resultat von 
J. Dove as’) die Gleichungen 
“ff 
aa J, 
B, 


=i 
2a J 


B, 


WA WA 


: e>0O 
S2z,0sys 


E(p) — ¥(y)|* 


D{f] = lim 
> 4sint PY 


0 


dgdy 


und 
” \f(E(p)) —F (FE (w))!* 


dgdy. 
4 sin? ri 


D{f*] = lim 
e—+0 


Daraus entnimmt man die Ungleichung 
D{f*) < 2 D[f] < 2 D[r]. 
Beweis von Satz 5. 
Zur Abkiirzung werde rf (u, v) — r*(u, v) = 3 (u,v) = (&(u, v), n(u, v), 


f (u, v)) gesetzt. Dann erhalt man durch partielle Integration fiir jedes r* 
und x aus 9 und 0 < 9 < 1 die Identitat 


- 





E,(x* + 9] = £,[x*] + | [ |26{— 42* + 2H (yh zo — ys 2)} 
ul +o se 

2n {— Ay* + 2H (zy xy — 2% %)} 

+20{- Az*+ 2H (xh y> — xp yt)} 
J ‘ ‘ P i 4H » . 
& Ne T é + & v No Tr S r 3 - (3 2* tr é) (Ny bey ¥ Ne Su) 
4H. ° fo 
7 3 (3 y* T ”) (Cu Se aa Fu) 
4H . eae -. 

+-——-@ z* +f) (Eune — Fomy)|dudv 


+ (P du + Qdv). 
u* + v* = o* 


Dabei ist 











P(u,v) = &{— 223 + ce (2* yu — 2* y — y* eu + y* Cu) 
n {— 24 << (a* 25 — 2* 0, — 2* ay + 2° é,)| 
+ ¢{- 22 + a (y* xy — y* E,— 2* y+ 2* yy) 
und 
Q(u, v) = & (2 at + $F (ew ys — 2%, — ye + y*C,) 
+n {2 yf + “Ft (ae of — 2% C, — oF of + 2*8,)| 
{2 at + (yt af — y* e,— at yt 2%). 


5) J. Dovatas [3], 8S. 307—311. 




























276 ERHARD HEINZ: 
In dem folgenden Beweis werden der Reihe nach mit ¢,, ¢,, . . . feste, positive, 
von @ unabhangige Konstanten bezeichnet. Offenbar gilt dann eine Un- 
yleichung der Form 


;2x 


(Pdu + Qdv) sc, | f 4(e cos ¢, osin pd ¢ 
( 


u* iv? =o ) 


1 
2 





OF as ‘ ‘ P } 
f (x6 + x6* + a5 + a5), coma? 9| 


0 v= esing 





Erfiillt nun insbesondere die Funktion r* (uw, v) die Gleichung Ar* =2 H(x* x r*), 
so erhilt man aus obiger Identitét mit Benutzung der Ungleichungen 

' , ] 

r*(u,v)| <1, Ir(u,v)i sl, IAI< 5 
und 


ore 2\H' 
E(t) < B(x) s(14+-§ ) Dix) : 
die Abschatzung 
Sf (ei? + x8? + a+ se] dude 
u?4 v's o 
22 i 2a ‘ : ‘ : , 
Co+ Cz f 4 (0 COS PY, O sin y)* dl | J [xe" u he Iu 5 da 9 C08 ¢ d | Fé 

0 J lo v=osing 

Setzen wir zur Abkiirzung 
F (@) Sf UG? + x3? + st sldude, 
u*+v*so* 

so ergibt sich also fiir , < o< 1 die Ungleichung 


F (9) S c+ ¢| [ 3(e@ cos y, o sin gd gq é [F’ (o)}* ; 
0 


Wir wollen jetzt das Integral 


G@ (0) = f 4(o cos gy, o sin p)* dq 
0 


nach oben abschitzen. Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit f (u,v) bzw. 
{*(u, v) diejenigen in u? + v?<1 harmonischen Funktionen, welche in u* + v?< | 
stetig sind und die Randwerte Tf (cos gy, sin y) = ¥(¢), bzw. f*(cos g, sin g) 

¥(q)* annehmen. Nach Hilfssatz 5, Behauptung B besteht dann die Un- 
vleichung 

r* (0 cos p, o sin y) — F(¢) 
cs {|f* (o cos @, @ sin ~) E(g)*| + f (0 cos @, o sin ¢) I(q)\}. 

Daraus folgt 


|4(@ cos ~, o sin ~)|* S c, {|x (o cos —, o sin p) — F(¢)|* 

{*(o cos ~, o sin p) — ¥(¢)*|* + |F (oe cos g, o sin yg) — ¥(¢—)|*}. 
Nach dem Drricutetschen Prinzip ist D[f]< D[r]< «©, und aus Hilfssatz 8 
(mit f(r)=x?, c = 2) schlieBt man D[f*] <4 D[r]<«. Somit ist auf alle 


shai ; " , cs ie 
drei Funktionen r, ¢ und /* Hilfssatz 7 anwendbar und liefert fiir 


= Ses! 


N 
~! 
-! 
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die Abschatzung 
G (0) = ¢,(1 — @). 


Wir erhalten also die Ungleichung 
1 i 
F (0) S ¢g+ ¢,(1 — @)? (F’(e))? 
; l BS ; ; 
fir , So <1. Offenbar diirfen wir D[x*] > 0 voraussetzen. Dann gibt es 


; - ‘ a. "? i 
zwei positive Zahlen p und ry mit 5 S 7< 1, so dab fir »S0< 1 die Un- 
gleichung F(o) = p > 0 erfiillt ist. Fiir ry < r< r,< 1 folgt dann wegen der 
Monotonie von F (o) die Abschaitzung 

" 
do 
"y Ce F( ' 8 
Q) 
r 


: Pr (e) : 
J (I ) do} LJ Fie)? “ do| 





Z 
l—r G6 Ii—r 


Ce’ = 
= P(r) 9 Fir)! 


LaBt man darin r, gegen | konvergieren und multipliziert die so entstehende 


1 


Ungleichung mit isd , so erhalt man 
Fits) 4% 44 Sug, 
Fir)! 2? p? 2 
also 
F (r) S eyo fir rpsr<l. 
d. h. 


Sf [rB2 4 #2 + 224+ Bl dudv<a. 


u®+v<l 


Hieraus entnimmt man die Existenz einer Zahlenfolge {R,}, so daB die Re- 








lationen 
2x2 1 
: r 2 *2 Ss: ' 
R,< 1, lim R,=1 und f [ri*+ rF°+ tut Bolu-r, cose PS yyy — Rn) 
"—> Oo 0 v= R, sing 
fir n=1,2,... erfillt sind. Es ergibt sich also 
(Pdu + Qdv) : 
9 
u*+ vy? = R~ 
n 
2x 2a 1 
J a(R, cos —p, R, sin y)* d g- f [ro2+ xP 24 32 + glue Rncunyd Ql 
0 C Ry sin 4 
[ 1 } Cc; \} - 
€,| C7 (1 R,) - n(l 2.) | --(%) > 0 fiir ua» Oo, 
Daraus resultiert die Gleichung 
| ‘ 4H ; j 
7 2 2, y2 2 s. ad : - - 
E [x*] | | & Yur sut & rT Wot Sw 3 (3 z* s) (Mu oe Ne su) ‘ 
w+ot'<l 
4H . 4H : . 


3 (3 y* + ) (0, €— Cy &u) g (32*+ £) (Eu Ne — Fo My)| dudv = E[r}. 


Der Integrand auf der linken Seite dieser Gleichung ist eine positiv-definite 
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quadratische Form in den Variabeln é,, . . ., ¢,; es folgt also 
E [r*) s E[r), 


wobei das Gleichheitszeichen nur fiir x = r* eintreten kann. Sind r* und r** 
zwei Lésungen der Gleichung Ar = 2 H(r,xr,), die zu D gehéren, so hat 
man auf Grund des soeben Bewiesenen 


E (x*] < E (x**] und £ [(r**] < EZ [r*], 
d. h. 
E [xr*] = E [xr**] oder r*= r**. 


Damit ist Satz 5 in allen Teilen bewiesen. 

Wir wollen zum SchluB dieses Paragraphen zeigen, daB sich die Lésungen 
der Gleichung A r = 2 H (rx, x r,) unter geeigneten Voraussetzungen hinsicht- 
lich der Randwerte f (~) = x (cos gp, sin gm) tiber den Rand des Einheitskreises 
u* + vy? = | hinaus fortsetzen lassen. Es gilt 

Satz 6. 

Es sei x = x (u, v) eine Funktion aus 9, fiir die D [xr] < «© ausfallt. Dann 
gibt es fiir |H| < H, - (| 17 — 1) genau eine Funktion r* (u,v), welche zu D 
gehért und fiir u? + v?< 1 die Gleichung A r* = 2H (x® x x%) befriedigt. Es 
gilt die Ungleichung 

E (r*) s E[r}. 

Zusatz. 

Ist die Funktion f (~) = r*(cos q, sin —~) auf einem Bogen ao: g,= YS qo, 
(Qy< P2), des Einheitskreises u = cos g, v = sin p konstant (= c), so lapt sich 
die Funktion r* (u,v) in die lings des Komplementirbogens a’ von o aufgeschnitiene 
u-v-Ebene G zu einer Funktion » (u,v) fortsetzen, welche in G zweimal stetig 
differenzierbar ist und dort der Gleichung A » = 2 H (yn, x D,) geniigt. 

Beweis. 

I. Auf Grund von Satz 4 und Satz 5 braucht nur der Zusatz bewiesen zu 
werden. Wir fiihren den Beweis zunichst unter der zusitzlichen Annahme, 
daB die Funktion f(g) in — cc < m< o zweimal stetig differenzierbar ist. 
Nach dem Zusatz von Satz 4 sind dann die ersten Ableitungen r¥, r* von 
r*= r*(u, v) fiir u?+ v?< 1 stetig. Setzt man 


r*(u, v) fir u2+v2< 1 
Hn (u,v) = c fir u=cos p,v=sin 9, PSPS 2 
_ * “ v 9 ° 34 of 
| r (sie u?+v 2c fiir u v*> 1, 


so besitzt die Funktion » (uw, v) die folgenden Eigenschaften: 

(1) Fir u? + v?+ 1 ist n(u,v) zweimal stetig differenzierbar und geniigt 
der Gleichung A yn = 2 H (yn, x P,). 

(2) Es ist Obere Grenze (n2 + 92) < ~. 


“+e? +1 
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(3) Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein 6 (e) > 0 derart, daB 


| 


8» (r cos Y, rsin Pp) 
or 


@y(rcos g,rsin@) } 
or r= 





-s =e 
jr=r 





wird fir |r” — r’| Sb (e), ro Cl <r”’ und OS ps2a. 

(4) » (u, v) ist in G stetig. 

Es sei nun (up, v9) ein innerer Punkt von o und 9? = (u — up»)? + (v — v4)” 
< R* ein ganz in G enthaltener Kreis. Setzt man dann r= [(u — u,)*+ 
+ (v — v,)*}, so erhalt man fiir (u, — u»)* + (v,— v9)?< R? durch eine ein- 
fache potentialtheore.‘sche Uberlegung die Gleichung 


Y (u,,0,) = nS | / log r- 2H (y, x p,)dudv + 
esk 
+ - | (» — — logr ods. 
om ov ov 
6 e R 
Dabei bedeutet = die Differentiation nach der auBeren Normalen und ds 
das Bogenelement auf dem Kreis 9 = R. Aus dieser Darstellung folgt wegen (2), 
daB die Funktionen »,, und », fiir 9 < R stetig sind und einer Hélderbedingung 
geniigen®). Also ist n (u,v) in 90 < R zweimal stetig differenzierbar, und es 
gilt A y = 2 H (py, x,)?®). 

II. Wir befreien uns von der in (I) gemachten Annahme, indem wir die 
Funktion ¥(qg) durch eine Folge von Funktionen f,,(g) approximieren, so 
daB folgende Aussagen gelten: 

(1) Die Funktionen f,(q) sind fiir — «© < m@< co zweimal stetig diffe- 
renzierbar, und es ist ¥,,(@ + 22) = f,,(¢). 

(2) Es ist |T,,(g)| < 1 fir — 0 < p< und f, (9) = ¢, fir gp, Sp S qo. 

(3) Es gilt lim X,,(g) = ¥ (¢) gleichmaBig in 0 < gp S22. 

Nach (I) existiert eine Folge von Funktionen {yn (uw, v)} mit folgenden Eigen- 
schaften : 


(1) »y™ (u,v) ist in G@ zweimal stetig differenzierbar, und es ist 
a ¢ (n) ) 
1p = 2H (yf? x np”). 
(2) n™ (u, v) ist fiir u? + v?< 1 stetig, und es gilt 
yn (cos p, sin g) = TF, (¢) fir 0O< pS2za. 


(3) Es ist |n™ (uw, v)| < 1 fir u?+e2< 1 und |yn™ (uw, v) —¢,| <2 fiir (u, v) 
aus G. 


1 ‘ 
Setzt man 4 (u, v) = 5 (y™ (u, v) — ¢,), so gilt also 
A 3” =4H (3x3) und |g (u,v)| <1 fir n=1,2,... 
und (u,v) aus G. Wegen |A| < : wird Satz 1 auf die Funktionenfolge 


{x (uw, v)} anwendbar und liefert’ die Existenz einer Teilfolge {4("®) (u, v)}, 


*) Vgl. Satz 1 (Anhang). 
1°) Vgl. Satz 2 (Anhang). 
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die in jedem endlichen abgeschlossenen Teilbereich von G@ gegen eine in @G 
zweimal stetig differenzierbare Lésung 4(u, v) der Gleichung A 4 = 4 H (3,, x 4,) 
konvergiert. Daraus folgt die Existenz einer in G zweimal stetig differenzier- 
baren Funktion n(u, v), die die Gleichung A » = 2 H (»,, x p,) erfiillt und fiir die 
lim y"*) (u, v) = n(u, v) fiir (u,v) aus G gilt. 
k— co 
Wendet man auf die Funktionenfolge {n‘"*) (uw, v)} Satz 2 an, so erkennt 
man, daB die Funktion y(u,v) fir u?+ v?< 1 stetig ist, die Randwerte 
n(cos gy, sing)=X(q~) annimmt und die Ungleichung |y(u,v)! <1 fir 
u*+ v* <= | erfillt. 
» = D(u,v) gehért also zu 9, und aus » (cos g, sin gy) = r*(cos g, sin g) 
¥(q) sowie aus D[r*]<0o folgt nach Satz 5, daB fiir u*+ v*< 1 die Glei- 
chung 9 (u, v) = r*(u, v) besteht. 


§ 5. Liésung des Existenzproblems J, . 


Wir schicken einige wohlbekannte Definitionen und Hilfssitze voraus, 
welche bei der Lésung des PLarEauschen Problems eine fundamentale Rolle 
spielen. 

Definition 6. 

Es sei I'* eine Jordankurve im dreidimensionalen euklidischen Raum, die 
in der Einheitskugel x* + y* + z?< 1 enthalten ist, und G die Menge aller schwach- 
monotonen, stetigen Abbildungen") 


des Einheitskreises u=cos gp, v=sin gm auf I, die drei feste Punkte A, B,C 
des Hinheitskreises u®+v?=1 in drei feste Punkte A*, B*, C* von I* iiber- 
fiihren. Wir bezeichnen mit D* die Menge aller Funktionen x = x (u,v) mit den 
Eigenschaften : 

(1) r=x(u, v) ist zweimal stetig differenzierbar fiir u* + v? <1. 

(2) r=x(u,v) ist stetig in u®?+v?<1, und es gilt x (cos ¢, sin gy) = F(¢), 
wobei die Abbildung S: r= ¥(q),0< p<22a, zur Menge © gehért. 

(3) Fiir u?+ v?< 1 besteht die Ungleichung |r (u, v)| < 1). 

Mit diesen Bezeichnungen gilt 

Hilfssatz 9%). 

Es sei {x,,(u, v)} eine Folge von Funktionen aus D*, fiir die D[r,) < M <~, 
n=1,2,..., gilt. Dann gibt es eine Teilfolge {tn (u, v)} derart, daB die zu 
In, (U; ¥) gehérigen Randwerte En, () gleichmapig fiir 0S pS 2a gegen eine 
Abbildung S : r= ¥(q) aus GS konvergieren. 

11) Zu diesem Begriff vgl. T. Rapvé [6], S. 17—18. 


12) D* ist nicht leer, wie man leicht sieht. 
13) Courant [2], S. 103. Die Voraussetzung (3) von Definition 6 ist hier unwesentlich. 
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Wir wollen jetzt eine Menge £ von Transformationen 7’ der unabhingigen 
Variabeln u,v betrachten, welche jede Funktion r* aus 9* in eine andere 
Funktion r** aus 9* iiberfiihren, und wie beim PLaTEauschen Problem zum 
Beweis des isothermen Charakters der Parameter u, v herangezogen werden. 


vy 


Definition 7. 


fu = u(a, B) 


Es sei & die Menge aller Transformationen T: by ~ole, B) 


mit folgenden 
Eigenschaften : 

(1) ZT bildet den EHinheitskreis «2+ B?< 1 eineindeutig und stetig auf den 
Einheitskreis u? + v?< 1 ab und laBt die Punkte A, B, C invariant. 


(2) Die Funktionen u(a, 8) und v(a, B) sind in a? + B?< 1 zweimal stetig 
differenzierbar 


(3) In a? + B® <1 gilt u, vg— us v, >0. 
Es gilt nun 

Hilfssatz 10"). 

Voraussetzungen : 


(1) r*= x*(u, v) set aus D*, und es gelte D[r*] <~. 


u=u(a, B) 
(2) Die Abbildung T': gehire zu &, und es werde 
v =v (a, f) 


r** (a, B) = x*(u(a, B), »(a, B)) gesetat. 
(3) Fiir alle T aus & gelte die Ungleichung D[x*] S D[x**}. 
Behauptung: 

Es bestehen die Gleichungen 


e232 und xer8=0 fir wt+v<l. 
Jetzt sind wir in der Lage, das Hauptziel dieser Arbeit zu beweisen, namlich 

Satz 7. 

Wenn eine Funktion = in D* existiert, fiir die D[¥] <0 ausfallt™), dann 
gibt es fiir |H|< H, = al 17 — 1) eine Funktion x*(u, v) mit folgenden Higen- 
schaften : 

(1) x*(u, v) ist fiir u?+ v?< 1 zweimal stetig differenzierbar und erfiillt die 
Gleichungen Ax* = 2H(xr®& x x#), x®2= x82 und x¥ x¥ = 0. 

(2) x*(u, v) ist stetig fiir u?+ v?< 1, und es gilt |r* (u, v)| S 1. 

(3) x*=x*(u,v) bildet den Einheitskreis u® + v?= 1 topologisch auf I’* ab 
und fiihrt drei vorgegebene Punkte A, B, C des Einheitskreises in drei vorgegebene 
Punkte A*, B*, C* von I* iiber. 


4) T. Rano [6], S. 86—90, vgl. auch R. Courant [2], 8. 107—115. In [2] und [6] 
wird dieses Ergebnis in etwas anderer Form, nimlich ohne die Invarianzforderung hin- 
sichtlich A, B,C, ausgesprochen. DaB diese unwesentlich ist, folgt aus der Tatsache, 
daB jede linear-gebrochene Transformation der Variabeln u + iv, die den Einheitskreis 
in sich iiberfiihrt, D [x] invariant laBt. 

15) Dies ist bekanntlich der Fall, wenn /'* rektifizierbar ist. 


19* 
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(4) Fiir jedes x aus D* besteht die Ungleichung 


E[(r*) s £[r). 
Beweis. 
I. Es sei d= Untere Grenze E [xr]. Aus der Voraussetzung folgt 0 <d<. 
reo* 
Es gibt also eine Folge von Funktionen r(u, v) aus D*,so daB die Ungleichung 


E(x™ | <d+2 fir n=1,2,... erfiillt ist. Aus der fir r¢9* giiltigen Un- 
gleichung 3 D [xr] < EZ [rx] folgt dann D [rx] <#(d+ 1) fiir alle n, also nach 
Hilfssatz 9 die Kompaktheit der Randwerte f,(@g) = r (cos g, sin y). Nach 
Satz 6 gibt es fiir jedes n genau eine in u? + v?< 1 zweimal stetig differenzier- 
bare, in u?+ v?< 1 stetige Funktion x*(u, v) derart, daB die Beziehungen 
r* (cos gy, sin gy) = f,(y) fir OS p S22, |r *(u, v)| <1 fir w+ eS 1 
und A r™* = 2H (r* x x") fiir u? + v? <1 erfiillt sind. 

Nach Hilfssatz 9 und Satz 2 laBt sich aus der Folge {r*} eine Teilfolge 
{x's} herausgreifen, so daB folgende Aussagen gelten: 

(1) Es ist lim r"i)* (uw, v) = r*(u, v), lim ri"s)* = r* und lim ri"s)*_ 3° 
gleichmaBig in jeder abgeschlossenen Kreisscheibe w+vs Ree 1. 

(2) Die Funktion r*(u, v) gehért zu D* und geniigt der Gleichung 
Arx*=2H (re x 3). 

Fir n;>m und 0<R<1 folgt auf Grund von Satz 6 die Ungleichung 
l 


m’ 


E,(r'"#*] < B[r)*] < B(x] <d4 


also 
Eg{r*) = lim Eg(r"*]} <a ++ 
jc 
fir m=1,2,...und0<R<1. Hieraus ergibt sich 
E[r*)<d. 

Da r* zu D* gehért, so folgt Z[r*] = d, also E[r*] = d. 

u=u(a, 

II. Es sei 7: (2B) eine Transformation der Menge &. Dann 
v = v(a, B) . 


gehért die Funktion r** (a, 8) = r*(u(a, 8), v(a, B)) sicher zu 9*, also ist 
E[r*) s E[r**}. 
Nun besteht offenbar die Gleichung 
E(x**) — E[r*] = D[x**] — D[r*]. 


Also folgt 
D{x*] < D[x**] 


fiir alle Transformationen 7 aus &. Nach Hilfssatz 10 schlieBt man daraus 
re2— 82 und x8 r*=0 fir w+ <1. 


III. Bleibt noch zu zeigen, daB die Funktion r* = r* (u, v) den Einheits- 
kreis u® + v? = 1 topologisch auf [’* abbildet. Ware dies nicht der Fall, so 
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wire die Funktion r*(u, v) auf einem Teilbogena: gy, < 9 S g2, (9, < 2) des 
Einheitskreises u = cos y, v = sin g konstant (=). Aus Satz 6 folgt dann 
wegen D[x*] < co, daB sich r*(u, v) zu einer Funktion » (u, v) fortsetzen laBt, 
welche in der lings des Komplementirbogens o’ von o aufgeschnittenen u-v- 
Ebene G zweimal stetig differenzierbar ist und der Gleichung 


Ay=2H(y, x dy) 
geniigt. Hieraus folgt insbesondere, daB die Relationen 
=D, und H,D,= 0 
auch auf o gelten. Aus der Gleichung »(cos g, sin g)=¢, 9, 5 9S gq 
schlieBt man?*) 
0 = (— sin gD, + cos p D,)* = yz sin? y + 92 cos* g, 


also ), = D, = 0 fiir (u,v) auf o. Daraus, sowie aus der Tatsache, daB jede 
zweimal stetig differenzierbare Lésung der Gleichung A» = 2H (pn, x »,) 
analytisch ist, folgt nach einer bekannten SchluBweise, daB in G die Gleichung 
y(u, v) = ¢ besteht. Also ist r* (u,v) = ¢ fiir u?+ v?< 1. Dies widerspricht 
der Tatsache, daB die Funktion r* = r*(u, v) drei verschiedene Punkte A, B, C 
des Einheitskreises in drei verschiedene Punkte A*, B*, C* von J™ iiberfiihrt. 


Anhang. 


Zur Bequemlichkeit des Lesers stellen wir einige wohlbekannte Tatsachen 
aus der Potentialtheorie zusammen, wobei wir uns auf den zweidimensionalen 


Fall beschrinken. Wir setzen z = u + iv, z= uy +iv,,...undf=a+i 8, 
f,=a,+7,,.... Dann gilt zunichst 
Saiz 1. 


Voraussetzungen : 

(1) Die Funktion f(a, B) sei fiir \¢| << R im Riemannschen Sinne integrier- 
bar, und es sei |f (a, B)| Sa fiir \C| < R. 

(2) Die Funktion H(C,z) sei fiir \C|< R, |zei< R, €+2 zweimal stetig 
nach u, v differenzierbar, und es gelten die Ungleichungen 


b* oH b oH b 
|H| < blog t—a’ | ow | = —a’ | oe Ss ta” 
eH b | #F | _ b | o°# | b 

- Ss 





au* C—2z|?’ | duav t—z*’ | ae* |= |t—2z) 


fiir \C| < R, \z| < R, € +z mit festen positiven Zahlen b, b*. 


(3) Es sei g(u, v) = Jf AG z) f(a, B)dad®. 
< 
Behauptung: 


(1) Die Funktion g (u,v) ist fiir |z| < R einmal stetig differenzierbar, und 
es gelten die Gleichungen 


: ‘ ¢ aH a ( [ 2H 
e-/ ja f(a, B)dad# und 5 -/{f jy f(a, B)da df. 
t<Rk h<k 


1) Vgl. dazu T. Rapé [6], 8. 75. 
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(2) Fiir \z| < R, |z,| << R und 0 < y < 1 gelten die Ungleichungen 
I[Gule, — (Gulag! S cle, — 291”, 
[Gels 7 (Gols, S cle — al”, 
wobei c eine nur von a, b und y abhéingige positive Zahl bedeutet 
Beweis. 


Wir beschrinken uns auf den Beweis der Hélderstetigkeit von g, und 
setzen zur Abkiirzung r = |z, — z,|. Dann ist 
' ° f ({ en aH 
Ituls, — (ele! =| | | (tu 
fick 


ou 














) fa, b)dadp 


12, Zo 

















a{ If = 1% a8 + If 3 4% dp + 
ticR / p 
c—z| s2r o lstr 
@ 0H aH 
‘ JJ E Ge 4 dadp}. 
WS aer 


Aus der fiir | — z,| > 2 r, |C| < R giiltigen Gleichun 
0 L 


(Ay), [Hy )., . [Ay ule (Uy i; Up) t [Huole (v, ” U9) ? 


(2* =2z+t(z,-—2%), O<t<)), 
folgt wegen Voraussetzung (2) und |{ — z*| = |¢ — z,| — |z* —z] [4/0 — a! 
die Abschatzung 
8br 
Ale, << [H,],,! = f— Zol? 


Daraus entnimmt man 


(9ule, — [9ule,! <a{ If ; SS dadB + J | i dadp + 





¢ 
—2Z| =2r C—2|S2r 
F dadB 
+8br | | ——, c(a,b,y)r’, (O< y< 1) 
Z &—29 
2rs\C—z\/s2R 


Satz 217). 
Voraussetzungen : 
(1) Die Funktion f (a, 8) sei fiir \C| < R stetig, und es gelte fiir \f,| < R und 
f.| < R die Ungleichung 
If (a, Be) — f (x, Bl SRIC.— GI’, O< y< 1; k< 0). 


(2) Die Funktion H (€, z) sei fiir \C| < R, |z| < R, € +z dreimal stetig nach 
u, v differenzierbar, und es gelten dort die Ungleichungen 


b* OH b OH b eH ‘ b 

| b log IC—2’| eu C—2,’| av C—2z * l ou™ay*!|~ \C—zi*° 
eH b ; . 

(m+n=2:;m,n=0), ned 2 5, (m+n=3;m,n20). 
au” av" | 4—2 


17) Vgl. E. Horr [4], S. 203. 
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(3) Die Funktion h (u,v) = = ff H (C,z)dadB sei fiir |z| < R zweimal 
zi<R 
stetig differenzierbar. 


4) Es seig(u,v)= ff H(C,2z)f (a, B)dad®B. 
zi<R 
Behauptung: 


Die Funktion g(u, v 


) ist fiir |z| < 
gelten die Gleichungen 


R zweimal stetig differenzierbar, und es 
a9 


@H 
au® = f (u a + | / 2 ut (f (a, B) —f(u,e ))da dB 
tl<cR 
= f (u, v) ff (f (a, B) — f(u, v))da dp 
cucu @uav audav ( 
7 = f(u, v) — [4 Ty. ~ Ute, B) — f(u, v))dadB. 
tl<R 
Beweis. 


Wir beschrinken uns auf den Beweis der Differenzierbarkeit von g,, nach u 
und setzen z= Ug + i U9, Z,= Uy, + 1%, |z 
Satz 1, Behauptung (1) 


» | 


in | a 
24 — Z| = |U,— Ui = 7 


. Dann ist nach 
[Gule— (Yule, [Aule, — [hu] 


= E* £ (ug, U9) . 
Uy — Uy U;— Uy [ (Uo [fle 























oa 5 a, B)—f (Uo, M%))dadB 
+ J (Zp, 2) 
mit 
* 7/[eH)| _ [eH 
C 2 a Ze aH 
J (2, 2%) = | | = %4— Me = -|Fa | Juv B) — f (uo, %)) da dB 
fic R 
l oH 








ou 


Py 
2 


U,— Uy | J 
R 


|, (f (a, B) — f (uy, %)) da dp — 


f\< 
¢—z|s2r 


1 F [oH 
0 IS ee 


f (uz, >) — f (uo, Yo) 


watousd ff (aH) 
Lf 





da dp — 
Cc R 
C+—2z,|s2r 


ake (f(a, B) — f (uo, %)) da dB 














bi< 
C—z|s2r 
* (Fe = 0H 
Ou jz, 0 Ze aH 
| | \ = a 4 | ou* Jam B) a I (to, v0) da dB. 
vozer 
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Aus Voraussetzung (2) folgt fiir |¢ — z,| >2r, |¢|< R die Giiltigkeit der Un- 
gleichung 














oH oH 
Ou jz, ou jz eH b’r 
U,— Up éu* j2e l—Z 7 





wobei b’ eine geeignete positive Konstante bedeutet. Also wird 


J%.ais> | [ far t—2"dadp++ | [ ae It —al’dadp 
z ~a < 2r com < 2r 
kr?) / [ woppauap+ [f pooelt-alrdaas 
| —".|f—al’dadpsb"r (b” < «) 


2rs it — é. <2R 

Daraus folgt wegen Voraussetzung (3) die Behauptung. 

Satz 3. 

Voraussetzungen : 

(1) i(@) sei eine fiir — 00 < @ < co zweimal stetig differenzierbare Funktion, 
und es gelte f(p~ + 22) = f(g). 

(2) f=f (u,v) set diejenige in u® + v®? <1 harmonische und in u? + v? <1 
stetige Funktion, welche die Randwerte { (cos p, sin gy) = f (p) besitzt. 

Behauptung: 


Die Ableitung f,, und f, von f sind fiir u® + v? < 1 stetig, und es gilt fiir 
u2 + v*® < 1 die Ungleichung 





2x 
k+h=¢ | 0 (Fag. 
6 
Beweis. 
Es ist 
f(u,v) = Re ie D> (a, — 1b) 2 , (2 =u + tv) 
= k=1 
mit 
l r - 1 Feat 
a= — | f(g) cosakgpdg= -— xk | f" (p) coskodg, 
rf 6 
° 1 f< . 1 P : 
n= > / f(g) sink pd p = — 5 J f'(y)snkodg. 
3 0 


Daraus folgt 


fu —ifp=d k2*-} (a, — id,). 
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Nun ist 


Se 2x 
— 9 ] i =, ko 2 / =, ink \2)4 
> k (az 4 62)? - > “i Kf (q) cos k p a) + ( fi (9) sink dg) 
k=1 k=1 yak \\ yz Vx }f 


(Ete) (freer (5 fre0ree)! 


‘k 


Daraus ergibt sich die Stetigkeit von /, und /, sowie die Ungleichung 
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Uber lim z|P@x+a—y). 
zt-~+@ 
Von 


J. W. 8. Cassevs in Cambridge. 


1. Einleitung. 


Nach einer Jocrinschen Verschirfung!)[4] eines KutntcHrneschen 
Satzes [5] gibt es zu jedem irrationalen # und jedem reellen « unendlich viele 
Paare ganzer Zahlen zx, y derart, daB 

rl\Ort+a—yl<5 z>0o. 
Einen einfachen Beweis dafiir habe ich selbst geliefert [1]. Vor kurzem hat 
CoLE [2] die in meiner Abhandlung bereits implizit enthaltene Tatsache be- 
tont, da8 fiir den nichttrivialen Fall « + m#-+ n (m,n ganz) die Konstante 
5 *sich noch verkleinern la4Bt, und er hat gewisse Schranken fiir die best- 
mégliche Konstante gegeben. Nach einer von C. G. LEKKERKERKER her- 
rihrenden FuBnote zur CoLeschen Arbeit lassen sich giinstigere Schranken 
aus der Porrou-DescomBEsschen Behandlung [3] einer eng verwandten Frage 
herleiten. In diesem Aufsatz teile ich die bestmégliche Konstante mit, und 
zwar beweise ich den folgenden Satz. 

Hauptsatz. Es sei @ irrational reell und « nicht von der Gestalt m# + n 
(m,n ganz). Dann ist 

lim z|@xz+a-—y\s4/ll, 


z—> + 2 
es sei denn, daB # von der Gestalt 
A, B, C, D ganz 
AD-—BC=++1 


Awo+B 


9 = Ca+D” 


a= i", 
und « von der Gestalt 
(AD—BO)a= 


sind. Fiir derartige }, « ist 


—3@—7+14E+14Fo ~ 


14\Ca+D E, FP ganz 


o 
lim z|@r2+a—- y| = ——, 
etta 28 7 
wo 
39 27 160 4 


107 7 93 y7 > 4397 11° 
Das hier entwickelte Verfahren laBt sich auch auf verwandte Fragen an- 
wenden. Zum Beispiel laBt sich im KutntcutNeschen Satz [5], nach dem 


max lim z|@zx+a-—y\<S1/3 





ae @--+@0 
fir fast alle # gilt, die Konstante leicht zu 1/4 und sogar etwas Kleinerem ver- 
bessern. 


1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, 
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I++ 
2. Der grundlegende Algorithmus. 


Es sei fortan ohne Beschrankung der Allgemeinheit 


0<8<1. 
Die Niaherungsbriiche bzw. Teilnenner des regelmaBigen Kettenbruchs fiir 3 
mégen bestindig mit p,/g, bzw. a, (n = 1, 2,...) bezeichnet sein. Es seien 


Yo = l, Po = 9, En = In B — Pn 
und also 


Pn+1 = 4m Pn + Pn-1> Inti = Im In + In-1> 
2.1) En+1 = On &q + E_-1, (—)* & > 0. 
Hilfssatz 1. Fiir jedes n gibt es ein Paar ganzer Zahlen P,, , Q,, mit 
t% =9Q,+a—P,, 
und zwar derart, daB entweder 
0S Qn < Ins En (Om + En-1) < 0 (Fall I) 
oder 
(2.2) Gn = Qn<Gn+n-1> On(%n — En) < 0. (Fall II) 
Beweis. Fiir n = 1 und fiir die durch die Ungleichungen 
a—-P,<0<a-—P,+1, 
a=a—-P,+Q,0<0<a-—-P,+(Q,4+))80 
bestimmten Zahlen P,, Q, liegt Fall I oder Fall II vor, je nachdem Q,< a, 
oder Q, = a, , wo 
G=1,%=%, &= 8, 4, = 4,0-1, 
und offensichtlich 
0=Q,54,. 
Tritt Fall II fiir n ein, so setze man 
(2.3) Onsa =O — En, Qner= Qn- Gn» 


und dann liegt Fall I fiir » + 1 vor. Tritt Fall I fir n ein, so setze man 


(2.4) On+1 = Oy + Ens + On eq, Quoi = Qa t+ In-1 + On Qn 
wo b,, durch 
On+1(Sn4+it+ En) < O 

bestimmt ist. Offensichtlich ist 0 < b,<a,. Es liegt Fall I bzw. Fall II fir 
n+ 1 vor, je nachdem b, <a, oder b, = a, zutrifft. Damit ist der Hilfssatz 
durch vollstindige Induktion erledigt. 

Da |«,,| < le,,,! > 0 und voraussetzungsgem4B «,,+ 0, so folgert man 
(2.5) Q,> 0. 

Fiir einige spitere Zwecke brauchen wir die folgende im Fall I giiltige 
Identitat: 
(2.6) Oy — En = Ones — Engi + {En41 — &n-1 — (b, — 1) én} 


= Ona — Engi + (a, — ,- 1) &,. 
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Der folgende Hilfssatz lehrt, daB wir uns in diesem Aufsatz auf den Fall I 
beschrinken diirfen. 

Hilfssatz 2. Wenn Fall II fiir n vorliegt, so ist 

min {Q, lal , Qnat lon sal} < ; ° 

Beweis. Wire die Behauptung falsch, so wire wegen (2.2) und (2.3) 
yun as 
Gn bed Qn— In 
ef Pe 
~ dn+Qn-1 qn-1 


3 le,| = 3 |a,| + 3 la, — e,| = 


Mit dem Ansatz 





ist aber bekanntlich 
Be 


le | — 
In \En 1+Ap’ 


und damit 


1 l . s l yay ae 
(gn +9n-1)l€n) | Qn-ileml — \ pe’ +) (a3 ¥ 3) ialialae 
im Widerspruch zur Annahme. 
Folgesatz. Wenn 
lim z|@zxz+a—y\>1/3, 
z—~o 


so tritt Fall II nur endlich oft ein. 


3. Die grundlegenden Ungleichungen. 
Es sei fortan 


lim z|\@zx2+a—y\|> i> 3° 


z+ 

Dann lautet fiir ganzzahlige u,v die zu 

B= Qat+UGnt+%Gn-1, Y= P+ UPnt UV Pn-1 
gehérige Ungleichung: 
(3.1) (Qn + UGn + UGn-3) len + UE, + VE,_,| > 4/11, 
wenn nur 

© = Qu+ Uda + 0 Gus >0 

und geniigend groB ist. Im folgenden sei immer stillschweigend vorausgesetzt, 
daB alle zu betrachtenden n und positiven z so groB sind, daB nicht nur (3.1) 


gilt, sondern auch, Teil 2 zufolge, Fall IT zutreffen muB. 
Es erweist sich als zweckmabBig, die folgenden Bezeichnungen einzufihren : 


— Gn - qn -1 ne a En+1 

'. in’ in” Lan f, 
On+1 an 

Bn = -_ En + a,+ py— by. 


Hier ist 


0 < e560 bri mes Fax 1. 
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z—~+ @ 





Wo kein MiBverstandnis zu befiirchten ist, lassen wir das n weg. Bekanntlich 


gelten 
ie =e l l 
Qn--1 + Gn-3 + 
und 


1 
q lel = = + Ath ‘ 
Die Rekursionsformeln fiir o lauten 


Qn +1 ea = b+1+A — b+2 


3.2 a+1 = = eee 
(3.2) Pn+1 In +1 a+A a+aA a+l 
Die Ungleichung (3.1) mit (u, v) = (0,0) bzw. (1, b), bzw. (1,6 + 1) ergibt 
; 4 4 
(3.3) a{a+u—b— p)> lige” 1 (a+ uw+A), 
bzw. 
tel 4 
(3.4) (o+A+b) p> lige ~ li (a+ w+ A), 
bzw. 
- , ‘itle 4 , 
(3.5) (@+A4+b+1)(1- A >a, = n (@+ e+ A) 
Aus (3.3) und (3.4) folgt 
1 = 
(3.6) 1 4 11 ath b 


o o+Ats < 4 a+Aty’ 


~ Gna + nye + 


Daraus folgen die abgeschwiachten, aber handlicheren Ungleichungen 


an b(t afe)erw ith Set 
oy <(tabere fae 
= 3 iT =P T : it 

(3.10) < =e 


da 0<b<aund0<A,u< 1. 
Auf entsprechende Weise leitet man 


i l 1] l 


(3.11) o+a+d + otA+b+l ~ 4 atAtn 


aus (3.4) und (3.5) her. Die Ungleichung der harmonischen und arithmetischen 


Mittel ergibt sofort 


. 8 3A 1 
(3.12) b> il (a + pw) — ” oh 
- 8 3A 3 
(3.13) >7 @+4-TLr-F- 
Aus (3.10) und (3.13) folgt 
25 
<7 - A-u, 


d. h. 
(3.14) 
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Es lohnt sich aber, eine Ungleichung zu haben, die oft, aber nicht immer 
strenger als (3.11) ist. 
Hilfssatz 3. Aus o < o* folgt 
(3.15) (4 — 3 0*) (6+ A)?+ (— 140**+ 5 0*-+ 4) (b+ A) + 
7 + o*(o*+ 1) (— ll o*+ 8) <0. 
Beweis. Dieser Hilfssatz entsteht nach einer kleinen Rechnung aus der 
Ungleichung (3.6) plus (6 + A) — mal (3.11), d.h. 
1 | b+A+1 Se _ 
o b+A+o¢e 6+A+o+1 ™ _ 
Folgesatz 1. 
8 
o> li’ 
Beweis. Wire o < o* = 8/11, so wire 
220 (6 + Al?+7(b+ A) <0. 
F olgesatz 2. 


‘ _ = 3A _ 8a—14 
(3.16) &> n?¢- iu 7-?%> ii 
Beweis. Nach (3.2) ist 
8 b+A+oe 
ll <9n41 = a+A * 


Aus (3.10), (3.14), (3.16) folgt nun sofort: 
Hilfssatz 4. Sédmtliche Méglichkeiten fiir das Zahlenpaar (a,b) sind in 
der folgenden Tafel gegeben: 





a l 2 3 3 4 5 6 7 8 11 
b 0 1 2 l 2 3 4 4 5 7 
Ga+:< 1 1 1 34 | 45 | 56 | 67 | 34 | 79 | 34 











Fiir einen spaiteren Zweck sind die oberen Schranken 
b+2 
On+1 s a+ 1 
zugefiigt. 
Von dem folgenden Tatbestand machen wir oft Gebrauch. 


Hilfssatz 5. Aus 
(Qn41> On ss) = (1,0), (Qn42; ba +2) / (a’, b’) 
folgt 
a+A+ a li . 
(3.17) ot we < g te b- + IU - w)}. 
Beweis. Nach (2.6) ist 
— Ba &n _ Tn+4 —_ Easit (a’— b’- 1) naet (Ona3 — Enis) 
(3.18) = — (6'+ 1) €nre+ Onis 
antic» (6' + 1+ Bu+2) En+2- 
Nach (3.4) ist aber 
4 oe 4 En+1 


+2 "n+ ? Il |én+2\” 


(Onsa+ Ansa Ones) Bnie> ‘ll qn 
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da immer 






In+2 l€n+1! = In+2 \Qn41 8 — Pn+il < 1. 


Folglich ist 


(3.19) 







? | 
Bass l€n+al > 11 (bn 42+ Ans 2+On42) 


Aus (3.3), (3.18), (3.19) und 
Gewiinschte. 


Da jedenfalls o < 1, ergibt eine leichte Umformung die Ungleichung: 


(3.20) 


|= (1 — p) |e,| entsteht unmittelbar das 








4 ‘ 
(11 5’ + 18 yex)u>ie ~Ta+l4+llb'4+4a. 


4. Zuriickfiihrung auf (1,0) und (4,2). 


Hilfssatz 6. 





Be we is. 


b, a, 


Wire a,=1 oder 2 fiir alle n 
1). Nach (2.6) ware dann 


, 8o wire gemaiB Hilfssatz 5 







ay— En= 2y41— €n+1 


= lim a, — lim e, = 





gegen die Voraussetzung, daB x + m#? + n (m, n ganz). 
Hilfssatz 7. 


(a, b) + (6, 4). 


Beweis. Nach (3.8) mit (a, b) = (6, 4) und o <1 ist 


19 uw — 12 A> 20 


Widerspruch ! 
Hilfssatz 8. 


(a, b) + (3, 2). 


Beweis. Nach (3.8) mit (a, b) = (3, 2), 0 < 1 ist der Reihe nach 


Nach (3.2) und den Hilfssatzen 5, 


Dann fiihrt (3.8) mit ¢ < 5/6 zu der mit 0 < A, uw < 1 im Widerspruch stehenden 
Ungleichung 


26 uw — 244 > 37. 


Hilfssatz 9. 





(a, 6) + (11, 7). 
Beweis. Wie Hilfssatz 8. 
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Hilfssatz 10. 
(a, 6) + (3, 1). 
Beweis. Es sei (a, , 6,) = (3, 1). Nach dem Folgesatz 1 des Hilfssatzes 3 ist 


4 l+o+A_ 24A 
Tr <%+1= 34a = 342° 
d.h. 
2 l 1 
3 <4- Qn-1 + On-s + 


und damit 
G,.,=1, a,-,22. 
Es seien (a,_», b,-») = (a’, 6’), Ay_, = 4’. GemaB den Rekursionsformeln (2.1) 
und (2.4) sind dann 
In+1 = (4a’ + 3) In-2 + 49n-s 
und 
Qns1 0, 2+ (Gn 3+ 5’ q, 2) + In-2 + (In-1+ In) 
Qn 2+ (2a’ + b+ 2) In 2T 3 In 3 
< (2a’ + b' + 3) q,-2+ 3q,-3- 
Daher und nach demselben Folgesatz ist 
= _ 2a’°+0'+3437 
1S 9n+1 S 4a $3442 
d. h. 
1>d’’> 10a’ — 110’ -9. 
Dies steht mit (a’, b’) = (3,1), (4,2), (5,3), (7,4) und (8,5) im Widerspruch. 
Endlich ist fiir den einzigen iibrigbleibenden zulissigen Wert (a’, b’) = (2, 1) 
1 1 3 
A= Fi | oe eC 
und folglich 
. l+o+A - 2+A il 
et “Bae Sk DH 
Einsetzen von o* = 11/15 in (3.15) mit n + 1 statt n ergibt sofort 
27 {15 (6, , 3 + Ang 1)}* + 29 {15 (6... + Ang1)} — 286 <0, 


was mit 
4 — l 1 l l 
basa + Ansa = Anti = 34 17 2+ +> r 
im Widerspruch steht. 
Hilfssatz 11. 
a, + 8. 


bn +8 


~ and 
Q@n-;+1 = 6? um 


Beweis. Es sei (a,, 5,) = (8,5). Fir a,_, 23 ist o< 
demnach, der Ungleichung (3.8) zufolge, 


197 u — 168 A > 36%, 


also ein Widerspruch. 
Fir a,_, = 1 oder 2 ist jedenfalls 


Sd 


1 1 » > 
Qn-y+ Gn-2+ 3 


Uber lim 2? z+ a—y). 295 


zZ—~> + @ 


und also, nochmals (3.8) zufolge, 


1 l i 294284 23 Burak 
Seen Meaail “SP a Ta” Te ae 
d. h. 
(4.1) Qnri= 1, Ga, 25. 


Die demnach mit (a, , 2, 6,,2) = (a’, 6’) anwendbare Ungleichung (3.20) ergibt 
sofort 


(115'+ 18 — ves)"> 10+ 110'+4A 


i 
> 11 b’+ 3° 
Fiir die nach (4.1) zulissigen (a’, b’)-Werte steht diese Ungleichung wegen 
] ] 1 l a’+1 
af Qniit Gn+et "I+ &+ < a’+2 


im Widerspruch zu der folgenden Tafel: 





(a’, 6’) (5,3) (7,4) (8,5) 

d 665 | 83 | 1393 

ne | 753 92 1521 
p< 6/7 8/9 9/10 











3emerkung. Es bleiben folgende médgliche Werte iibrig: 

(a, b) = (1,0), (2,1), (4,2), (5,3), (7,4). 
Hilfssatz 12. Aus a, = 2 folgta,,, = 1 unda,_, = 1 oder 5. 
Beweis. Es sei (a,,, 6,) = (2,1). Fir a,_, = 7 ist 
3 4 1 1 
Sg: “ane 13 


und demnach, (3.8) zufolge, 
11+ 164 
p> 13 Bs 
Widerspruch ! 
Wir werden nun a,,,= 1 fiir a,_,+ 2 beweisen. Fiir a,_, = 4 oder 5 ist 


o < 5/6. Wiederum (3.8) zufolge ist 


1 1 39 + 72A 39 1 
a Yer ee fae rer td Eh 
d. h. 
Qn41= l. 
Fiir a,_, = 1 folgt aus der Ungleichung (3.8) mit o < | 
1 Ree fe! 
GQn+ir+ Onset ' 17 17 > 
d. h. 
a,.,=1, 
da 
. 1 1 1 
ae OQn-1+ On4at jek 
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Wire a, _,= 4, = 2, so gilbe es wegen Hilfssatz 6 eine mit n ins Unendliche 
n-1 n ’ 
wachsende Folge ganzer m derart, daB 
m< Nn, On 1 + 2, ay, Omni, = °° Ag=2. 
Nach dem vorher mit ” statt m Bewiesenen wiire dann a,,,, = 1. Widerspruch! 
Endlich bleibt noch iibrig, einen Widerspruch aus a,,_,= 4, a, = 2,4,,,= 1 
herzuleiten. Hier ist 


- ba-, +2 e 4 
~ da-,+1 5’ 
und 
" 1 a 
a iene toe" 


Hilfssatz 5 mit (a,,, b,,) = (2, 1), o < 4/5 ergibt 


4 
(116+ 17-0 5 )u>l0+ lb +52 
> 11 (6+ 1). 


Nach der folgenden Tafel widerspricht dies immer der Bedingung | 














1 1 = l 
ae a’ “a 2 
(a’, 6’) (1,0) (2,1) (4,2) (5,3) (7,4) 
“> 11/15 33/40 33/38 110/123 | 165/181 
u< 2/3 3/4 5/6 6/7 8/9 
Hilfssatz 13. 
a,+ 5. 


Beweis. Es sei (a,, 6,) = (5,3). Fiir a,_,=3 wire o < 5/6, und also wegen 
Ungleichung (3.8) mit (a, b) = (5,3): 
27 uw — 24A>34. 
Widerspruch ! 
Nach Hilfssatz 12 ist a, _,+ 2. Fiir a,_, = 1 ergibt (3.8) mit o <1: 
3lu—20A>14. 
Da 


me Aarag * 
4 + > > 
ist folglich 
1 1 2% 3 


‘—p>a>q: 
Qn+i1 + On+2+ ' 31 ~- 4 


und damit 
(4.2) On41 = 


Nach (3.20) mit (a, b) = (5, 3), (4,40, On42) = (a’, 0’) ist 


{ a | # 


(11 o'+ 18 - vig)e> 1b) +9442 
> 11 (6 + 0), 

, l 

daA> .,. 

















Uber lim 2 x + « — y|. 
z+ 2 
Fiir simtliche nach (4.2) méglichen Wertepaare (a’, b’) steht dies mit 

1 1 a’+1 
P"Tte+ ° #42 
im Widerspruch, wie aus der folgenden Tafel erhellt: 





(a’,b’) | (4,2) | (5,3) (7,4) 

¥ 11 220 165 
Be 13 251 184 
u< 5/6 6/7 8/9 











Bemerkung. Die iibrigbleibenden Miéglichkeiten sind nun: 
(a, b) = (1,0), (2,1), (4,2), (7,4). 

Hilfssatz 14. Ausa,=7 folgta,_,= 1 unda,_.= 1 oder 2. 

Beweis. Es sei (a,, 6,) = (7,4). Als Muster nehmen wir den ersten Teil 
des Beweises von Hilfssatz 10. Erstens ist 
8 _54+A 

“74a 
d. h. 

an 
oFFz 
und folglich a,_,= 1 oder 2. Weiter ist nach Hilfssatz 12: a4,.,= 1. Es sei 
(a, 2 b,-2) - (a’, b’), An ee i’. 
Dann ist 
8 Qn41 _ 5a’ +0’ +6462’ 
iy <%n+1 = 8a’ +7+82’ 
d. h. 
2>2/4'>9a’- 110’ — 10, 

was allen (a’, b’)-Méglichkeiten auBer (1,0), (2,1) widerspricht. 

Hilfssatz 15. Aus a, = 4 folgt a,_,= 1 und a,_,.=1 oder 2. 

Beweis. Es sei (a,,, b,) = (4,2). Fiir 

(2,1, 5,-1) = (a, 0’), A,_y= 2’ 

ist 
Qn+1 ~ 2a’+ 0'+2437’ 


8 
ll <Gns1= Gee: _ 4a’+1+ 47’ , 


d. h. 
1>d/’>10a’—-11)'’—- 14. 
Also ist (a’, b’) = (1,0), denn (2,1) ist wegen Hilfssatz 12 auszuschlieBen. 
Fiir 
(a2, 5,2) = (a’’, b’’) = (4,2) oder (7,4), A,_.= A” 


ware nun 


‘ Qn Qn-2+ (6'+1) gn-2+ qn-3 ee b+2+/” 
qn ; (a’+ 1) Qn-2+ Qn-s ~ a’+1+A” 
+3 _ 5 


- e+ 76 
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und 
l l 
Qn-1. + Ser 
Nach (3.8) mit o < 5/6 wire weiter 
l l _ 114244 23 1 1 .. 2 
in—mvname:6 Th dh onl Ge ee Te 2 
Endlich wire a, ,, = 1, a,,., = 7: was dem Hilfssatz 14 widerspricht. 
Hilfssatz 16. Aus a,=2 folgt a,,, = 4,_;=4,..= 1 und entweder (i) 
Gnyg = 7 Oder (it) An.9 = Ong = 1, Gn,g= 7, Oder (iit) a, _5= 7 oder (iv) a, _,= 2. 
Beweis. Es sei a, = 2. Nach den Hilfssitzen 12, 13 ist 


An-1 = Int l 


und folglich 
. 1 l ] an i) l 
A *-* 


Manat. Gane “Ts I+ 6" - 


to 


n 


Nach (3.20) mit (a,,2,5,,2) = (a’, 6’) ist also 
4 


(4.3) (110° +18->45)u>10'+84 44 
>11 6’ + 10, 
wo 
1 l lt ee om 
PTs Sa ~ +3 © 


Fiir (a’, 6’) = (2,1) stehen diese beiden Bedingungen im Widerspruch zu- 
einander. (Man vergleiche die Tafel.) Damit sind 





Gn.9% 2 
und (mit x — 2 statt n) 
ays 2 
bewiesen. 
(a’, b’) (1,0) (1,0) (2,1) (4,2) (4,2) (7,4) 
Wertevorrat fiir A > 3/4 > 3/5 > 1/2 > 9/17 > 3/4 > 3/4 
ll 13 63 14 ll 165 
ed 16 20 83 17 13 is4 
p< 2/3 2/3 3/4 5/6 5/6 8/9 











Wire a,,_,+ 1, so ware nun a, _, => 4 und demzufolge 
P 1 1 3 
oe GQn—-,t Gn-2 T a . 
Fir die iibrigbleibenden (a’, b’)-Werte wiirde die Ungleichung (4.3) nun zum 
Widerspruch fiihren. Damit ist 
(4.4) é...=1 


bewiesen. 
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z—~+ 0 
Fiir (a’, b’) = (4,2) ist nach (4.3) in jedem Fall 
1 1 1 l a 14 = l 1 2) ce 
it 8F &auct &ae PME Te Se Te 8* 


d. h. 


Gesg= 1, Gn442 2. 


Fiir a,,,,4= 2 widerspricht dies der Bedingung (4.4) mit (n+ 4) statt » und fiir 
a,,,4 > 2 den Hilfsséitzen 14 und 15. 

Also ist a’ = 1 oder 7 bewiesen, und es bleibt noch iibrig, a,,,= 1,4,,,= 7 
aus d,,9= a’= 1, und a,_,= 1 oder 4 herzuleiten. Fiir a,_,= 1 ist 


* l l l 3 
“" Ts Ts Ta aL 
und also nach (4.3) 
13 l l 1 1 
BPH 1+ TF 14+ 6° 


d. h. 
G,.3= 1, Gg44= 7. 
Fiir a,,_, = 4 ist 


: Qn , 7 Qn-3 + 29Qn-4+ Qn-—s _ 8qan-32 + 249n-s 


. qn 9gn-3 + 2Gn-4 ~ 9qn-3 + 29n-s 
8+2An-; 10 
9+2An-s 11 
und 
— 1 
A= i At FY - 3° 
- ' te 10. 
Nach Hilfssatz 5 mit (a, b) = (2,1), (a’, b’) = (1,0), 0< il ist nun 
.. 225 1 _ +l _ 85 
5” TF TF ant —~P?@ 78 ° 
Widerspruch ! 
Hilfssatz 17. 
a, + 7. 
Beweis. Es sei a,= 7. Nach den vorigen Hilfssatzen ist 
Gn+i = Fni2= 1. 
Den Rekursionsformeln zufolge ist 
j 4+A+oa 5+4 ; — _il—sg 
Sn+1 = 7+A ~T+A’ ‘m+n GQ? Pati ~ * 


Nach Einsetzen dieser Werte in (3.6) (mit n+ 1 statt n) entsteht die Un- 
gleichung 


bu 
6+4° 134224 ~ 4 %+At+zp’ 


Damit ist 
Ilw | 7+A+4u 7+At+mu_ 8t+en , 8+yu 


4 "Zan." Beu- 3 "Fs 
d. h. 
1 1 l 1 64 1 1 1 1 | 
1+ 1+ Gnist saat) TR TS Ts Ts 15 + 2 
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Endlich ist a, ,, = 1, a,.,, = 15. Widerspruch! 


Folgesatz. 
a,+ 2 
(fiir geniigend groBes n). 

Beweis. Nach den Hilfssitzen 16, 17 folgt a,_,=—a,_,= 1, a,_,=2 aus 
a,,= 2. Nach Hilfssatz 6 tritt also a, = 2 nur endlich oft ein. (Man vergleiche 
den Beweis, daB a,,_,+ 2 ist, fiir Hilfssatz 12.) 

Den Hilfssitzen 15, 16, 17 gemaB lautet das Endergebnis dieses Teils: 

Hilfssatz 18. Jedes a ist 1 oder 4. Zwischen je zwei Vieren stehen min- 
destens zwei Einsen. 

5. Zuriickfiihrung auf die Ausnahmeformen. 
In diesem Teil zeigen wir, daB lim z |#z + «—y|> s héchstens fiir die 
z+ co 
im Hauptsatz erwihnten Formen gilt. 

Hilfssatz 19. In der Folge der a, kommen genau drei Einsen zwischen 
je zwei aufeinanderfolgenden Vieren. 

Beweis. Wir wollen einen Widerspruch aus u + 3 und 


a,° 4, Oy41 ae **? = Oniy= 1, On uuim= 4 


herleiten. Nach dem vorigen Hilfssatz ist u = 2. Die Rekursionsformeln fiir ¢ 
ergeben unmittelbar 


. (--)**? (4 fuga t+ hu) 2no0+2 T (—)* fora Sneuse» 
wo 


fo= 9, fy=1,.- +s fase farat far--- 


die Folge der Frsonacctschen Zahlen bedeutet. Nach wiederholter Anwen- 
dung von (2.6) ist 


und also 


€nsi—% En+us 

B = n i n (1 YL p’) - 1 

n n 

(—) 1+yp’— p’ 

Shear tle tM les: 
wo 

’ Ensu+e ’ f on Sn+u+e 
f= Mat+uti= — ’ B _ Basusi=- ’ 
En.us+i En+udi 


Auch machen wir oft von den Ungleichungen 


1 6 me YS Se ee ee 
eS 11 eR re fb AMA, BST F°. tet by 
Gebrauch. 


Insbesondere geniigt 


M = max |f,, — w,| 


a,=4 








Uber lim xf x + a — y}. 


’ 


14 


z+ @ 
der Ungleichung 
1+M 1+M 1+M 
M < max ~; < on = 
ve 4fusitfutv'fusi ~ 1 10 
emits to 
d. h. 
m<+ 
M<g- 
Nach (3.5) mit o < 1 hat man endlich 
4 
(4+ 4) (1— B) >>7 (4+4+4 B), 
d. h. 
- 1+ p’— p’ , 4 7 7 
__ \#+1 —_ wil hs, . =a 
BS OP hateteha  ) Poet ae 2 
wo 
8 10 
(5.2) g<1-Mslt+yp'—-Psl4+Mesy 
Es sei erstens u > 4 gerade. Dann ist 
>. ee ee oe Oe a ee 
PTS IS Isi+ “tsetse 6 


und damit 
Se 7 4 0: 
B+ TT S407 11 7 35 79? 
was mit (5.1) im Widerspruch steht. 


Es sei zweitens u > 5 ungerade, also 


ria st: es _- $te~ @ 
P™@ Tt Tt te. te oo “T+ T+ 14 I4 
8 . 
ig’ *t+4< yz» 
und damit 
4 7 7 27 


- £fs. 06 <a 
Es ist aber 


4 fuss + fy + Ml" fuss > 46+ fs + f= 7 
und folglich 
ti ee 
l+e¢-P>Sr° aW>o°: 
Dies steht mit (5.2) im Widerspruch. 
Endlich sei u = 2. Dann ist 
SS aS ok | 14 
M>TPTes7W *+4<>F: 
und damit 


4 yu 7. -—4l 
1’ 444 ll? 847 

4fosrtha tM heer =9+2w< ll. 
Daher und nach (5.1), (5.2) ist 


u+ 
j 


8 _ 4 
9 < 77° 
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Noch einmal Widerspruch! 

Nun sind wir imstande, den folgenden Hilfssatz zu beweisen. Wir er- 
innern uns daran, daB im Vorhergehenden vorausgesetzt wurde, daB8 n hin- 
reichend groB sei. Von nun an sei 

7) ;. 
aa > qd 

Hilfssatz 20. Aus limz|xr#?+a—y!\ > 7 geht 
Aa+B8B 
Ca+D’ 

—3a@—7+14£+ 14Fa 
14 Ca+D 


b 


(AD—BC)a 


hervor, wo A, B, C, D, E, F gewisse ganze Zahlen mit A D— BC = + | sind. 
Beweis. Dem schon Nachgewiesenen zufolge gibt es ein N derart, daB 
ay,,=4 vy = 0 (4) v=20 
Gy,,=1 vy + 0 (4) yv>0. 
Folglich ist 
Yon 3S PS 1 iia 
fxs, Rete ‘ee ek ea we w — 2(v =0 (4)) 
l ] ] l o 
eRe y 5 (v= 1 (4)) 
l l l ] a) 
» © 
i+ 4+ 1414 5 Verse 
— = w—2 : 
4 14 be 1 y (v= 3 (4)) 


und in jedem Fall 


eu+y +4 P > fon ) @ —2 P 
t =(w—- 2)(—3 2 } 3 5—3o. 


N+ 
Nach (2.3) ist 


Oyie— Evie= Syin41— vey yt (v = 0 (4)) 


und folglich 


ay — Ey a Eviy= ty » (8 — 3 w) 
Osv<a j=0 
vy = 0(4) 
3a+7 
Ey. 
14 N 
Unter Bezugnahme auf die Definitionen der ay, €y, €y, 4 haben wir also 
9 —~ "n+ —Iy419+ Pres 
@ —2=Uy- = p 
ey Ty _ Py 
und 
Qy? + a— Py ay 3a + 21 
Ivy? — Py ey 14 
WO Ps Wy» Py 4 Iy , 1 Bewisse ganze Zahlen mit p,q... — Py 4 Vy=H 1 sind. 


Die Lésung der Gleichungen nach #, « leistet unmittelbar das Gewiinschte, da 


Co+D-#= qy pt lo- 2)q, >0. 











Uber lim 2/9 x + « —y|. 


t+ +c 
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6. Beweis, da8 die Ausnahmeformen den richtigen unteren Limes besitzen. 


Hilfssatz 21. Es gilt 


61 ( sort) 30—7 27 
sai "hon Lee). a ace 
fiir alle ganzen Zahlen x, y, fiir die 

. _3sa—7 

(6.2) z-yw+—j7--<9. 


Beweis. Der Zahlkérper k (wm) hat die Klassenzahl 1, und die 


n=8-—30. 
Die ganzen Zahlen des Kérpers sind die Zahlen 

& =z+yo, 
wo x, y ganz rational sind; die rationalen Primzahlen 

7=*, 2=7(3+ w)* 

sind verzweigt. Nach Multiplikation mit 3 w — 7 
Hilfssatzes 
7 bei o’>0, 
wo ¢ alle ganzen Zahlen 


o=u+vmw=(3@M—-—7)F-l=-1 (mod 3 w — 7) 
durchliuft und der Strich die konjugierte Zahl bedeutet. Es sei 


lee |s27, o>90, o=-1 (8@-7). 
Da 
n=8-30=1 (3 w — 7) 
7 >0, 
so erfiillen simtliche Zahlen 
o*= 7™o (m ganz rational) 


dieselben Bedingungen; wir diirfen also zusitzlich 
lo o’|ls nls < lol < lo o's n—! 
e@elenrsi@isieei*yn 


annehmen. Dann ist 


. ’ l j 1 ai 1; . aa 
|u| = - e+elssg (Io! + of} 5 le o'l'*(y"* + 4") 
<> (27)"* (444-4) < 13. 
Da 
00 = u* — Tv 
und die Kongruenz 9 = — 1 (3m — 7) mit 


u=z-—1(7), uw#v(2) 


gleichwertig ist, so bestatigt man leicht den Hilfssatz. 


Einheit 


7 lautet das Ergebnis des 
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z+ @ 
Aus dem Beweis folgt ohne weiteres: 
Zusatz. Es gibt x, y, bei denen simultan (6.2) gilt, das Gleichheitszeichen 
in (6.1) steht und dazu 
Z+yw-— ~ 
-" i4 


heliebig klein ist. 


Hilfssatz 22. Fiir die 3, « der in Hilfssatz 20 erwihnten Beschaffenheit gilt 
27 


lim 2 |@x+a— y| Th. 


z-—> co 
Beweis. Es durchlaufe x nur die etwaigen Werte mit 
a|@x+a—yl<l 
ins Unendliche. Es sei*) 
, 30+7 
sgn (Cw + D)-(AD— BC)&Eé=2(Aw+ B)- i4 
(6.3) +H+Fw-— y(Cw+D) 
(Cw + D)(xP+a—y), 
und damit 
sgn (Cw + D)-2w2= — (Cw+D)& +(—-Cw+D)éi+@, 
wo @eine nicht naher zu berechnende Zahl aus k (w) bedeutet. Insbesondere ist 


; C D 
(6.4) lim F =— = <0 


z\z0+a—yi<l 


und also &’ < 0 fiir geniigend groBes derartiges x. Nach Hilfssatz 21 ist also 


~1 


_~ | ‘is 
(6.5) lg f= 


—/ bo 
os 


fiir geniigend groBes x. Aus (6.3), (6.4) und (6.5) folgt 
. — . 27 
limaz\|r@+a—y 2 0° 
Endlich folgt die Notwendigkeit des Gleichheitszeichens leicht aus dem 
Zusatz zu Hilfssatz 21. 
Mit den Hilfssitzen 20 und 22 ist der Beweis des Hauptsatzes beendet. 


1) Es sei sgn z= + 1,0, — 1, je nachdem z >, =, < 0. 
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A Unified Formalism in Mechanics. 


by 
R. 8. Capon in Adelaide. 


Summary. 


A method is described by which the paths of mechanical systems, whether 
relativistic or non-relativistic, holonomic or non-holonomic, may be obtained 
from a single principle, the Principle of Stationary Curvature. The systems 
may include electric charges and fields. 

The formalism is invariant, irrespective of the type of system, for a form 
of contact transformation differing from that commonly used in mechanics. 

The generating function (metric) is initially a quadratic function of the 
coordinates. In the last two paragraphs the metric is generalized. 


1, Introduction. 
An auxiliary coordinate has long been used in the theory of mechanics: 
it appears as the dependent variable of the Hami_Ton-Jacosr differential 


equation, where it is usually denoted by S, and in the associated equation 
of Monge 


l , ' , 
(1) —d Sdt+ > 4,, dq‘ dq —- Vd?=0 
which may be obtained from the expression for the Lagrange function LZ 
in terms of the kinetic energy, 7’, and the potential V, 
L=T-V 
. me d8 
on making the well-known substitution, J = za: 

The auxiliary coordinate is associated with the circumstance that the 
transformations of classical mechanics are contact transformations of so- 
called p, g type, that is to say, transformations in which the coordinate S does 
not enter explicitly. The separation of S from the other coordinates, as a 
group property, is achieved by transforming S by the relation 
(2a) S§ =S+W (q’, q’) 
where W is an arbitrary function of the old and new coordinates. The con- 
tact transformation then has the form [6] 

Y= Q (q’; Pr) Pr= P, (q’; Pr) 
where p, = S,r: it does not contain S explicitly. 

There are sub-types of this type of transformation in which further arbi- 
trary relations connecting the old and new coordinates, exclusive of S, are 
21 
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combined with the relation (2a), say 
(2b) V.(q", 9") = 0 


where the V, are m (< n) arbitrary functions [6]. If m is equal to n, and if 
we solve equations (2b) for the new coordinates and substitute for them in 
(2a), we may express the transformations 

(3a) S= 8+ U (q) 

(3b) Y= (7) 

where U and Q’ are n + 1 arbitrary functions. 

It is usual in mechanics to use contact transformations based on the 
relation (2a) alone. This is because they are seldom applied in non-holonomic 
systems. In such systems they would be unsuitable since the equations of 
constraint would not be covariant: the transformed equations would contain 
the momenta and their rates of change as well as the velocities (See Section 5). 
The transformation based on (3a) and (3b), on the other hand, clearly leaves 
the form of the equations of constraint unaltered: we shall see that it is the 
most general contact transformation which leaves unaltered the analytic 
definition of a mechanical system, whether holonomic or non-holonomic. 

The transformations of the original theory of relativity was the simple 
point transformation (3b). This difference of transformation basis placed 
classical mechanics and relativistic mechanics in different groups. In the 
newer relativity (unified. field theory, projective relativity [3,5], the trans- 
formation is that expressed by (3a) and (3b): the group barrier between classi- 
cal and relativistic mechanics has been removed. 

We shall see further that relativistic mechanics and classical mechanics, 
when the latter is based on a principle which, unlike Hamitton’s [1, 2] is 
valid in non-holonomic systems as well as in holonomic systems, have a for- 
malism for deriving the equations of motion which differs only in that in the 
latter the number of physical coordinates is not restricted to four. From the 
analytic viewpoint this difference is trivial. The principle which is proposed 
to replace HamiLtTon’s is based on H. HEeRvTz’s Principle of the Straightest 
Path [1]: it is called the Principle of Stationary Curvature. 

We cannot expect the identity which exists in the transformation and 
path-finding formalism to extend to the manner in which the metrics are 
derived. Where relativistic applications are in view is assumed that the basic 
tensor is determined by a field theory: in classical mechanics the metric is 
based on the Lagrange function, which is obtained by standard methods. 
Electric fields and charges may be included in the approximate (classical) 
theory, as in the relativistic theory. 

The formalism is extended to a general metrical theory, of the kind studied 
by Frysver, Cartan and others [8]. 


2. Stationary First Curvature. 
Preliminary to a discussion of the application of the principle of statio- 
nary curvature in mechanics, the analytical procedure will be described by 
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which the differential equations of lines, in a metrical manifold, whose first 
curvature is stationary are obtained when they are required to satisfy a set 
of first order ordinary differential equations, the eguations of constraint. The 
method is based on H. HErTz’s principle of the straightest path [1]. It will 
be discussed here as an abstract problem of geometry. 

The dummy index summation convention is adopted: partial differentiation 
for a quantity is denoted by writing it as a subscript. 


The metric of the manifold of the n coordinates q is 
(4) ds? = ; a,, dq‘ dq 


where the factor } has been included for convenience of comparison of the 
formulae here derived with those of the generalized theory, sections 6 and 7. 
The non-singular tensor a,,; is a function of the coordinates. 

The covariant associate of the vector dq‘ is defined by 


. ads* 


(9) dq; = ddqi ~ 744 dq 


The covariant elements c,; of the first curvature are given by the well- 
known formula 


' wy lL jk 
(6) G=H +5 ai % 


where a prime denotes differentiation for the path length s. Raising the index 
(or by another well-known formula), the contravariant components are 
7 


(7) cla g’t+--- 


the omitted terms depending on the coordinates and their first derivatives only. 
With these preliminaries we now consider the derivation of the differential 
equations of lines which make the first curvature, c, defined by 


(8) c*= a,, ct cf 


stationary, the lines at the same satisfying r (< m) ordinary differential equa- 
tions, homogeneous in the q’é 


(9) A?(q‘, q'*) = 9. 


We may suppose a path of stationary curvature to be generated in the 
following way. Given the initial point of a path, and its direction at the point, 
the initial values of the coordinates and their first derivatives are fixed. In 
determing a stationary value of the curvature of the initial element of the 
path we therefore vary the second derivatives only, taking into account the 
relations between the values of the second derivatives imposed by the equa- 
tions of constraint. Having determined a stationary curvature of the first 
linear element, the position and direction of the next linear element are evi- 
dently fixed. The procedure may then be repeated to determine a stationary 
curvature of the second linear element. Continuing in this way a path of 
stationary curvature may be constructed. Varying equation (8) accordingly, 
setting 6c = 0, and noting that by equations (7) dc!= 6 q’’', since the 


91* 
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coordinates and their first derivatives are not to be varied, we have 
(10) c,6q"*=0. 


The terms 6 q’"‘ are not independent since equations (9) are to be satisfied 
Differentiating these equations for the curve length, s, we obtain 


Aud’ +4.5 q"'=0. 
Again varying the q’’‘ alone, the 6 q’ have to satisfy 
(11) Avidq't=0 “ay 
Multiplying equations (11) in succession by the r multipliers A,, adding 
to equation (10) and then equating the coefficients of the variations 64q’’ ‘ 
to zero, we have, on substituting for c, from (6) 


l jk 
yd my } -_ 4 Pp 
(12) Gi +5 4iG%+AAyi=0. 


The n equations (12) and the r equations (9) serve to determine the n 
coordinates g‘ and the r multipliers A, as functions of the curve length, s: 
the problem of determining the differential equations of lines of stationary 
curvature is therefore solved. 

The equations (12) may be obtained in terms of derivatives of the coordi- 
nates themselves by substituting from 


qi ma a,;q'/ 
and the well-known relation 
(13) aig Ge + Oy, 127 * = 9. 
They are then 
d , 1 , , ’ 
(14) da (a;;q ’) — 9 %k,q qq*+A,Avi=0. 


If we write the equations (12) in the form 
. P 
(15) ¢,+A, Avi -0 


we see that if we multiply them in succession by q’‘, and add, the sum vanishes 
identically: for q’‘c;= 0 since the curvature vector is perpendicular to the 
path, and by the prescribed homogeneity of the functions A’ in the q’‘, and 
equations (9), the factors of the multipliers 4, vanish. The equations are 
therefore not independent. 

The analytical procedure which has been derived will now be applied to 
determining the equations of motion of a mechanical system on the assumption 
that the representative point in the manifold of the configuration coordinates, 
the time, and an auxiliary coordinate is a line of stationary curvature. 


3. The Principle of Stationary Curvature in Mechanies. 


In accordance with the discussion in Section 1 we associate with a mechanical 
system, whether relativistic or classical, a metric which includes an auxiliary 
coordinate which appears only in its differential. The following notation 
is now adopted. Latin letters, as subscripts or superscripts, range from | to 
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n+1. They cover the n configuration coordinates and the time. Greek 
letters range from 0 to n + 1 and cover also the auxiliary coordinate g°. It is 
generally not necessary to distinguish the time: it enters analytically in the 
same way as the configuration coordinates. When it is to be distinguished the 
index ¢ will be used, for instance the time is q*. 

We assume that a mechanical system is completely defined analytically by 

a) its metric 


1 
(16) ds* = 5 a,,dq* dq’ 


where the non-singular tensor a,, is a function of the n coordinates of con- 
figuration and the time, q’, but is independent of the auxiliary coordinate q°. 
The element dg, is assumed constant. We shall see in section 5 that it is 
invariant. 

b) in non-holonomic systems a set of ¢ (< ) ordinary differential equations 
(17) A? (q’, q’’) 0 


(a prime denoting differentiation for s) which are homogeneous in the q’’. 
They are not integrable in the sense that they may be represented by a number 
of relations amongst the coordinates equal to the number of equations. Usually 
they are linear in g’’, but there is no less convenience and greater generality 
in the general functional form adopted. As the notation indicates they are 
independent of q°. 

The formalism of section 2 is unaffected by the special way in which the 
auxiliary coordinate qg® enters. Modifying the notation of equations (14) in 
accordance with the conventions now adopted the lines of stationary curvature 
are determined by the equations 

d l 4 D 
‘2B ‘Bp ty 1 A 
(18) qe (406 1”) — py, 29 7" + AVA ve = 0 
or, in terms of covariant components (referring to equation (13] 
(] , ” 1 By , ’ 4 4 P, 0 
Sa) qa + 2 oo Wp Vy + Ap-é ¢* ; 
Since the tensor a, , and the functions A” are independent of the auxiliary 
q®, we have qq = 0, that is 
Bp ” , 
(19) Ao, 9! k=qo 
where k is constant along the lines. We shall see in section 5 that it is invariant 
under the adopted transformation: it is therefore an absolute constant. 

If ag 0 we may substitute for q’° from (19) in the remaining equations 

of (18). Recalling that ag, is constant we obtain the n + 1 equations 


d , l , , , 4 P 
(20) ds (6,,q'*) - 2 by, a7 #q'? — kq'*(¢ s,a7 — Priqs) + AgAgir 0 
where 
Aro Iso 
bys ah. BY Bet 
aro 


Goo 
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The equations are not independent. With gj = 0 they are equivalent 
to (18) and, by the considerations at the end of section 2 the sum of the n + 2 
products of the left-hand members with the q’* is zero. But the factor of 
q’® in this sum is zero. Hence the sum of the n + 1 products of q’* and the 
left-hand members of equations (20) is zero. 

When the number n of space coordinates is three, and the terms with the 
multipliers 4, are omitted, these are the equations of the world lines in the 
combined electrical-gravitational theory of relativity. The quantities @, are 
there the four components of the electro-magnetic potential, and the con- 
stant k is taken to be the ratio <. They are extended to give the world lines 
in a non-holonomic system when the terms with the A, are included. The 
equations are not then obtainable as geodesics [1, 2]. 

The principle of stationary curvature which we have seen gives the world 
lines in relativistic mechanics may be stated in the terms 

The natural paths of molar mechanical systems are the lines of stationary 
first curvature in metrical manifolds whose coordinates are the configuration 
coordinates, the time, and an auxiliary coordinate q°® which appears only in 
differential form. The factor of (dq°)* in the metric is a constant. 


In the next section the application of the principle in classical mechanics 
will be studied. 


4. Special Considerations Which Arise in Classical Mechanics. 

The form of the metric in classical mechanics suggested by the discussion 
in section | is 
(21) ds*= — dq®° dq‘ + L(dq')? 
where L is the Lagrange function, as usually defined, and the auxiliary co- 
ordinate qg° replaces the variable S of that section. To present the formulae 
in a more familiar form the elements a,, of the basic tensor, that is the factors 
of the products of differentials of the configuration coordinates, and the 
differential of the time, will be set zero. The metric (21) is then 


(22) ds*= — dq® dq‘ + : a,,dq' dq — V (dq'*)* 


where i,j cover the n configuration coordinates. 


By the formula (5) the elements of the covariant associate of a small 
displacement are given by 


dq,= — dq 
(23) dq,= — dq°— 2 V dq 
dq,= aij dq’. 


Assuming that the tensor a,;; has a reciprocal a‘/ we may solve these 
equations for the contravariant elements. Substituting in (22) we have 


Bric: , 
(24) ds*= — dq, dq, + 5 a" dq, dq; + V (dq)? 
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By equation (19) and the first of equations (23) 


1 
(25) de = 7; 2%= — i dg. 


Substituting for ds and dq, in equations (24) we obtain the equation of 
energy 
(26) mat tatgg,+V 
a :? t 2 t qi 
where g, are the momenta. It differs from the usual form only in the presence 
of the constant (and invariant) term “ , 


The equations of motion are obtained from (18a) on making the substitut- 
ions for the elements a*’ indicated by equation (24). If we also substitute 
for ds and dq, in terms of the element of time dq‘, and the constant k, 
respectively, we obtain 


- lL gw.-. , 4 
qir 2 C4 qi Me + J qi T Ay A 
(27) 


aie | ae © - 
G+ UGH Vat ayAr=0 


<= 


absorbing k-* in the multipliers A,. 

In the last group of terms in each equation it is to be understood that the 
expressions A? (q’‘, q’t, g¢, g*) are to be differentiated partially for g’‘ or q’* 
and the substitution for ds then made. The subscript g* in the last equation 
is of course unity. 

The first set of equations (27) are LAGRANGE’s equations in non-holonomic 
systems. The velocities are obtained by reference to the last set of equations (23), 
divided by dq. 

It is easily seen that the transformation of the mechanical group, equa- 
tions (31) and (32) of section 5, (bearing in mind that in classical mechanics 
the transformation of the time, included in it, is the identical transformation 
q'= q'), does not alter the form of the metric (22): in particular the first 
and last terms in the metric are unaltered, and products of dqg® and the 
differential elements of the coordinates of configuration are not introduced. 
The formalism is therefore covariant. It cannot however, be extended to 
cover systems which contain electrical charges because the auxiliary coordinate 
cannot, in general, be eliminated when the element a. of the basic tensor 
is zero. Further, it is unsatisfactory that, in the analytical representation 
of a system without electrical charges, there should be a term in the metric, 

dq° dq‘, which in the relativistic theory is associated with the static 
electrical potential. While electrical forces are not introduced thereby, since 
the potential is constant, the theory appears to contain an element of artifi- 
ciality. 

To overcome these objections it is necessary to reintroduce the term in 
the metric depending on dg. If we replace the metric (21) by 

1 dq 


(28) ds? = = + L (dq‘)? 
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where 
1 = 
L= 2 A,,7 7 
and if we replace dq, by ay,dq* it takes the general form (16), where 


ey SE ote 
00 
The equations (20) are now the differential equations of the motion, 
with b,,= A,,. In them we may replace differentiation for s by differentiation 
for the time g'*, in classical mechanics, on the following grounds. 
The coefficient of (dg*)? in L (dq*)?, in the metric (21), was — 2 V, where V 
is the potential. We now take 


Ayn= C-2V 


where the constant C is of the order of the velocity of light (which, in fact, 
it is when the gravitational and electrical fields vanish). The velocities and 
the potential V are assumed to be small compared with C: the last term 
of the metric (28) may then be replaced by C? (dq), and, referring to equa- 
tions (28) and (19), we see that q’‘ is constant. 


Substituting dq‘ for ds in equations (20), and absorbing the constant in the 


term k and the multipliers 4, (as before omitting from the Lagrange function 
terms linear in the velocities), the equations of motion are 
d l es 
Ay A, iqg¢ 
dq 5D)~ 9 An £4 
, . a Pp 
Be -q © - F > 
J ¢ kq (9; , g id) k (%, , ?; J) Ay 1 0 


where i, j, k range over the n coordinates of configuration. There is an additional 
equation, the equation of energy: as before it is not independent. 

When there are no electrical fields and the terms g, are therefore null 
we have the Lagrange equations in non-holonomic systems. When the 
potential V and the functions A? are null we have the wellknown equations 
of motion of electrical systems. The metric (28) and the consequent equations 
of motion present a formalism covering mechanical-electrical systems (with 
the limitation referred to below) of holonomic and non-holonomic types 
which is less restricted in scope and more consistent than that based on the 
metric (21). It can be seen without difficulty that the scheme is covariant 
for the adopted transformation, equations (31) and (32). 


The limitation referred to lies in this, that the elements of the tensor of 
the metric, and therefore the electro-magnetic potential, are functions of the 
coordinates and may not include velocities since the metric would no longer 
be a quadratic function of differentials of the coordinates. We can take 
account, therefore, only of the electrostatic interactions of charges of a system 
and of the effects of fields arising from external causes. With a view to 
removing this limitation the theory is extended to a generalized metric in 
sections 6 and 7. 
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5. The Transformation. 


Since we wish the auxiliary coordinate g° to be kept separate from the 
other coordinates, the contact transformation must have the form, independent 
of q°, 


(29) Y = Q (q’; Pp’) P,= P, (7; Pr) 


where p, are the direction elements of Liz’s theory. They will be related 
subsequently to the g}. The only contact transformations which lead to this 
are those derived from the relation 


(30) P=7+ Wi¢.7) 
where W is an arbitrary function, together with m arbitrary relations amongst 


the n + 1 old and new coordinates, g" and q’, where 0 < m < n + 1 [6]. If we 
take m = n + 1, we may express the additional relations as 


(31) y= O7) 


where Q’ are n+ 1 arbitrary functions. We may substitute for the q’ in 
equation (30) and write it 

(32) f= 7+ UG) 

where U is an arbitrary function. 

The transformation (31) and (32) clearly leaves the form of the metric 
invariant, and also the equations of constraint (17). 

If m < n + 1 the equations expressing the q’ in terms of the 9’, correspond- 
ing to equations (31), will also in general contain the p,: the transformed 
equations of constraint will then depend on the derivatives p;. We shall see 
shortly that this is equivalent to dependence on 7’: they will therefore not be 
covariant. The transformation defined by equations (31) and (32) is therefore 
the most general contact transformation for which the analytical definition 
(section 3) of all molar mechanical-electrical systems, holonomic and non- 
holonomic, classical and relativistic, is covariant. It will be named the trans- 
formation of the mechanical group. 

As a consequence of the special form of the transformation, tensors are 
endowed with certain characteristics: in particular if 7 denotes a tensor 

a) T', and 7'y. are invariant, 

b) 7',, transforms as a vector in the manifold of the coordinates of con- 
figuration and time g’, with the addition of the gradient of an arbitrary 
function of position: that is, 

an8 ai 
T or= Tos “4 + Too = 


a q’ a q’ 

These, and other deductions from the transformation which we do not 
require here, are given by O. Kiern [5] and VEBLEN [3]. By a) qj, and 
therefore the constant k of equation (19), is invariant as is also the element dy, 
of the basic tensor. As a consequence of b) a,, has the characteristic of the 
electric vector potential; it is defined in the manifold of space and time only 
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within an additive gradient of an arbitrary function. In applications to 
classical mechanics which were mentioned at the end of section 4, a), may be 
proportional to the sum of components of the vector potentials arising from 
the motion of a number of electrified particles. 

The direction elements p, will now be related to the g}, and a theorem 
required in section 6 will be derived. 

The condition that a union transform to a union, in the p, g type of trans- 
formation, is 


(33) dq°’— p, dq’ = dq — p, dq. 
We transform this to a homogeneous relation by the substitution 
— P, 
eae P, 


By the conclusion a) above P,= P,: hence 
(35) P,dg =P, dq 


This is L1e’s condition [6] that the contact transformation (P,, g*)-> (P,, 7") 
be of so-called homogeneous type; that is to say, in which g* and P, are 
functions of the g* and P, , homogeneous in the P, of degree zero for the former, 
and unity for the latter. Any function F (g*, P,) homogeneous in the P, is 
therefore homogeneous in the P,, of the same degree, after transformation. 

Now by the invariance of the metric under the transformation we have 


(36) qa Iq" = q, dq" . 

Comparing with (35) we see that the P, are proportional to the qj}: since 
the former are oniy defined within a factor, we may take 
(37) P. = q,. 

We have thus proved that a function F (q*, q) homogeneous in the gq; 
transforms to a function homogeneous, of the same degree, in the g,. We shall 
require this in section 6. 

Since q, = k by (19), (34) and (37) give 

qr 
lings k 
. a8 . * 
In holonomic systems we may write p, = ag? and then substitute in 


1 
(38) 1= >a gig, 


to obtain the partial differential equation associated with the motion of the 
system. 


6. Extension of the Theory to a Generalized Metric. 


The theory may be extended to a generalized metric of the kind discussed 
by Fryster, Cartan [8] and others. Such an extension would be necessary 
for instance, if the theory were applied to obtain (in non-relativistic mechanics) 
the motions of systems consisting of a number of electrified particles, where 
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the terms in the metric which depend on the electric potential, a 
r 

depend on the velocity components rs , or q’"/q'*. The metric would then be 


or, Would 


a homogeneous function of the q’* of the second degree, but not a quadratic 
function of these quantities. 

We shall say that a manifold is metrical if a function V (g*,q*) of the 
coordinates and their rates of change g* with respect to a parameter t exists, 
which is invariant in point transformations of the coordinates, and for which 
y (q*, 7*) dt is invariant for transformations of the parameter. If we denote 
the invariant by ds, we have 

y (q*,¢°) dt = ds 
and this is to be satisfied when we replace t by any function of ¢. It follows 
that the function Y is homogeneous of degree unity in q’*, and that 
¥ (q*,q'*) = 1 
a prime denoting differentiation for s. 

The square of the function Y is adopted as the metric; denoting it by f, 
the metric is 
(39) f(q*,q*)=1 
where the function is homogeneous of the second degree in the q’*. It is 
required to satisfy the condition for non-singularity 


) 
fy ¢? = 0. 
The covariant associate of q’* is defined by 


(40) q,= fy 
(the designation as a derivative being appropriate since the right-hand member 
is homogeneous, of degree unity, in the derivatives q’*). 
The associate function is defined by?) 
F (¢, qa) = 929°" — f (q*, 9") 
where in the right-hand member we substitute for the q‘, from equations (40). 
It follows from the principles of the Legendre transformation that 
(41) q*= Fy 
(42) fart Fae= 0. 
It is evident that the function F is homogeneous in the g), of second degree, 
and that we have 
(43) F (q°, 7.) = 1. 


This is the dual of the metric (39). 
We now prove a number of formulae analogous to those which arise when 
the metric is a quadratic function of the q’*. 


*) Since the function / is homogeneous of second degree in the q’* we would obtain the 
same result by substituting for the q’* in F = /. Formally this would be incorrect, how- 
ever, since the basis is contact transformation. 
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In the first place it is necessary to confirm that the q’, are elements of a 
covariant tensor. We have in fact 


eee eee 
1g ag? ~ ag * aq? = q, aq’ 


the last step being a consequence of the independence of the coordinates q* 
and their derivatives q’¢. 

Arising from the homogeneity of the functions f and F in the q’* and gj, 
respectively, we have 


(44a) "tg =% 


(44b) GF yp = 9°. 


The sets (f . ,s) and (F, ,) are covariant and contravariant tensors, 
q@ 1498 
respectively, as a consequence of the vector character of the g’* and qi. When 
the functions f and F have the quadratic forms - a,,q°q° and ; a*? qq} 
they become (a,,) and (a*’), respectively: we therefore use them to lower 
and raise indices. They are functions of the coordinates g*, and the g’* or q’, 
respectively, homogeneous of degree zero in the latter: when we use them as 
operators therefore, we associate the operation not only with a point of the 
manifold but also with a directed element the point and directed element 
constituting CARTAN’s “élément d’appui’’ [8]. When we operate with them 
on the first curvature (as we shall) the directed element is naturally that 
which appears in the analytic expression for the components of the curvature. 
If we substitute for q, and q’” from (40) and (41) respectively, in the 

expression. 

2% age _ 8” 

aq'* oq, B 


which expresses the independence of the elements, g/,, we have 


“ y 
(45) fyzy8 Py dy b, 


The magnitude of a vector v in the manifold is defined by 


y2 ; Pa qf v" vy? 
(46) : 
3 PF enap Me Ys 
the consistency of the two expressions following at once if we raise or lower 
the indices of the components of the vector v in the manner indicated above, 
and make use of equation (45). In particular, if v is g’ we easily prove that 
v= }, 


7. The Generalized First Curvature and Equations of Motion. 


Differentiating equation (43) for the parameter s, and substituting from 
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equation (41), we obtain 
(47) q* (Ga + Fyx)= 0. 


The set of factors of the q’* is easily shown to be a covariant vector: 
denoting it by 
(48) C£.= + Fy 
its contravariant associate is (c*), where 


—— , , 
(49) c = Fy a op: 


The vector thus defined is the generalized first curvature. If we substitute 
d . ’ . . . , 
de fe’* for q,’ in equations (48), apply the resulting expressions in equations (49) 


and make use of equations (45) and (42), we derive the formula 
(50) c= q+ Fy g(a’? fy of nt f,»| ° 
‘ ° . , 1 , 
When we substitute the quadratic forms of the functions f = 5-a,,q'* q 6 


and F = ; a*? ¢. qj in this equation the expression for c* is easily shown to 
take the form associated with the first curvature in Riemannian geometry. 
If the latter substitution is made in equations (48) they revert to equations (6) 
which we saw expressed the Riemannian first curvature in covariant form. 

Turning now to the generalization of the mechanical theory, the metric (39) 
is, as before, assumed not to depend on the auxiliary coordinate qg°, which 
enters only in its derivative g’°. The equations of motion are derived, as before, 
by prescribing a stationary value of the first curvature when the second 
derivatives of the coordinates q’’* are varied, the values of the coordinates 
and their first derivatives remaining fixed. 

The magnitude of the curvature c is given by [See equation (46)] 


1 
= « 8 
ct = 9 fy ge Ce. 
By the given conditions of variation we set dc zero and, referring to 
equation (50), 6c*= 6 q’’*: we obtain then 
c, 6q'*=0 


which is formally identical with equation (10) of section 2. Following the 
procedure of that section we obtain finally the generalized equations of motion 


5 P 
(51) Ge + Pye + Ay Age = 0 


2 


which correspond to equations (12). 


Recalling that g° is absent from the function F, and q’° also from the 
functions A? which arise from the equations of constraint (17), one of equa- 
tions (51) gives gj = k, a constant, and therefore, by equation (40), 


k=fyo. 
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We may use this equation and equation (39) to eliminate the parameter s 
and the auxiliary coordinate g° from the remaining equations of motion. 


In holonomic systems, that is to say, when the functions A” are null, 
equations (51) and equations (41) correspond to the canonical equations. 
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Fixpunktmindestzahlen in unendlichen Polyedern. 
Von 


JoseF WEIER in Fulda. 


Ist P ein Polyeder und f eine stetige Abbildung von P in sich, ferner {f} 
die Klasse aller Abbildungen von P in sich, die aus f durch stetige Abinde- 
rungen entstehen, so erhebt sich die Frage, welches die gréBe Zahl € derart 
ist, daB jede Abbildung aus {f} mindestens ¢ Fixpunkte hat. Mit anderen 
Worten ist die durch 1) und 2) bestimmte Zahl ¢ gesucht: 1) jede Abbildung 
aus {f} hat mindestens ¢ Fixpunkte; 2) in {f} existieren Abbildungen, die 
genau ¢ Fixpunkte haben. 

Ein mit diesem Problem verwandtes ist folgendes. Es seien P, und P, 
Polyeder, g eine stetige Abbildung von P, in P,, g ein Punkt in dem Poly- 
eder P, und {g} die Klasse aller Abbildungen von P, in P,, die aus g durch 
stetige Abinderungen hervorgehen. Welches ist dann die gréBte Zahl 7, so 
daB bei jeder Abbildung aus {g} der Punkt gq wenigstens 7mal als Bildpunkt 
auftritt ? 

Die Lésung der Bedeckungs- und Fixpunktprobleme ist fiir endliche 
Polyeder, wenigstens aber fiir geschlossene Mannigfaltigkeiten bereits weit- 
gehend vorgetrieben oder erledigt. Fiir unendliche Polyeder, im besonderen 
offene Mannigfaltigkeiten stehen die Fixpunktsaitze noch aus, wahrend das 
zugehérige Bedeckungsproblem nur fiir Dimensionen + 2 schon behandelt ist’). 

In der vorliegenden Arbeit wird die Fixpunktfrage fiir unendliche Poly- 
eder durch den folgenden Satz beantwortet: Jst K ein zusammenhingender, 
lokal 1-dimensional zusammenhdngender unendlicher simplizialer Komplex und f 
eine stetige Abbildung von K in sich*), so gibt es eine zu f homotope Abbildung f’ 
von K in sich ohne Fixpunkte. Dabei nennen wir den simplizialen Komplex K 
,lokal 1-dimensional zusammenhingend“, wenn von jedem seiner Eckpunkte e 
gilt: ist L der Komplex aller Simplexe aus K, die e zum Eckpunkt haben, 
und ihrer Seiten, so ist die Menge L — e zusammenhingend. 

Bei nur gewodhnlichem Zusammenhang ist es im allgemeinen nicht mehr 
méglich, eine vorgegebene Abbildung eines unendlichen Polyeders in sich 
durch stetige Abanderungen in eine Abbildung ohne Fixpunkte zu iiber- 
fiihren. Hierfiir lassen sich leicht Beispiele angeben vermége bekannter Sitze 
liber Fixpunktmindestzahlen in endlichen Polyedern*). Ein besonders ein- 


1) Horr: Zur Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten II (Klasseninva- 
rianten von Abbildungen). Math. Ann. 102, 562—623 (1930). 

*) Fiir den Komplex K bezeichnen wir mit K das durch K bestimmte Polyeder. Vgl. 
ALEXANDROFF-Hopr: Topologie I. Berlin (1935). 
*) Horr: Uber Mindestzahlen von Fixpunkten. Math. Ztschr. 26, 762—774 (1927). 
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faches Beispiel ist das folgende: Es sei G eine Gerade im R?, g ein Punkt vonG, 
zx ein 2-dimensionales Simplex im R? mit z-G = q und P das aus G und dem 
Rand von z bestehende unendliche Polyeder. Sind a und b die von q verschie- 
denen Eckpunkte von z, so sei die Abbildung f von P in sich bestimmt durch 
f (p) = p, p CG, und f (a) = 6, f (6) =a sowie lineare Fortsetzung fiir die 
iibrigen Punkte von P. Man iiberlegt sich leicht, daB jede zu f homotope Ab- 
bildung mindestens einen Fixpunkt hat. 

Bereits die Dimension 2, die bei Fixpunkt- wie Bedeckungsproblemen 
verschiedentlich eine gesonderte Behandlung notwendig gemacht‘) oder sich 
den verwandten Methoden entzogen hat*), wird durch den obigen Satz er- 
faBt. Es zeigt sich freilich, daB im Beweis zusatzliche Uberlegungen notwendig 
sind. 

In dem unten folgenden Abschnitt 1 wird in der aufgeworfenen Frage 
nach den Fixpunktmindestzahlen in unendlichen Polyedern ein Erstes ge- 
leistet: es wird nachgewiesen, daB sich jede stetige Abbildung eines beliebigen 
unendlichen Polyeders in sich tiberfiihren l46t durch stetige Abanderungen 
in eine Abbildung, die auf jeder kompakten Teilmenge des Polyeders héchstens 
endlich viele Fixpunkte hat. 

In Abschnitt 2 wird unter Benutzung eines in Abschnitt 3 hergeleiteten 
Ergebnisses das oben angegebene Theorem bewiesen. Die dabei in Abschnitt 2 
verbleibende Liicke laBt sich, wie durch Abschnitt 3 gezeigt wird, im Falle 
der Komplex K eine Mannigfaltigkeit ist, rasch schlieBen; im allgemeinen 
Fall bedarf es einer langeren Uberlegung. 

Abschnitt 4 endlich handelt von den zur Identitaét benachbarten Ab- 
bildungen und verschirft hier die in den vorangehenden Anschnitten ge- 
wonnenen Satze. Unter anderem ergibt sich, daB in jeder differenzierbaren 
offenen Mannigfaltigkeit ein singularitatenfreies Vektorfeld existiert. 

Bemerkt sei noch, da8 die im folgenden wiederholt auftretende Voraus- 
setzung, der in Rede stehende Komplex liege im R", nur dem Zweck dient, 
die jeweilige Einfiihrung einer festen Metrik entbehrlich zu machen. 

Die Skizze zu dem unten ausgefiihrten fiir Mannigfaltigkeiten dimensions- 
unabhangigen Beweis, dem ich auch die iibrigen Uberlegungen angepaBt habe, 
hat mir Herr Professor Hopr angegeben. Ich danke ihm hierfiir sowie fiir 
verschiedene weitere Ratschlige. 


1. Abbildungen mit nur endlich vielen Fixpunkten. 


Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen. Es bedeutet R" den n-dimen- 


sionalen Euklidischen Zahlenraum. Sind a,b die Punkte (a,,...,«,) und 
(f;,-- +» B,) des R*, so ist a+ 6 der Punkt («,+ f;,..., a, + ,) und a+b 
die aus den Punkten a und b bestehende Menge. Ist v der Vektor {y,, . . ., y,} 


*) Kneser: Glattung von Flachenabbildungen. Math. Ann. 100, 609—617 (1928); 
Die kleinste Bedeckungszahl innerhalb einer Klasse von Flachenabbildungen. Math. Ann. 
103, 347—358 (1930). 

*) Wecken: Fixpunktklassen I bis ITI. Math. Ann. 117, 659—671 (1941); 118, 216 bis 
234 (1941); 118, 544—577 (1941). 
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des R", so bedeutet a + v den Punkt (a, + 7, .. ., &,+ Yn); @ b ist der Vektor 
{B,— a%,-++»Ba— &n}- 

Es seien M und N Mengen des R". Dann ist M die abgeschlossene Hille 
in bezug auf den R" von M; N c M bedeutet, daB N echte oder unechte Teil- 
menge von M ist; die Bildung M — N setzt nicht N c M voraus. Ist N c M, 
so bezeichnet B(N; M) die Begrenzung beziiglich M von N. Die Entfernung 
von M und N wird mit oe (M, N) bezeichnet. Es bedeutet 6 (M) den Durch- 
messer von M und U (M; 4) die 6-Umgebung beziiglich des R" von M. 

Sind a,,..., a, linear unabhingige Punkte des R", so ist a, ...a, das von 
diesen Punkten aufgespannte abgeschlossene Simplex. Fiir solche Simplexe 
benutzen wir auch die Bezeichnungen z, z,, y usw. Das Innere von z in bezug 
auf seine Tragerebene wird mit J (x), der Rand in bezug auf die Tragerebene 
mit, z bezeichnet. 

Die Bezeichnung t = 1, 2,... besagt, daB i alle natiirlichen Zahlen durch- 
lauft. Durchliuft 7 nur endlich viele, so geben wir stets das letzte Glied an. 

Unter einem ,,simplizialen Komplex‘‘ im R* verstehen wir eine héchstens 
abzihlbare Menge K von Simplexen z des R*, von der 1), 2) und 3) gilt. 1) Alle 
Seiten eines Simplexes von K gehéren zu K. 2) Der Durchschnitt von zwei 
Simplexen von K gehért zu K. 3) Zu jedem Punkt p von K gibt es eine p 
enthaltende offene Menge des R*, die mit nur endlich vielen Simplexen von K 
gemeinsame Punkte hat. 

Wir nennen den im R* gelegenen simplizialen Komplex K einen ,,Euklidi- 
schen‘“’ Komplex, wenn zu jedem Punkt p des R*® eine offene Menge U > p 
des R” existiert, die mit héchstens endlich vielen Simplexen aus K gemein- 
same Punkte hat. 

Einen Euklidischen simplizialen Komplex K mit der Eigenschaft, daB eine 
natiirliche Zahl r und zu jedem Punkt p von K eine in K offene zum R* homéo- 
morphe Menge U 5 p existiert, nennen wir eine ,,Euklidische Mannigfaltig- 
keit. 

Ist K ein endlicher simplizialer Komplex, so bezeichnen wir K auch als 
ein ,,endliches Polyeder*. 

Fiir die folgende Definition und Satz 1 bezeichne z ein n-dimensionales 
Simplex des R, n > 0, und g einen inneren Punkt von z. 

Definition. Ist f eine affine Abbildung von z in den R* mit q als einzigem 
Fixpunkt, so nennen wir qg einen ,,affinen Fixpunkt‘‘ von f. — Es sei Q eine 
Gerade des R* durch g und f eine stetige Abbildung von z in Q mit q als ein- 
zigem Fixpunkt. Dann nennen wir q einen ,,linearen Fixpunkt“ von f. 

Und es gilt, wie aus bekannten Siatzen folgt, 

Satz 1. Ist f eine stetige Abbildung von x in den R mit q als einzigem Fiz- 
punkt, so existiert eine stetige Abbildung f' von x in den R* mit f'(p) = f (p), 
pC x, und der Bigenschaft, dap jeder Fixpunkt von f' linear ist. 

Im Beweis von Satz 4 benutzen wir folgenden 

Hilfssatz. Ist K ein simplizialer Komplex des R", so gibt es eine in allen 
(p, p’, t), fiir die p und p’ Trégersimplexe mit nicht leerem Durchschnitt haben 
22 
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und 0 < t < 1 ist, erklérte stetige Abbildung a in K mit 


(1) a (p, p’, 0) = p,a(p, p’, 1) = p’, 
(2) (a (p, p’,t), OS tS 1) = p fiir p= p’. 
Beweis. Wir bezeichnen die Eckpunkte von K mit ¢,, e,, ... evtl. ad inf. 


und mit A,;(p), i = 1, 2, ... evtl. ad inf., die durch 
p= ZA (ple,, LA (p)=1, Alp) =O 
und die Forderung, daB A,(p) = 0, wenn e, nicht zum Tragersimplex von p 
gehért, bestimmten Zahlen. 
Nun seien g und q’ zwei Punkte von K, deren Trigersimplexe x und 2’ 


von K gemeinsame Punkte haben. Wegen z - z’+ 0 ist dann J A; (q) A,(q’) + 0. 
also 

2 A, (q) As(') €:/ X A (q) A:(’) 
ein Punkt auf dem Simplex z- z’, wir bezeichnen ihn mit r. Dann bilden 
wir [0, $] durch a (gq, q’,t) linear auf qr und [4, 1] linear auf rq’ ab, so daB 
0 in g und | in q’ iibergeht. 

Die so festgelegte Abbildung a hat nach ihrer Erklarung die Eigenschaften 
(1) und (2). Da die A; stctig von p abhingen, ist a stetig in p, p’ und rT. 

Ein bekannter Approximationssatz lautet: 

Satz 2. Ist K ein endlicher simplizialer Komplex des R", f eine stetige Ab- 
bildung von K in sich und « eine positive Zahl, so gibt es eine Abbildung f' von K 
in sich mit o (f, f') < e und der Eigenschaft, daB jeder Fixpunkt von f’ im Innern 
eines Grundsimplexes von K liegt und affin ist. 

Ahnlich wie dieser Satz ergibt sich 

Satz 3. Es sei K ein simplizialer Komplex im R", P ein in K gelegenes 
endliches Polyeder, { eine stetige Abbildung von P in K und « eine positive Zahl. 
Dann gibt es eine stetige Abbildung f' von P in K mit 0 (f, f’) < ¢ und der Eigen- 
schaft, daB jeder Fixpunkt von f' im Innern eines Grundsimplexes von K liegt 
und affin ist. 

Der folgende Satz laBt sich auf Satz 3 zuriickfiihren. 

Satz 4. Hs sei K ein unendlicher simplizialer Komplex im R", f eine stetige 
Abbildung von K in sich und ¢ eine positive Zahl. Dann existiert eins zu f homo- 
tope Abbildung f’ mit o (f, f') <« und der Eigenschaft: jeder Fixpunkt von f' 
liegt im Innern eines Grundsimplexes von K und ist affin. 

Beweis. Es seien z, die leere Menge; 2,, x2, . . . die Grundsimplexe von K, 
r eine natiirliche Zahl und bereits eine solche Deformation (f*,0 <1 < r — 1) 
von f erklirt, daB 


(1) e (f, f*) < . : 0<t<r—-1, 


und jeder Fixpunkt g von f*! auf z+ --- + z,, die Eigenschaft hat: q liegt 
in J (%) +-+-+J (z,_,) und ist affin. 


Dann sei ¢, eine positive Zahl, so da8 sogar o (f, f7*) < ; — e, und P ein 


endliches in K gelegenes Polyeder, von dem gilt: z, liegt im Innern beziiglich 
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R von P, P liegt im offenen Stern von z,, es ist 
(2) p+ fr (p), PC (%+-+++%,4)° B(P; R). 


Wegen der Kompaktheit von A = (% + --- + 2,,)- B(P; K) und (2) gibt es 
Zahlen « > 0 und 7 > 0, so daB sogar 


(2’) o (p, f**(p)) > n, pC R-U(A;2a). 
Es sei Z ein endlicher Teilkomplex von K derart, daB f*-1(P) im Innern 


beziiglich K von Z liegt; 8 > 0 eine Zahl, so daB g’(P) CL fiir alle Abbil- 
dungen g’ von P in K mit 


(3) o (f*-*(p), g'(p)) < B, pcP. 

Wegen der Endlichkeit von L und dem obigen Hilfssatz gibt es eine Zahl 
y > 0 und eine fir alle (p, p’, t), p und p’ Punkte aus L mit 0 (p, p’) < y undt 
eine Zahl aus [0, 1], erklairte stetige Abbildung a in L mit den Eigenschaften: 


(4) a(p, p’, 0) = p,a(p, p’, 1) =p’, 


(5) (a (p, p’, t),0 StS 1) =p, wenn p=’. 


Aus (5) folgt weiter die Existenz einer Zahl y, mit 0 <y,< y, von der gilt: 
sind p und p’ Punkte aus L mit 0 (p, p’) < y,, so ist der Durchmesser von 
(a (p, p’, t), 0S t S1) kleiner als min (e,, 7). 

Nach Satz 3 gibt es dann eine stetige Abbildung g von P in K mit 
(6) @ (9 (p), f*-(p)) < min (8, 7), pc P, 
und der Eigenschaft, daB jeder Fixpunkt von g affin ist und im Innern eines 
Grundsimplexes von K liegt. Wegen (6) und der Erklirung von f liegt g (P) 
in L. 

SchlieBlich bezeichne P, ein Polyeder mit den Eigenschaften: zx, liegt im 


Innern beziiglich K von P,, P, liegt im Innern beziiglich A von P, es ist 


(7) (Zot +++ +2,4)'(P — P,)C U(A;2). 


Ferner A eine stetige Abbildung von P in [0,1] mit A (p) = 0, pc B(P; R), 
und A (p) = 1 fir pc P,. Es sei 


(8) h*(p) = a (f*(p), g (p), A (p) T) 


in allen (p,t) mit pc P und 0<1t<1. Da fr-(P) und g(P) in LZ liegen, 
so ist die Erklarung (8) wegen (6) und der Bedeutung von y, y, méglich. 


Nun sei f"(p) = f*-(p) fiir alle (p,t) mit pc K — P und r—1 <tr; 
weiter {*(p) = h*-°—») (p) fiir alle (p, rt) mit pc P undr—1 <tr. 

Dann ist zunachst 
(9) elt. f)< >: r—-lstar. 
Denn fiir p Cc P ist wegen (8), (6) und der Erklarung von y, der Durchmesser 
von (A*(p), 0 St <1) kleiner als ¢,. Daher folgt (9) aus der Ungleichung 
o (f, /*-*) - 


5 — &- — Ferner ist 


(10) p+ {"(p), pC (%t+°**'+2, 1») *(P — Py): 


99% 
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Aus (2’) und (7) folgt o (p, f*-(p)) > 7. Wegen (6) und der Erklarung von y, 
ist der Durchmesser von (h*(p), 0 < t <1) kleiner als 7. Und es liegt /*(p) 
auf der letzteren Kurve. 

Nun sei q ein auf z,+ --- + 2,, gelegener Fixpunkt von /". Ist erstens 
qa P, so ist o (q¢, P) > 0. Also stimmt / in einer Umgebung von g mit f* 
iiberein. Daher ist qg affin und im Innern eines Grundsimplexes von K gelegen. 
Zweitens sei gC P. Nach (10) ist dann g im Innern beziiglich P von P, ge- 
legen, also, da P, im Innern beziiglich K von P liegt, sogar im Innern beziig- 
lich K von P,. Daher stimmt f* in einer Umgebung von q mit g iiberein. 
Folglich ist qg auch im zweiten Fall affin und im Innern eines Grundsimplexes 
von K gelegen. Mithin: 

Jeder Fixpunkt von f* auf z+ --- + 2,_, ist affin und sogar in J (xq) + --- 
+ J (z,_,) gelegen. 

Jeder Fixpunkt von /’ auf z, ist affin und in J (z,) gelegen: x, liegt im 
Innern beziiglich K von P,, und es ist /*(p) = g (p) fiir p Cc P,. 

Da P im offenen Stern von 7, liegt, i = 1, 2, . . ., gibt es zu jedem Punkt g 
von K eine in K offene Menge U, > q und eine Zahl £,> 9 derart, daB f*(p) 

f* (p) fiir alle (p,t) mit pC U, und t=>€,. Daher ist die durch f' (p) 


f? (p), p CK, bestimmte Abbildung /' stetig. 
Durch (f*, tz > 0) wird f in f’ tiberfiihrt. Es ist 0 (f, f*) - fir rt > 0. Auf 


jedem z, hat f’ héchstens endlich viele Fixpunkte, jeder derselben ist affin 
und liegt sogar im Innern von 2;. 


2. Fixpunktmindestzahlen in unendlichen Polyedern. 


In jeder Abbildungsklasse eines hinreichend zusammenhangenden unend- 
lichen Polyeders gibt es Abbildungen ohne Fixpunkte: 

Satz 5. Es sei K ein zusammenhdngender, lokal \-dimensional zusammen- 
hiingender unendlicher Euklidischer simplizialer Komplex und f eine stetige 
Abbildung von K in sich. Dann gibt es eine zu f homotope Abbildung f' von K 
in sich ohne Fixpunkte. 

Beweis. Man kann annehmen, daB die Durchmesser der Simplexe von K 


3 : ie at s Ss 7 . ” 
simtlich kleiner als > sind. Nach Satz 4 laBt sich weiter voraussetzen, dab 


jeder Fixpunkt der Abbildung f isoliert ist und im Innern eines Grund- 
simplexes von K liegt. 

Ist K’ irgendein Teilkomplex von K, so bezeichnen wir jenen Komplex, 
der aus allen nicht zu K’ gehérigen Grundsimplexen von K und deren Seiten 
besteht, mit H (K — K’). 

Es sei e ein Eckpunkt von K und V, fiir i = 1,2,... die Menge aller 
Punkte p von K mito (e, p) < i; V,=e und V_,dieleere Menge. Fiiri=1,2,. . . 
sei A, der Komplex aller Simplexe von K, die mit 7; gemeinsame Punkte 
haben, und ihrer Seiten. 

Der Komplex H (K — A,) besteht aus nur endlich vielen Komponenten. 
Angenommen namlich, es waren D,, D,,... die unendlich vielen Kompo- 
nenten von H (K — A,). Gibt.es erstens eine Zahl € mit der Eigenschaft, 
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daB o (D,, e) < ¢ fiir unendlich viele k, so seien »,, rk = 1,2,..., diese k und q, 
fir k = 1, 2,... ein Punkt aus D,, mit 0 (q, e) < ¢. Die q, haben wenigstens 


einen Haufungspunkt, es sible q einen ida Dann ist qc K, und es 
hiufen sich in g Simplexe des simplizialen Komplexes K. Das widerspricht 
aber der Erklirung eines simplizialen Komplexes. Ist zweitens lim 0 (D,, e) 

©, so gibt es eine Komponente D, unter den D, mit der Eigenschaft: 
o (D,, A;) > 0. Dann sind D, und H (K — D,) zueinander fremde Teilkomplexe 
von K und D,+ H (K — D,) = K, obschon wir doch K als zusammenhiangend 
vorausgesetzt haben. 


Wir bezeichnen die endlichen Komponenten von H (K — A,), die auch leer 
sein kénnen, mit B,,k=1,...,m¥%, die unendlichen Komponenten mit 
Cy, k=1,..., m9. Fir i=1,2,... sei K; der Komplex A;+ ¥ B,, e be- 


t 
zeichnen wir auch mit Ko. 


Wir wollen nun zeigen: 


I. Ist 2 ein zu K,— K;_, gehoriges Grundsimplex von K, so baw es ein 


in K;,,— K; gulegenes Grundsimplex x’ von K und in H (K — A,_,) eine z 
und 2’ verbindende Kette von Simplexen; j eine natiirliche Zahl. 

Beweis von I. Wegen A,_, C Kj_,, By, C Kj4, k =1,...,m%_,, und 
x ( K;_, gibt es eine Zahl / mit zc C;_,,,. 

Da der Komplex C;_, ; unendlich ist, gibt es in ihm ein Simplex zp», das 
zu keinem der endlichen Komplexe A,, B;,,k = 1,...,m?, gehért. Daher 


existiert ein Zahl m, so daB z, in C;,, liegt. Der Komplex C,,, ist in C,_,,, 
enthalten; es besteht namlich C,_,,, aus allen Simplexen von H (K — A,_,), 
die sich in dem letzteren Komplex mit x, verbinden lassen; und jedes Sim- 
plex von C,,, laBt sich sogar in H (K — A,) mit z, verbinden. 

Aus 2 + Cjm CC;4, C H (K — A;.,) und der Eigenschaft des Komplexes 
C;_,,,, zasammenhiangend zu sein, folgt: 

1) Es l4Bt sich x in H (K — A,_,) mit C,,, verbinden. 

Der Komplex C,,, ist zu dem Komplex ¥ B,, + ¥ C;, = L fremd. Also 

k km 

ist C;,, zu A; nicht fremd; denn sonst waren L + A, und C,,, zueinander 


jm 


fremde Teilkomplexe von K mit (L + A;)+C K, obschon wir doch K 


jm 


als pare cpap gees vorausgesetzt haben. Es gibt also Grundsimplexe 


y CC;,, und y’ C A; von K mit y- y’+ 0. Da C,,, in H (K — A,) liegt, gehért y 
AX zu A;. 

Wir behaupten, daB y Simplex von 4A,,, ist. Wegen 4 (y’) < 1, y’ CA, 
und der Erklarung von A, ist namlich 9 (e, y’) <j + 1, wegen y- y'+ 0 also 
auch @ (e, y) <j +1 und daher 9 C A,,,. 

Aus y CA;,, und y CC;,, folgt, da kein Grundsimplex von K gleichzeitig 
zu K,und C,,, gehért, daB y in A;,,— K, liegt, wegen A,,, C K;,, daher in 
K;,,— K,;. Also: 

2) Es gibt ein Grundsimplex zx’ von K, das in C;,, und K,;,,— K, liegt. 
Aus 1), 2) und dem Zusammenhang von C;,,, folgt I. 

Ferner gilt: 


II. Sind z und x’ Grundsimplexe von K mit z - z+ 0 und ist L der Kom- 


jm 
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plex aller Simplexe von K, die mit x + z’ gemeinsame Punkte haben, und deren 
Seiten, so gibt es in L eine z und z’ verbindende 1-Kette. 

Dabei nennen wir eine endliche Folge von Simplexen aus K eine 1-Kette, 
wenn je zwei auf einander folgende Simplexe der Kette einen Durchschnitt 
von einer Dimension = | haben. 

Beweis von II. Ist dim (z-z‘)=1, so ist bereits z, x’ eine Kette der 
verlangten Art. Sonst seien g der Punkt z-2z’ und 2z,,...,Z,, derart die 
Grundsimplexe von K mit q als Eckpunkt, daB z,= x. Unter den Simplexen 
Za, -.-, Zm gibt es mindestens eines, das mit z, eine gemeinsame_ Seite einer 
Dissension = 1 hat; denn sonst zerlegte g die Menge z,+--*+ 2, obschon 
K in q lokal 1-dimensional zusammenhingt. So fortfahrend kann man die 
Simplexe zx, derart zu %y, umnumerieren, daB Zz,» +++, eine zx und 2’ 
verbindende 1-Kette ist. 

Aus IT folgt 

II’. Sind z und z’ Grundsimplexe aus K, die sich durch eine Kette 2, . . .,2,, 
aus K verbinden lassen, und ist L der Komplex aller Simplexe von K, die mit 
= x, gemeinsame Punkte haben, und deren Seiten, so gibt es in L eine x und z’ 
verbindende 1-Kette. 

Weiter wollen wir zeigen: 

III. Es sei j eine natiirliche Zahl und g eine stetige Abbildung von K in 
sich derart, daB gilt: jeder Fixpunkt von g ist isoliert und liegt im Innern eines 
Grundsimplexes von K,, auf K,_, liegt kein Fixpunkt von g. Dann laBt sich g 
unter Festhaltung auf V,;_, in eine Abbildung h deformieren mit den Eigen- 
schaften: jeder Fixpunkt von h ist isoliert und liegt im Innern eines Grund- 
simplexes von K ; auf K, befindet sich kein Fixpunkt von h. 

Beweis von III. Hat g auf K,; keinen Fixpunkt, so sei h = g. 

Nun sei z ein in K, gelegenes Grundsimplex von K, in dem sich Fixpunkte 
von g befinden. Dann liegt z nach Voraussetzung in K;— K; 4: 

Nach I gibt es ein in K,;,,— K, gelegenes Grundsimplex z’ von K und in 
H (K — A;_,) eine Kette — . «+s Lop, die x -_ x’ verbindet. Bezeichnet L 
den Komplex aller Simplexe von K, die mit Y xz), gemeinsame Punkte haben, 
und deren Seiten, so ist 


— F 3 

(1) ole, L)>)—-9- 
Denn ist y ein Grundsimplex aus L, so gibt es unter den er 2% ae +» Loy 
eines, es heiBe yo, mit @ (y, Yo) = 0. Da y, in H (K — A,_,) liegt, ist o (e, yp) 

, - 3 

-j — 1, wegen d(y) << 5 5 alee o(e,y)>j-3 
Zufolge II’ gibt es in L eine 1-Kette z,,...,z, mit x,= 2 und z,= 2’. 
Bezeichnet L, fiir i = 1, ...,8s — 1 den Komplex aller Simplexe von K mit 


Z,* Xj, als Seite, und deren Seiten, so folgt, da die Simplexe von K einen 
1 

Durchmesser < => haben, aus (1), daB 

(2) o (e, L,) >j-2, i aes a 


Wie eine einfache Uberlegung ergibt, lassen sich nun durch Ubergang 
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von 2 L, zu einer geeigneten Unterteilung des letzteren Komplexes und eine 
mehrfache Anwendung von Satz 7 bzw. 9 auf die Unterteilung die in z ge- 
legenen Fixpunkte von g innerhalb 2 Z, nach J (z’) verschieben. Genauer 
gesprochen: Es laBt sich g unter Festhaltung auf K — 2 L, in eine Abbildung 
h! deformieren, von der gilt: auf z + z’ liegt kein Fixpunkt von h'; auf J (z’) 
liegen héchstens endlich viele Fixpunkte von h'; jeder Fixpunkt von h! auf 
SL, — (x + 2’) ist auch Fixpunkt von g. 

Nach einer endlichen Anzahl von Anwendungen des Satzes 7 bzw. 9 ist 
eine Abbildung A mit den in III genannten Eigenschaften gewonnen. 

Aus III ergibt sich Satz 5 wie folgt. Jeder Fixpunkt der Abbildung f, 
die wir auch mit f} bezeichnen, ist isoliert und liegt im Innern eines Grund- 
simplexes von K; auf K, befindet sich kein Fixpunkt von f. Nach III gibt 
es daher eine Schar (f[,0 Sr < 1) stetiger Abbildungen f| von K in sich mit 
i) = f, ff (p) = f (p) far alle (p, t), p CV_, und 0 St S1, und der Eigenschaft: 
jeder Fixpunkt von f} ist isoliert und liegt im Innern eines Grundsimplexes 
von K; auf K, befindet sich kein Fixpunkt von f}. Auf f} laBt sich wiederum 
IIt anwenden. 

Insgesamt gibt es Scharen (f;,0 <1 1), +=1,2,..., stetiger Abbil- 
dungen f; von K in sich mit 1,) bis 3,): 

1,) Es ist f° = fi. 

2,) Fir alle (p, t) mit p C V;_, und 0 <r <1 ist ft (p) = f_,(p). 

3,) Jeder Fixpunkt von /} ist isoliert und liegt im Innern eines Grund- 
simplexes von K; auf K,_, befindet sich kein Fixpunkt von f}. 

Hierauf ist die durch 


(3) f(y) = fi (), PCVia— Viz, 
i=1,2,..., bestimmte Abbildung f’ von der verlangten Art: Es sei F = (f*, 
0 St 1) die Abbildungsschar (f[,0 St <1; ff,0S1tS1;...; f’), ferner g 


ein Punkt aus K und « eine Zahl aus [0,1]. Dann ist F in (g, «) stetig: Ist 
erstens « < 1, so gibt es Zahlen a, a, mit 0 < a< « < a,< 1 und eine natiir- 
liche Zahl i derart, daB (f*, ag t S a) gleich (ff,0 St <1; fj4,0S7S)). 
Hier ist F in (gq, «) stetig, da f°,,=/f} nach 1,,,). Zweitens sei « = 1. Hier 
bezeichne j eine Zahl, so daB q in V;— V,_, liegt. Zum Beweis, daB F in (q,«) 
stetig ist, geniigt es dann, (*) und (%) nachzuweisen: 

(*) f (p) = fhar(P), p CV;— V3-9; 

(3) fi (p) = f}+1(P), P CVs — Vise, 

fiir alle Abbildungen fj mit k>j +1 und0<1<1. Aus (*) und (§) folgt: 
es gibt eine Zahl £ < 1, so daB f"(p) = f° (p) fiir alle (p, rt) mit p CV,— Vis 
und €<t<l. Mithin ist, da die Abbildung ff stetig ist, auch im zweiten 
Falle F in (q, «) stetig. 

Zu (*). Wegen f= f und (3) ist f'(p) = f},,(p) in allen Punkten p von 
V;— Vj. f(p) = f} (p) far p CV;_.— Vj». Nach 2,,,) ist ferner f} (p) = f}+1(p) 
fiir p CV,_,. Mithin ist (*) richtig. 

Zu (*). Es ist fj (p) = fk..(p) fir p CV,_, nach 2,); also, wenn k =j + 2, 
(*) richtig. Nun sei k>j +2. Dann ist weiter f}_,(p) = f}..(p) fiir p CV x-s 
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nach 2, .,),.-.-, fhie(p) = ffis(p) fir p CV; nach 2;,,), wegen V; CV 
-Vy-, daher ($) gleichfalls richtig. 

Wegen f°= f, f= f’ und der Stetigkeit von F ist f’ zu f homotop. 

Es hat f’ keinen Fixpunkt: Ist g ein Punkt aus K, so gibt es eine natiirliche 
Zahl | mit g CV,_, — V;_,. Dann ist f’(q) = f} (q). Wegen V,_, CK;_, und 3,) 
ist q + f} (q), daher q+ f’ (q), wie behauptet. 

Damit ist Satz 5 bewiesen. 

Eine zusammenhingende 1-dimensionale unendliche Euklidische Mannig- 
faltigkeit K ist mit einer simplizialen Zerlegung des R' isomorph. Daher gibt 
es offenbar zu jeder stetigen Abbildung von K in sich eine homotope ohne 
Fixpunkte. Jede unendliche Euklidische Mannigfaltigkeit einer Dimension 

- 1 ist lokal 1-dimensional zusammenhingend. Aus Satz 5 folgt daher 


j+1 


Satz 6. Ist K eine zusammenhingende unendliche Euklidische Mannig- 
faltigkeit und f eine stetige Abbildung von K in sich, so gibt es eine zu f homotope 
Abbildung von K in sich ohne Fixpunkte. 

Beziiglich der Voraussetzungen, die in Satz 5 iiber den Komplex K an- 
gegeben sind, sei noch folgende 

Bemerkung gemacht. Betrachtet man statt Euklidischer simplizialer Kom- 
plexe beliebige simpliziale Komplexe, so bleibt, wie einige einfachere Ab- 
anderungen des Beweises ergeben, Satz 5 richtig. Im besonderen gilt also: 
Ist U eine offene Menge des R*, n > 0, und f eine stetige Abbildung von U 
in sich, so existiert eine zu f homotope Abbildung von U in sich ohne Fix- 
punkte. 


3. Verschiebung von Fixpunkten. 


Wir beweisen zunichst zur Anwendung auf Mannigfaltigkeiten den fol- 
genden 

Satz 7. Es seien K eine Euklidische Mannigfaltigkeit im R* mit dim K = 1. 
x und y verschiedene Grundsimplexe von K mit dim (xz « y) = (dim K) — 1, q ein 
innerer Punkt von x, ferner f eine stetige Abbildung von K in sich mit q als 
einzigem Fixpunkt auf z+ y. Dann lapt sich f unter Festhaltung auf K 
(2 + y) in eine Abbildung f' deformieren, von der gilt: auf x + y hat f’ nur 
einen Fixpunkt, und dieser liegt im Innern von y. 

Beweis. Wir bezeichnen mit U und U, in K offene zu einer Vollkugel 
homéomorphe Mengen, so daB U,c UC z+ y, gC U, und y- U,+ 0; mit r 
einen Punkt aus y - U,. 

Dann bedeute (¢", 0 < r < 1) eine Schar topologischer Abbildungen ¢* von K 
auf sich mit den Eigenschaften: in allen (p,r), fiir die entweder pc K und 
t = Ooder pc K — U,und0 <1 <1, ist p = ft" (p); es ist #(g) = r. Hierauf sei 

A(p) = 0 (p, K — U)\((o, K — VU) + o(p, O,)) fir pc K 
und f’ die durch f’(p) = t* f t-*”) (p), pc K, bestimmte Abbildung von K 
in sich. 

Fir pc K — U ist A(p) = 0. Fir pc 0 — U,j ist t*(p) = p,O< 1 <1, und 
p+f(p), daher p+ /'(p). Fir pc UD, ist A(p) = 1, daher f'(p) = @ ft (p). 
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Damit ist Satz 7 bewiesen. Und der Beweis des in der Einleitung schon 
angegebenen Hauptsatzes ist damit fiir offene Mannigfaltigkeiten, fiir die der 
Hauptsatz in Abschnitt 2 als Satz 6 besonders formuliert, beendet. Im all- 
gemeinen Fall reicht der Beweis bis zum Ende dieses Abschnittes. 

Bis zum SchluB von Abschnitt 3 bezeichne K einen simplizialen Komplex 
im R"; x und y verschiedene Grundsimplexe von K mit dim (z- y) = 1; 
L den Komplex alier Simplexe von K, die x- y zur Seite haben, und ihrer 
Seiten. Weiter sei g ein Punkt von J (zx); 6 ein Punkt von J (z- y); c ein 
Punkt im Innern von y; a der von b verschiedene Schnittpunkt der Geraden 
durch g und b mit x; z, ein Simplex mit dim z,= dim z, gC J (z,) und z, ¢ J (x); 
d der Punkt qb - z,. 

Hilfssatz 1. Es sei f eine stetige Abbildung von K in sich mit q als einzigem 
Fixpunkt auf A f (24) J \a b) und 
(*) t (p) cab, pc db—d. 

Dann lift sich { unter Festhaltung auf K — L in eine Abbildung f' deformieren, 
die folgende Eigenschaften hat: q ist der einzige Fixpunkt von f' auf L, f' (x,) 


J \a b), 


{ 


>) f'(p) CJ (z) — ab, pcdb—d. 
Beweis. Wegen d Cz, und f (z,) CJ (ab) CJ (2) liegt f(d) in J(z). Da 


J (x) in K offen ist, gibt es also einen Punkt d, auf J (d b), so daB sogar 
(1) f (p)c J (2), pcdd,. 


Nach (*) sind d,6 und f(d,6) zueinander fremd. Und daher existiert eine 
in K offene Menge U mit 
(2) d,bCUCL—z,,0-f(0) =0. 
Man iiberlegt sich nun leicht, da8 es eine stetige Abbildung u von U auf d,b 
gibt mit u(p) = p fir pcd,b, u(p) = d, fiir pCdd,-U, u(p) = b fiir pz. 
Dann liegt fiir pc U die Strecke p u (p) in K. 

Fir pc U und 0<1<1 bezeichnen wir den Punkt (1 — t) p+ 1 u (p) 
mit v (p,t). Es sei U, eine in K offene Menge mit d,5¢c U,, 0,c U und der 
Eigenschaft, daB 


(3) (v(p,t),OSts1)cu, pc U,; 





weiter (w (p, t), 0 < t <1) fir pc U, die Kurve (v (p, t), 0 St <1) + u (p) dy; 
ferner A (p) fiir pc U, die Zahl 


(4) o (p, U,— U,)K(o (p, 0, — Uy) + 0 (p, d,6)); 


schlieBlich f’(p) = f (p), pc K — U,, und 
(5) I’ (p) = f w (p, A (p)). pc 0. 
Die so erklarte Abbildung f’ von X in sich hat die verlangten Eigenschaften : 


Fiir pc U,— U, ist A (p) = 0, also f' (p) = f w (p, 0) = f v (p, 0) = f (p). Daher 
ist f’ stetig. Durch w ist f’ zu f homotop. 
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Wegen (2) und (3) ist w(p,r)C U, OS 1 <1, fiir pC U,. Also befindet 
sich nach (2) und (5) auf U, kein Fixpunkt von /’. 

Es gilt (*): Erstens sei p ein Punkt von (d b — d) — U,. Hier ist f’ (p) = f (p), 
wegen ab - U, weiter p< dd, und nach (1) also /’(p)c J (x). AuBerdem ist 
i'(p)qab wegen (*). Zweitens sei p in (dd, —d)-U, gelegen. Dann liegt 
(w (p,t), 0S t <1) auf dd, - d, also f'(p) auf f (dd, — d), wegen (*) und (1) 
mithin in J (z) — ab. Ist drittens p - db, so ist f'(p) = f w (p, 1) = f (d,) 

J (xz) — ab. 

Hilfssatz 2. Es sei f eine stetige Abbildung von K in sich mit q als einzigem 
Fixpunkt auf L, f (z_) c J (ab) und 
(*) { (p)c J (z) — ab, pcdb—d. 

Dann kann man { unter Festhaltung auf K — L in eine Abbildung f’ deformieren, 


die folgende Eigenschaften hat: p+ f'(p) fiir pC L —4q, f' (%,) CJ (ab), es ist 


") (p)cab + be, pcab. 
Beweis. Da { (b) nach, (*) in J (x) — ab liegt, gibt es einen Punkt r in 
x* y mit 





(1) f(b)r-ab 0, f(b)r—rcJd (x); 


also weiter eine in K offene Menge U mit bc UCL — z,, so daB sogar 


1’) f(p)r-(ab+0)=0 und jf (p)rcz, pc 0. 

Hierauf sei U, eine in K offene Menge mit 6c U, und 0, U, ferner A (p) 
fir pCU die Zahl o (p, U,)/(o (p, U;) + o (p, U — U)); weiter f'(p) = f (p), 
pc K — U, und 
(2) f'(p) = A (p) f (p) + (1 — A (p)) r, pc U. 

Dann ist p+ f'(p) fir pc L — q, f(x.) CJ (a 6), und es gibt einen Punkt b, 
auf J (db) mit 
(3) P(p)cz —ab, pcdb,—d, 

(4) f'(p) = 1, Pp b,b. 

Wir bezeichnen den Punkt f'(d) auch mit /(d). Liegt 1 (d) in ad, so sei 
l(p) = 1 (d) fir p db. Nun moge I (d) in db liegen. Hier bezeichne d, den 
durch d,+ (I (d) — d) = b bestimmten Punkt von d6. Und es sei 1 (p) = p 4 
+ (l(d) — d) fir pCdd,. Ist erstens d, zu b,b fremd, so sei weiter | (p) = 6 
fir pCd,b,. Fir p 6,6 sei, wenn die Zahl t durch p = (1 — t)b,+ Tb be- 
stimmt ist, / (p) = (1 — t)b + re. Zweitens liege d, in b,b. Hier sei fiir p <dyb, 
wenn wieder t durch p = (1 — rt) d,+ Tb festgelegt ist, 1 (p) = (1 — tr) b+ Te. 

Fiir p db ist dann 
(5) Pp IP (p)l(p)c z+ y und I (p)cab + be. 


Denn es ist d+ f'(d) = 1 (d). Fir pcdb,— d ist p+1(p) Cab und f'(p)c z - 
ab nach (3), also (5) richtig. Fiir p <b, ist p+ 1(p)Cab+ be und f\(p) 
r nach (4), daher (5) gleichfalls richtig. 











Abbildung von V auf db mit 


(6) 
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Nun kann /’ leicht angegeben werden. 
Es sei V eine in K offene Menge mit db —-dc VcL-— %_; v eine stetige 


v (p) = p fir pcdb, v (p) = b fir paz; 


w (p,t) der Punkt (1 — t) p + tv (p) fiir alle (p, r) mit p CV und OS 7r<1; 
W eine in K offene Teilmenge von V, die d 6 — d enthilt und die Eigenschaft 
hat: fiir pC W ist p fremd zu 


(7) 


(f w (p, 


t), OStS1)+fou(p)lv(p). 


Eine solche Menge existiert: Beni (5) haben wv (p) und fv (p) 1 v (p) einen 
positiven Abstand. Und bei geeigneter Wahl von W ist 0 rh v ant )) so klein, 
daB (7) gilt. 
Fiir pc W bezeichnen wir die Kurve (7) auch mit (g (p, tr), 0 < + < 1) und 
mit «(p) die Zahl o (p,W — W)/(o (p,W—W) + 0 (p, d b)). Dann sei f’ (p) 


f}(p) 


(8) 


f'(p). 


,pCK — W, und 


f'(p) = 9 (vp. # (Pp); pcw. 

Die so erklarte Abbildung f’ ist von der verlangten Art: 

Es sei g ein Punkt + d von =) W. Dann konvergiert u (p) gegen 0 fiir 
p-+q, daher f'(p) gegen g (p, 0) = f'w (p, 0), wegen w (p, 0) = p also gegen 


Mithin ist f’ in q stetig. i Beweis, daB f' stetig ist, geniigt es daher 


zu zeigen, daB f’ in d stetig: Fiir p+d geht 1 v (p) gegen f*(p) und daher die 


Kurve (7) 


Wegen U 


gegen f'(p). Also ist f’ auch in d stetig. 
CL bzw. W CL la8t sich unter Festhaltung auf K — L die Ab- 


bildung f in f' bzw. f! in f’ deformieren. 


p 


Aus f! (x9) < 


Jab b) und W 


Zum Beweis, daB p+ f'(p 
L — q, zu zeigen, daB fe W kein Fixpunkt von /’ liegt. Das folgt aber 
aus (8) und der Erklirung der Kurve (7). 


SchlieBlich ist f’ (d 
also f!(p) 


bewiesen. 
Hilfssatz 3. Es sei f eine stetige Abbildung von K in sich mit 


*} 


= g(p,1)=1(p). 


f (x) CJ 


CVCL — x, folgt f’ (x) CJ (ab). 
) fir pC L — q ist, geniigt es, da p+ f'(p) fiir 


) = fi(d) C fl (Z_) Cab. Und fiir pcab — dist u(p) = 
Daher ist auch (¥) richtig und mithin Hilfssatz 2 


(a b), p+ f (p) far pcL—q. 


Dann lapt sich f unter Festhaltung auf K — L in eine Abbildung f' deformieren 
mit den Eigenschaften: bei Ersetzung von f durch f' bleibt (*) richtig, es ist 


f (p) ab, pcdb—d. 

Beweis. Wegen p+ f (p), pC d6+ 6c, laBt sich zunichst f leicht unter 
Festhaltung auf K — L in eine Abbildung f' deformieren, von der gilt: (*) bleibt 
richtig, wenn man darin f durch f' ersetzt, i (db + bc) ist ein Streckenzug. 
Durch eine kleine Verschiebung von /*( db + bc), bei der f'(d) fest bleibt, 
laBt sich dann eine Abbildung g gewinnen, die folgende Eigenschaften hat: 
(*) bleibt richtig bei Ersetzung von f durch g; auf d b befinden sich nur endlich 


(5) 


viele Punkte p mit g (p) Ca a b; es ist a, b¢ dg (db b) und g (6) da ab. 
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Ist erstens dim x = 3, so kann man leicht durch eine kleine Abanderung 
von g auf J (db) eine Abbildung f’ der angegebenen Art gewinnen. 
Zweitens sei dim x = 2. Wir bezeichnen die Punkte p von db, in denen 
y (p) Cab ist, derart mit qo, . . ., Ym, daB o (d,¢,)< o (d, q;,,). Im Fall m = O ist 


nichts weiter zu zeigen. Nun sei m > 0; U eine in K offene Menge mit 





qno CU CL und (aq,,,+ 2): 0 =0. 

Dann geniigt es, zum Beweis von Hilfssatz 3 zu zeigen: 

I. Die Abbildung g laBt sich unter Festhaltung auf K — U in eine Abbil- 
dung h deformieren mit den Eigenschaften: p+h(p) fir p CU; es sind 
Jo: - « «> Im-1 ie einzigen Punkte p von db mit h (p) Cab. 

Denn nach m-maliger Anwendung von I erhalt man eire Abbildung /’ der 
verlangten Art. 

Beweis von I. Von den Eigenschaften der Abbildung g benutzen wir 
im folgenden, daB p + g (p) fir p C U0, q,, der einzige Punkt p von ab-U mit 
g (p) ab ist und J (Gm) in J (a b) liegt. 

Da g (dm) CJ (x) und J (x) in K offen ist, gibt es einen Punkt r auf J (q,, 5), 
so daB sogar 





(1) g (p) CJ (2), PC Im? 

Wegen rb-g(r 6) = 0 existiert weiter eine in K offene Menge V mit rh C V CU 
und 

(2) V-g9(V) = 0. 

Dann kann man, wie man sich leicht iiberlegt oder durch einen Vergleich 
mit dem Beweis des Hilfssatzes 1 klar macht, g unter Festhaltung auf K — U 
in eine Abbildung g' deformieren, von der gilt: p+ g'(p) fir pc U; es ist q,, 
der einzige Punkt p von a b- U mit g'(p) Cab; 

(3) (Gm) CF (ab), gm — Im) CI (x) — ab. 


Es bezeichne s einen Punkt auf z - y, so daB a 6 zu g'(b) s fremd ist. Wegen 
g'(b) CJ (x) — ab existiert s. Dann gibt es weiter eine in K offene Menge W 
mit bc W CU und 
(4) pdg'(p)s Cz, pcw. 

Hierauf kann man g' leicht unter Festhaltung auf K — U in eine Abbildung g* 
deformieren, die die Eigenschaften hat: p + g*(p) fiir p C U; der einzige Punkt p 
von ab- U mit g*(p) Cab ist q,,; es ist 


(5) 97 (Gm) <I (ab), g2(Gm — Im) Cx — ab; 


auf J (dm) gibt es einen Punkt 5, und auf J (bc) einen Punkt },, so dab 
bb, CU und 


(6) g? (bob + bb) = 8. 


Weiter sei J eine fixpwnktfreie Abbildung von q,, 6 + 66, in ab + bc mit 
l (Gm) = 9? (Gm) und g?(¢,59)C ab. Eine solche Abbildung existiert wegen 
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Im 97 (Im) C ab, wie man sich leicht iiberlegt oder vermége der im Beweis 
zu Hilfssatz 2 auch mit / bezeichneten Abbildung klar macht. 

Dann ist 
) Pig? (p)! (p), PCImb + bby. 


(7 
Denn es ist g?(q,,) = 1 (Gm) + Ym: Fiir p CJ (mo) ) liegt g?(p) in z —a ab nach (5) 
und / (p) in ab — p, daher ist hier (7) }) richtig. Fiir die Punkte p von bb b+5b, b, 
ist g?(p) = 8 nach (6) und 1 (p) in (ab + be) — p gelegen, also gleichfalls (7) 
richtig. 

Bezeichnet dann Z eine in K offene Menge, die (q,,b + b b,) — dm enthalt, 
in U liegt und deren abgeschlossenen Hiille Z zu a q,, — Ym fremd ist, so laBt 
sich g? auf Z in eine Abbildung g* deformieren mit p + g°(p), p C Z, und 


(8) g@(p)\cab+be, Pp Ino + bb,. 


Dann sind die Punkte q,...,q, die einzigen Punkte p von dq,,, fir die 
g*(p) in a b liegt. 

Aus g® schlieBlich ergibt sich leicht die Existenz einer Abbildung h der 
verlangten Art, womit Hilfssatz 3 bewiesen ist. 

Hilfssatz 4. Es sei U eine in K offene qb enthaltende Menge, ferner f eine 
stetige Abbildung von K in sich mit q als einzigem Fixpunkt auf L und f (U) c 

ab+bc. Dann lat sich f wnter Festhaltung auf K — TL in eine Abbildung f' 
deformieren mit der Eigenschajt: f' hat auf L nur einen Fixpunkt, dieser liegt 
im Innern von y. 

Beweis. Da U in K offen ist, gibt es einen Punkt q, auf J (a q) und einen 
Punkt r, auf J (6c) derart, daB g,6 + br, in U liegt. Es bezeichne dann r 
einen inneren Punkt von 6 7, r, und U, eine in K offene Menge mit q qgbo+6rc 0,, 
U; PT af Pa Bes ry on 

nh. sei (g',0 St <1) eine Schar topologischer Abbildungen g* von 





qo + br, auf sich, von der gilt: p"(q,) =q, und g*(r,)=7, fir OS7tSl, 
yp’ (p) = p fir pc qb + br, g(r) = gq. Statt ~*(p) schreiben wir auch VAL. (p, T). 
Mit w bezeichnen wir eine stetige Abbildung_ von n U, auf q,6 + bn, die 
folgende Eigenschaften hat: u (p) = p fiir p < qb + br,, u(p) liegt in einem 
Simplex > p. Fiir alle (p, rt), pC 0, und 0 <1 <1, nennen wir den Punkt 
(l—t) p+t4u(p) auch v (p, 7). 
Nun sei V eine in K offene Menge mit 


(1) VCU+ Gtr) b+ by) — Gtr) CV; 
weiter A (p) fiir p C U, die Zahl 0 (p, 0, — U,)/(o (p, U,— U;) + @ (p, V)); als- 
dann f'(p) = f (p), p CK — U,, und 
(2) f'(p) = fv(p,4(p)), pcu, 

Die Abbildung f' ist stetig: Erstens sei s ein Punkt + q,, 7, auf U,— U,. 
Dann geht A (p)+0 fiir ps, also f'(p) gegen f v (p, 0) = f (p). Zweitens sei s 


einer der Punkte g, und r,. Dann geht fiir ps der Durchmesser der Kurve 
(v (p, t), OS t <1) gegen Null. 
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Wir nehmen an, daB ab + bc auf einer Geraden G liegt. Ist p irgendein 
Punkt auf G, so bezeichnen wir mit [p]' den Punkt a, p oder c, je nachdem 
1), 2) oder 3) vorliegt: 1) es gibt eine Zahl € > 0 mit p=a+ tha: 2) der 
Punkt p liegt in a 6 + bc; 3) es gibt ein £ > 0, so daB p = ¢ + the. 

Dann sei y (p) fiir p CV die Zahl 
(3) e (p.V— Vy (p.V—V) + 0 (p, 46 + r,)); 
hierauf f’(p) = f'(p), p CK — V, und 
(4) f (p) = (u (p) + Pp (u (p), # (P)) — Y (uP), w (P))Y, pc. 

Die Abbildung /’ ist stetig. Zum Beweis sei erstens s ein Punkt + q,, 7, 
von V—V. Dann konvergiert « (p) gegen 0 fiir p+s, also p(u(p), u (p)) 
gegen p (u (p), 0) = u(p), mithin f’(p) gegen f'u(p). Nun ist fu (p) = f(p) 
fiir p C V, also: Fiir p + s geht /’ (p) gegen f'(p). Zweitens sei s einer der Punkte 
g, und r,. Hier geht u(p) gegen s fiir p+s, wegen p(s,t)= 8,057 Sl, 
also gleichfalls f’(p) gegen f*(p). 

Der einzige Fixpunkt von f’ auf V ist r: Auf V— (ab+ bc) liegt kein 
Fixpunkt von /’, da dort /’(p) Cab + bc. Verbleibt, f’ zu priifen auf V - (ab + 
+ be). Die letztere Menge ist gleich (q,6 + 6r,) — (¢,+ 7). Es sei s ein Punkt 
dieser Menge. Dann ist u (s) = 1 und u (s) = s, also 

f(s) = [8 +f p(s, 1) — p(s, DY - 
Ist s +r, so ist p(s, 1) +, also fg (s, 1) — p(s, 1) + 0 und daher f(s) + s. 
Fiir s = r ist @ (s, 1) = q, also f’(s) =r. 

Damit ist Hilfssatz 4 bewiesen. 

Uber Verschiebung von Fixpunkten kénnen wir nun herleiten: 

Satz 8. Es sei { eine stetige Abbildung von K in sich mit dem in J (x) ge- 
legenen Punkt q als einzigem Fixpunkt auf L; iiberdies sei q bei f linear. Dann 
kann man f unter Festhaltung auf K — L derart in eine Abbildung f’ deformieren, 
da gilt: auf L befindet sich nur ein Fixpunkt von f' , dieser liegt im Innern von y. 

Beweis. Das oben erklirte Simplex z, kann als so klein gewihlt ange- 
nommen werden, daB f auf z, linear ist. Dann gibt es also eine Gerade G 
durch q mit f (z,) CG. Wie man sich leicht iiberlegt, kann man voraussetzen, 
daB ab CG und 
(1) f (2) CJ (ab). 

Wegen (1), p+ f (p), p CL — q, und der Hilfssitze 1, 2, 3 laBt sich hierauf 
f unter Festhaltung auf K —T in eine Abbildung / iiberfiihren mit den 
Eigenschaften: 

(2) P(x) CJ (ab), p+ f'(p) fir p CL —4q, 
(3) P(p) Cab+be, p cab. 

Und die Abbildung f' laBt sich leicht derart auf L deformieren, daB gilt: 
(2) bleibt richtig, wenn man darin f' durch f? ersetzt; es gibt eine in K offene 
Menge U mitdb CU und 


(4) pcu. 
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Das ergibt sich wie folgt. 

Es sei uw eine stetige Abbildung von Z auf db mit u (p) = pfir pc db, u(p)=d 
fiir pC x, und u (p) = b fiir pC z. Ferner v (p, r) fiir alle (p, t) mit p C Z und 
0 <t 1 der Punkt (1 — rt) p+ Tu (p). 

Wegen p+ /f'(p), pc db, und p = u(p), pc db, gibt es eine Zahl 7 > 0 
und eine in K offene Menge U, mit dbc U,c L und 
(5) pd(fv(p,t), 0StS1), pc. 

Dann sei U eine in K offene Menge mit dbc U und 0c U,, weiter A (p) fiir 
pc U, die Zahl 9 (p, U,— U,)i(o (p, 0, Uy) + @ (p, D)); ferner f* (p) = f*(p), 
pC K — U,, und 

(6) P(p) = fv (p, A (p)), pcU,. 

Fiir pc z,: 0, ist u(p) = d, daher v (p, A (p)) Cz, und also f*(p) CJ (a b) 
wegen (2). Mithin ist f*(z,)c J(a 5). Fir pc U ist A(p) =1, also f*(p) 

fiu(p), wegen u (p) C db und (3) daher f?(p) < ab + bc. SchlieBlich folgt 
aus (5), daB f* auf U, keinen Fixpunkt hat. Insgesamt hat f? die angefiihrten 
Eigenschaften. 


Hierauf ist V= J (x4) + U eine in K offene Menge, die qb enthalt und 
durch f? in ab + bc abgebildet wird. Also liefert Hilfssatz 4 eine Abbildung f’ 
der geforderten Art. 

Aus Satz 1 und Satz 8 folgt leicht 

Satz 9. Es sei f eine stetige Abbildung von K in sich, die auf L — J (zx) 
keinen Fixpunkt und auf x nur endlich viele Fixpunkte hat. Dann kann man 
{ unter Festhaltung auf K — L in eine Abbildung f' deformieren, von der gilt: 
es hat f’ auf L héchstens endlich viele Fixpunkte, jeder derselben liegt im Innern 
von y. 

Beweis. Es seien a,, . . ., a, die Fixpunkte von f auf x und x, .. ., 2, paar- 
weis zueinander fremde Simplexe in zx mit dim z,;= dim zx, a, CJ (z,) und 
f (z,)c x. Nach Satz 1 gibt es eine stetige Abbildung /! von K in sich, die die 
Eigenschaften hat: f'(p) = f (p) fir pq 2 2,; P(x, Cc x firi=1,..., 7; jeder 
Fixpunkt von f! auf 2 z, ist linear. 

Wir bezeichnen die Fixpunkte von /' auf x mit },,..., 6,. Dann existieren 
eine simpliziale Unterteilung K’ von K und in K’ Grundsimplexe z,,, k = 1, . . ., 


m;,i =1,...,8, mit 1) bis 3): 1) es liegt das Polyeder X z,, in L, fiir j +1 
i, k 
sind Y x, und XY x, zueinander fremd; 2) fiir i = 1, ..., 8 ist b, in J (zq) und 
k k 
- 2 5 ee ee ns ao Gey - 
Tim, in y gelegen; 3) fir k= 2,...,m,,i=1,..., 8, ist dim (x, 41° X) 2 1 


Durch mehrfache Anwendung von Satz 8 ergibt sich dann eine Abbil- 
dung f’ der verlangten Art. 
4. Fixpunktfreie kleine Deformationen. 


Stetige Abbildungen eines Polyeders in sich, die zur Identitaét homotop 
und tiberdies von dieser wenig entfernt sind, fiihren von den oben behandelten 
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beliebigen stetigen Selbstabbildungen zu den Vektorfeldern in differenzier- 
baren Mannigfaltigkeiten. Um der Bedeutung der letzteren willen sollen in 
diesem Abschnitt die obigen Ergebnisse auf die in Rede stehende Art von 
Abbildungen angewandt bzw. in dieser Richtung erginzt werden. Ein — in 
den Untersuchungen der vorangehenden Abschnitte nicht enthaltenes — Er- 
gebnis der nachfolgenden Uberlegungen sei vorweggenommen: In jeder diffe- 
renzierbaren offenen Mannigfaltigkeit existiert ein singularitétenfreies Vektor- 


feld. 


In Abschnitt 1 haben wir gezeigt, daB sich jede stetige Abbildung eines 
unendlichen Polyeders in sich tiberfiihren 1aBt in eine Abbildung, deren Fix- 
punkte simtlich affin sind. Im besonderen existiert also eine zur Identitat 
homotope Abbildung, so daB jeder Fixpunkt der letzteren Abbildung affin ist. 
Wir wollen dieses Ergebnis, indem wir zwei in dem Polyeder K gelegene 
Punkte, deren zu K gehérige Trigersimplexe einen nicht leeren Durchschnitt 
haben, als in ,,benachbarten“ Simplexen gelegene Punkte bezeichnen, ver- 
scharfen zu 

Satz 4’. Ist K ein unendlicher simplizialer Komplex im R", so existiert eine 
identitétshomotope Abbildung f von K in sich mit den Eigenschaften: fiir alle 
Punkte p aus K liegen p und f (p) in benachbarten Simplexen von K; jeder 
Fixpunkt von f ist affin und im Innern eines Grundsimplexes von K gelegen. 

Beweis. Bezeichnet K’ eine baryzentrische Unterteilung von K und f°® 
eine simpliziale Abbildung von K’ in K, die jedem Eckpunkt e von K’ als Bild 
einen Eckpunkt des Triagersimplexes von e in K zuordnet, so bestimmt /° 
eine stetige Abbildung von K in sich mit den Eigenschaften: zu jedem Punkt 
p ( K gibt es ein Simplex von K, das p und f®(p) enthalt; zu jedem Fixpunkt 
der Abbildung f° existiert eine in K offene Menge, die diesen Fixpunkt enthilt, 
aber keinen weiteren Fixpunkt. 


Hierauf seien q,, 42, . . ., die Fixpunkte von f° und V,, V;,... in K offene 
Mengen derart, daB q, CV, fir i=1,2,... und V;,- Vi,=0 fiir i+ %,. Es 
bezeichne q einen der Punkte g;, V das zugehérige V; und P ein in V gelegenes 
endliches Polyeder, so daB q im Innern beziiglich K von P liegt; ferner w > 0 
eine Zahl der Eigenschaft: ist f’ eine Abbildung von K in sich mit 0 (f°, f’) < , 
so gilt in allen Punkten p aus P, daB p und f'(p) in benachbarten Simplexen 
von K liegen. 

Wegen p+ /f°(p), pc B(P; K), und der Kompaktheit von B(P; K) 
existiert eine Zahl 7 > 0 derart, daB sogar o (p, f°(p)) > » fiir p C B(P; R). 
Eine Anwendung von obigem Satz 3 ergibt dann — wie im Beweis zu Satz 4 
an der entsprechenden Stelle — eine zu f° homotope Abbildung f von K in 
sich, von der gilt: auf K — P stimmen f® und f iiberein; auf P ist die Ent- 
fernung von f° und f' kleiner als w; jeder in P gelegene Fixpunkt von /' liegt 
im Innern eines Grundsimplexes von XK und ist affin. 

Wegen o (f°, f') < » und der Erklarung von @ gilt auch von /', daB fir 


alle p CK die Punkte p und f'(p) in benachbarten Simplexen von K liegen. 
Da die V; paarweis zueinander fremd sind, P in V liegt und f*(p) = f°(p), 
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pV, ist, kénnen wir die an f° auf V vorgenommene Abinderung fiir auf 
jedem V, durchgefiihrt nehmen. Die auf solche Weise entstehende Abbildung f 
ist von der in Satz 4’ geforderten Art. 


Den in Abschnitt 3 hergeleiteten Satz 9 kann man, wie eine Durchsicht 
der den Beweis dieses Satzes vorbereitenden Hilfssitze ergibt, abwandeln zu 

Satz 9’. Es bezeichne K einen simplizialen Komplex im R*; x und ¥ ver- 
schiedene Grundsimplexe von K mit dim (z- y= =1; L den Komplez aller 
Simplexe von K, die x- y zur Seite haben, und ihrer Seiten. Ferner sei f eine 
stetige Abbildung von K in sich, von der gilt: auf L — J (x) liegt kein Fixpunkt 
von f; auf x liegen nur endlich viele Fixpunkte von f; fiir alle Punkte p von K 
sind p und f bi in benachbarten Simplexen von K gelegen. Dann existiert eine 


Schar ({*, 0 < t < 1) stetiger Abbildungen f* von K in sich mit den Sipupemapon : 
f* (p) i (p) in tte | (p, t), fiir die entweder p - K und t = 0 oder pc on 
und 0 <1 <1; fiir alle (p,t) mit pc K und 0 <1 <1 liegen p und f*(p) in 


benachbarten Sacatoeal von K; auf L — J (y) befindet sich kein Fixpunkt der 
Abbildung f'; auf y liegen nur endlich viele Fixpunkte von f}. 


Auf Satz 9’ laBt sich, wie wir nun zeigen wollen, der folgende Satz zuriick- 
fiihren, der fiir die Klasse der identitatshomotopen Abbildungen eine Ver- 
schirfung von Satz 5 darstellt. 


Satz 5’. Ist K ein zusammenhingender, lokal 1-dimensional zusammen- 
hiingender unendlicher Euklidischer simplizialer Komplex, so existiert eine 
identitiéitshomotope Abbildung f von K in sich mit den Eigenschaften: fiir alle 
Punkte p von K liegen p und f (p) in benachbarten Simplexen von K; es hat { 
keinen Fixpunkt. 


Beweis. Wir kénnen annehmen, daB die Durchmesser der Simplexe von K 
simtlich kleiner als 4 sind. Weiter kénnen wir Satz 4’ zufolge mit f° eine 
identitatshomotope Abbildung von K in sich bezeichnen, von der gilt: fir 
pC K liegen stets p und f°(p) in benachbarten Simplexen von K; jeder Fix- 
punkt von f° ist im Innern eines Grundsimplexes von K gelegen und regular. 
Dabei bezeichnen wir wie iiblich einen Fixpunkt als ,,regulir“, wenn er be- 
ziiglich K eine zu einer Vollkugel homéomorphe Umgebung besitzt. 


Die Bedeutung von e, V;, A;, By, Cy, und K;, sei die gleiche wie im Beweis 
zu Satz 5. Es bedeute also e einen Eckpunkt von K und VJ, fiir ¢ = 1, 2,. 
die Menge aller Punkte p von K mit 0 (p, e) > i, V, den Punkt e und V_, die 
leere Menge; A, fiir i = 1,2,... den Komplex aller Simplexe von K, die 
mit V; gemeinsame Punkte haben, und ihrer Seiten usw. 


Die im Beweis zu Satz 5 unter I und II angegebenen Higenschaften des 
Komplexes K zusammenfassend, kann man leicht folgende Eigenschaft von K 
nachweisen : 


E. Ist i eine natiirliche Zahl-und z ein in K,— K,_, gelegenes Grund- 
simplex von K, so existiert ein in K,,,— K, gelegenes Grundsimplex z’ von 
K und in K eine z und z’ verbindende 1-Kette z,,..., Z,, derart, daB z,-V;_, 
= 0 fiir jedes Simplex z, von K, das zu z, + +++ + gm» nicht fremd. 
23 
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Nun bezeichne j eine der Zahlen 0,1,.... Wir machen die Annahme, 
es sei bereits eine Schar (f*, 0 < t <j) stetiger Abbildungen f* von K in sich, 
von der 1,) bis 4,;) gilt, erklart. 

1,) Auf K, befindet sich kein Fixpunkt der Abbildung //. 

2;) Jeder Fixpunkt von f? liegt im Innern eines Grundsimplexes von K 
und ist regular. 

3,) Fir alle (p,t) mit pc K und 0 <r <j liegen die Punkte p und f*(p) 
in benachbarten Simplexen von K. 

4;) Sofernj > 1, ist f*(p) = f*(p) in allen (p, t) mit pc V;_, undi <1 <i 4 
+1;s=1,...j-—1. 

Fiir j = 0 ist die vorstehende Annahme der Erklirung von f° zufolge 
richtig. Wir wollen zeigen, daB aus der Richtigkeit von 1,) bis 4;) diejenige 
von 1,,;) bis 4;,,) folgt. 


Zu diesem Ende seien y,, . . ., y, die in K,,, — K, gelegenen Grundsimplexe 
von K. Nach E existiert fiir i = 1, ..., rin K;,, — K;,, ein Grundsimplex y; 
von K und in K eine 1-Kette y,, & = 1, ...,17,;, von y, nach y; mit der Eigen- 
schaft, daB y,- V;,,= 0 fiir jedes Simplex y, aus K, das zu F y, nicht fremd. 
Hierauf braucht es zum Beweis von 1,,,) bis 4;,,) offenbar nur den Nachweis 
folgender Behauptung. 

B. Es seien / eine der Zahlen 1, . . ., r und y, y’ in der Kette y,, k = 1, . . ., 
r,, zwei aufeinander folgende Simplexe; weiter L der Komplex aller Simplexe 
von K, die y- y’ zur Seite haben, und ihrer Seiten. Ferner bezeichne g eine 
stetige Abbildung von K in sich mit den Eigenschaften: fiir alle p C K liegen 
die Punkte p und g(p) in benachbarten Simplexen von K; jeder Fixpunkt 
von g ist im Innern eines Grundsimplexes von K gelegen und regular. Dann 
existiert eine Schar (g‘,0 <1 <1) stetiger Abbildungen g* von K in sich 
derart, daB gilt: g*(p) = g (p) in allen (p, t), fiir die entweder p C K und t = 0 
oder p C K — L und 0 St J 1; fiir alle (p, tr) mit p C K und 0 <1 < 1 liegen p 
und g*(p) in benachbarten Simplexen von K; jeder in L — (¥ + y’) gelegene 
Fixpunkt von g' ist auch Fixpunkt von g; auf y + y’ befindet sich kein Fix- 
punkt von g'; jeder auf J (y’) befindliche Fixpunkt der Abbildung g' ist regular. 

Die Richtigkeit von B ergibt sich, wenn man von L zu einer geeigneten 
simplizialen Unterteilung dieses Komplexes iibergeht, leicht aus einer mehr- 
fachen Anwendung von Satz 9’. 

Mit f (p) = f*(p), p C Vi-.— V,_3 und i = 2,3, ..., ist hierauf f, wie sofort 
aus den 1,) bis 4,), « = 2,3,..., folgt, eine Abbildung von K in sich, welche 
die von ihr in Satz 5’ geforderten Eigenschaften hat. 

SchlieBlich wollen wir aus Satz 5’, aus dem sich auch die zu Anfang dieses 
Abschnittes gemachte Bemerkung iiber singularititenfreie Vektorfelder in 
differenzierbaren offenen Mannigfaltigkeiten leicht ergibt, noch eine einfache 
Folgerung ziehen. Ist ¢ eine positive Zahl und K’ eine simpliziale Unterteilung 


von K, deren Simplexdurchmesser simtlich kleiner als sind, so kann man 


Satz 5’ im besonderen auf K’ statt K anwenden. Mithin: 
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err 


Satz 5’. Ist K ein simplizialer Komplex der in Satz 5 angegebenen Art 
und ¢ eine positive Zahl, so existiert eine identitétshomotope Abbildung f von K 
in sich, von der o (p, f (p)) < e, p CR, gilt und die keinen Fixpunkt hat. 

Endlich sei noch bemerkt, daB aus Satz 5’ und dem in Abschnitt 1 an- 
gegebenen Hilfssatz folgt: Hat K die gleiche Bedeutung wie in Satz 5, so 
existiert eine Schar (f*,0 <1 <1) stetiger Abbildungen f* von K in sich 
derart, daB, wenn ¢ eine positive Zahl und f die Identitaét von K bezeichnet, 
o (f, f*) < e fir 0 St S 1, die Abbildung f' keinen Fixpunkt hat und f° = f ist. 

Damit schlieBen unsere Untersuchungen. 


(Eingegangen am 25. Juli 1953.) 
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Eine Begriindung der hyperbolischen Geometrie. 
Von 


WILHELM KLINGENBERG in Hamburg. 


Seitdem J. Hsetmstev') im Jahre 1907 den Spiegelungsbegriff in dic 
Grundlagen der Geometrie eingefiihrt hat, gibt es eine umfangreiche Literatur 
iiber das Problem, die Bewegungsgruppen der ebenen euklidischen und nicht- 
euklidischen (also elliptischen und hyperbolischen) Geometrien durch Forde- 
rungen an ihre involutorischen Elemente, das sind die Geradenspiegelungen und 
Punktspiegelungen, axiomatisch zu charakterisieren. Der Zusammenhang 
zwischen den Grunddingen der Geometrie und ihrer Bewegungsgruppe ist 
einfach dadurch gegeben, daB die Geraden und Punkte eineindeutig den Spie- 
gelungen an ihnen zugeordnet werden kénnen und die Relationen ,,inzident“, 
orthogonal“, ,,im Biischel liegen‘‘ usw. einfache Relationen zwischen den 
zugehérigen Gruppenelementen bedeuten. 

ARNOLD ScHMipT?’) hat ein auf diesen Prinzipien aufgebautes Axiomen- 
system fiir eine absolute Geometrie*), das ist ein der euklidischen und den 
beiden nichteuklidischen Geometrien gemeinsamer Bereich, aufgestellt und 
untersucht; F. BacHMANN‘) hat es wesentlich vereinfacht. Es ergibt sich so 
das Problem, durch zusitzliche Forderungen aus diesem Axiomensystem die 
elliptische, euklidische und hyperbolische Geometrie herauszuschilen. Fiir 
die elliptische Geometrie, die dem Spiegelungskalkiil besonders gut angepaBt 
ist, hat ARNOLD ScumiptT?*) die Lésung selber angegeben; eine besonders ein- 
fache Herleitung bis zur koordinatenmaBigen Charakterisierung stammt von 
F. BAcHMANN®). Die euklidische Geometrie hat F. BacHMANN®) hergeleitet; 


1) J. Hsetmstev: Neue Begriindung der ebenen Geometrie. Math. Ann. 64, 449—474 
(1907). 

*) Aknotp Scumipt: Die Dualitét von Inzidenz und Senkrechtstehen in der abso- 
luten Geometrie. Math. Ann. 118, 609—625 (1943). 


*) D. Hireert: Grundlagen der Geometrie, 7. Auf]. Leipzig und Berlin 1930. Hier ver- 
steht HitBerrt unter ,,absoluter Geometrie“ nur einen der euklidischen und hyperbolischen 
Geometrie gemeinsamen Bereich. 

*) F. Bacumann: Zur Begriindung der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff. Math. 
Ann. 128, 341—344 (1951). Ein auf Grund des hier angegebenen Axiomensystems voll- 
standig durchgefiihrter Aufbau der absoluten Geometrie findet sich in der Vorlesungs- 
ausarbeitung ,,Grundlagen der Geometrie“ von F. Bacnmann, Kiel 1951. 

5) Noch nicht veréffentlicht. Man vergleiche auch den Anhang zu der in *) zitierten 
Note. 

*) F. Bacumann: Geometrien mit euklidischer Metrik, in denen es zu jeder Geraden 
durch einen nicht auf ihr liegenden Punkt mehrere Nichtschneidende gibt, Teil I und II in 
Math. Z. 51, 752—779 (194%) und Teil ITI in Math. Nachr. 1, 258—276 (1948). Vgl. auch 
die in ‘) zitierte Vorlesungsausarbeitung. 
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er entdeckte dabei die metrisch-euklidische Geometrie, die im wesentlichen 
ein gegeniiber dem Lotefillen und Punktverbinden abgeschlossener Teil- 
bereich der euklidischen Geometrie ist. 


Die hyperbolische Geometrie dagegen wurde bisher noch nicht aus dem 
genannten Axiomensystem der absoluten Geometrie hergeleitet, und auch 
sonst kennt man noch keine Charakterisierung der hyperbolischen Bewegungs- 
gruppe aus ihren involutorischen Elementen. Die vorliegende Note schlieBt 
diese Liicke, indem sie zeigt, wie man durch das Axiomensystem der abso- 
luten Geometrie, unter Hinzunahme weiterer Axiome, die randparallele Ge- 
raden (oder Enden bei D. HILBERT*)) betreffen, eine hyperbolische Geometrie © 
liber einem beliebigen angeordneten Korper charakterisieren kann. Die hyper- 
bolische Bewegungsgruppe O (3, K, Q) => PGL (2, K)”) von G besteht aus den 
Kollineationen, die einen einteiligen Kegelschnitt Q in einer projektiven Ebene 
iiber einem angeordneten Korper K in sich iiberfiihren. Die Anordnung 
von K entspricht dabei der Einteilung der Punkte der Ebene in eigentliche 
oder innere und uneigentliche oder auBere. 


In der hyperbolischen Bewegungsgruppe O (3, K, Q) gibt es die Unter- 
gruppe vom Index 2 der eigentlichen Bewegungen, deren Elemente als Pro- 
dukt einer geraden Anzahl von Geradenspiegelungen ausgedriickt werden 
kénnen. Diese Untergruppe wird schon durch die Punktspiegelungen erzeugt, 
wobei sich jede eigentliche Bewegung als Produkt von héchstens vier Punkt- 
spiegelungen schreiben ]48t; vermutlich reichen jedoch bereits drei aus, wie 
in dem Falle, daB in K jedes positive Element Quadrat ist. 


Ein Positivbereich P von K ist eine gegeniiber der Addition und Multi- 
plikation abgeschlossene Menge von positiven Kérperelementen, die alle 
Quadrate ungleich Null von K umfaBt. P enthailt damit den minimalen 
Positivbereich P,, der aus den Summen von Quadraten besteht. Nun gilt, 
daB jeder Positivbereich P eine hyperbolische Teilgeometrie U1 bestimmt, die 
die zu P, gehérende Teilgeometrie U, umfaBt. Dabei ist eine hyperbolische 
Teilgeometrie Ul im wesentlichen ein gegeniiber dem Punktverbinden und Lote- 
fiillen abgeschlossener Teilbereich der hyperbolischen Ebene, dessen Be- 
wegungsgruppe eine Untergruppe von O (3, K, Q) ist. Umgekehrt bestimmt 
jede hyperbolische Teilgeometrie U, die die zu Py gehérende Teilgeo- 
metrie U, enthalt, eindeutig einen Positivbereich P von K, so dab 
sich Positivbereiche und Teilgeometrien vom genannten Typus eineindeutig 
entsprechen. 


Fiir unsere Begriindung der hyperbolischen Geometrie benutzen wir 
wesentlich die von F. BacHMANN®) angegebene Kennzeichnung der Gruppe 
PGL (2, K). Durch persénliche Mitteilungen waren mir die Resultate dieser 
Charakterisierung schon vor ihrer Verdéffentlichung zuganglich gemacht 

’) Zur Bezeichnung siehe B. L. VAN DER WAERDEN, Gruppen von linearen Trans- 
formationen. Berlin 1935. 


’) F. Bacumann: Eine Kennzeichnung der Gruppe der gebrochen-linearen Trans- 
formationen. Math. Ann. 126, 79—92 (1953). 
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worden. Hierfiir und fiir wertvolle Hinweise méchte ich Herrn F. BACHMANN 
meinen herzlichen Dank aussprechen’). 


§ 1 Das Axiomensystem. 


1.1. Wir wollen eine Gruppe © als die Bewegungsgruppe einer hyper- 
bolischen Geometrie kennzeichnen. Diese wird bekanntlich durch die in ihr 
enthaltenen Geradenspiegelungen erzeugt. Dem entspricht die Grundan- 
nahme. Die Geradenspiegelungen und die Punktspiegelungen sind den Ge- 
raden und Punkten als die jeweiligen Fixelemente eineindeutig zugeordnet. 
Die Definitionen beruhen auf der bekannten Charakterisierung der Grund- 
relationen ,,orthogonal“, ,,inzident“ usw. in der Bewegungsgruppe. ,,Rand- 
parallel“ heiBen in der hyperbolischen Geometrie zwei Geraden, die sich auf 
dem absoluten Kegelschnitt treffen. In der Auswahl der Axiome spiegelt sich 
die gleichzeitige Interpretation unserer Objekte als Gerade und Geraden- 
spiegelung, Punkt und Punktspiegelung wider. 


Das Axiomensystem A 


Grundannahme: Wir betrachten eine Gruppe G, in der eine Menge von 
involutorischen’®) Erzeugenden g,h,j,k... ausgezeichnet ist, die Geraden- 
spiegelungen oder Geraden heiBen. Die Verkniipfung in G wird durch gh usw. 
bezeichnet, fiir die Einheit schreiben wir e. 

Definitionen: D1. Die Geraden g und fh heiBen orthogonal, g 1 h, wenn 
gh = hg ist und gh + e. 

D 2. Das Produkt gh von zwei zueinander orthogonalen Geraden g und h 
heiBt Punktspiegelung oder Punkt. Wir schreiben dafiir P, Q, R,... 

D 3. Ein Punkt P und eine Gerade g heiBen inzident, g T P, wenn Pg = gP 
ist und Pg + e. 

D 4. Die Geraden g, h, 7 liegen im Biischel bedeutet: ghj ist involutorisch. 
(Die Relation ,,im Biischel liegen“‘ ist symmetrisch in allen drei Argumenten.) 

D 5. Die Geraden g und h heiBen randparallel, g T h, wenn g und h weder 
eine gemeinsame Orthogonale noch einen gemeinsamen Punkt haben. 

Axiome: A 1. Zu zwei verschiedenen") Punkten P und Q gibt es eine Ver- 
bindungsgerade g: g I P, Q. 

A 2. Diese Verbindungsgerade ist eindeutig. 

A 3. Zu einem Punkt P und einer Geraden g gibt es eine orthogonale 
Gerade / auf g durch P:1 T P; 11g. 1 hei®t auch Lot von P auf g. 


*) Die Ergebnisse der vorliegenden Note wurden, bis auf Erganzungen in § 4 und § 5, 
im Rahmen eines Forschungsauftrages der Deutschen Forschungsgemeinschaft im Sommer 
1952 gewonnen und waren am 17. 11. 52 Gegenstand eines Vortrages an der Universitat 
Tiibingen. In seiner Kieler Dissertation vom Sommer 1953 hat P. Bercau im AnschluB 
an diese Ergebnisse unter anderem gezeigt, daB man in unserem Axiomensystem A fiir die 
hyperbolische Geometrie das Axiom 7 oder das Axiom 8 entbehren kann, da jedes aus den 
iibrigen folgt. P. Bercavu schligt an Stelle von diesen beiden Axiomen das Axiom 
,.Durch einen Punkt gibt er zu einer Geraden héchstens zwei Randparallelen“ vor. 
1°) Ein Gruppenelement hei8t involutorisch, wenn es die Ordnung 2 hat. 
") Der Gleichheitsbegriff ist der in G erklarte. 
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A 4. Falls die Geraden g,h,j mit P inzidieren, so ist das Produkt ghj 
gleich einer Geradenspiegelung k. 

A 5. Falls die Geraden g,h,j orthogonal sind zur Geraden /, so ist das 
Produkt ghj gleich einer Geradenspiegelung k. 

A 6. Es gibt drei Geraden g, h,7 so, daB g 1 h und h T 7 ist. 

A 7. Sind das Geradenpaar g, h und das Geradenpaar g’, h’ randparallel, 
gq | h; gq’ T h’, so gibt es eine Gerade j, die mit g, h und g’, h’ im Biischel liegt. 

A 8. Ist die Gerade g zu jeder der Geraden h, h’, h’’ randparallel, so liegt g 
mit einem der Paare h, h’ oder h’, h" oder h’’, h im Biischel. (,,Eine Gerade g 
enthalt héchstens zwei Randpunkte“.) 


Eine Gruppe G, dic diesem Axiomensystem geniigt, heiBt auch hyper- 
bolische Geometrie. 


1.2. Eine unmittelbare Folge von A 6 ist der Satz 

1.1. Es gibt drei Geraden g, h,7j so, daB g | h und weder j 1 g noch j 1h 
noch j L P = gh gilt. 

Die Grundannahme, die Definitionen D1 und D2 und die Axiome A 1 
bis A 5 und 1.1 bilden das Axiomensystem der absoluten Geometrie von F. Bacu- 
MANN *), das aquivalent ist zu demjenigen von ARNOLD ScumipT?). Es handelt 
sich bei diesen Begriffen und Aussagen also um solche, die auch in der ellipti- 
schen und euklidischen Geometrie gelten. Wir haben damit zunichst alle die 
Folgerungen zur Verfiigung, die F. BacHMANN*) und ARNOLD ScHMIDT?) aus 
diesem ,,abscluten“ Axiomensystem gezogen haben. Wir stellen die fiir uns 
wichtigen Folgerungen zusammen und verweisen fiir ihre Deduktion auf die 
Arbeiten von F. BacHMANN und ARNOLD Scumipt, die wir mit FB und AS 
zitieren. 


A) Folgerungen aus dem ,,absoluten‘* Axiomensystem. 
1.2. Aus P = gh folgtg 1 hundg,h I P. g = Ph hat dieselbe Bedeutung. 
(FB 1., AS §3,1.). 


1.3. Das nach A3 existierende Lot / ist fiir Pg +e eindeutig. (FB 9.; 
Axiom 3b bei AS). 

1.4. Fiir die nach A 4 existierende Gerade k gilt k I P. Fiir die nach A 5 
existierende Gerade k gilt k 1 1. (FB 4.,6.; AS § 3,3.) 

1.5. Zug,j gibt esh mitjgj = h. Zu P,j gibt es Q mit; Pj = Q. (AS § 3,5.) 

1.6. Wenn g, h, j im Biischel liegen und g, h T P (oder g, h 1 1) gilt, so ist g = h 
oder es gilt 7 IL P (oderj 1 1). (FB 4., 11.; Axiom 5a und 5b bei AS.) 

1.7. (Lotensatz). Zu P,g, h gibt es eine Gerade j durch P, die mit g und h 
im Biischel liegt. Das Produkt ghj ist gleich einer Geradenspiegelung k (AS 
§ 3,6.) , 

1.8. Wenn g, h,7j und g, h, k im Biischel liegen, so ist g = h oder gjk liegen 
im Biischel (AS § 3,26). 

1.9. Auf einer Geraden g gibt es zwei verschiedene Punkte (AS § 3,40). 
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B) Folgerungen mit A 6 und A 8. 


1.10. Es gibt nicht ein Paar P,g mit Pg = e. Dies ist aquivalent zur Aus- 
sage: Aus OPQ = P folgt Q = P (AS §3,3). Es gilt also die Annahme % von 
ARNOLD ScuMIDT?), welche die elliptische Geometrie ausschlieBt. 

Denn wenn es einmal ein Paar Pg = e gibt, so folgt daraus die volle ellipti- 
sche Geometrie (AS § 3), d. h., zu jedem g’ gibt es ein P’ mit g’ P’= e. Nach 
Al haben dann die zu zwei Geraden g und A gehérenden Punkte P und ¢ 
eine Verbindungsgerade j, zu der wiederum ein Punkt R gehért, der Schnitt- 
punkt von g und h ist. Dies widerspricht aber der Existenz von randparallelen 
Geraden nach A 6. 

1.11. Aus g,h 1 j, k folgt g = h oder j = k. (Dies ist das ,,nichteuklidische 
Axiom“ von ARNOLD Scumipt, AS § 2. Es schlieBt die Existenz eines echten 
Rechtecks aus, d.h. die Existenz eines Rechtecks mit vier verschiedenen 
Seiten.) 

Beweis: a) Es gibt vier verschiedene Geraden /, m,g,n mit l,m 1 g und 
n 1 1, aber nicht n | m. — Zum Beweis betrachten wir ein nach A 6 existie- 
rendes Paar g,h von randparallelen Geraden und auf h zwei verschiedene 
Punkte P und Q (1.9). 1 und m seien die Lote von P und Q auf g. Nach A4 
und 1.4 sind h’= lhl und h” = mhm Geraden durch P und Q. Mit g T h gilt 
auch g T h’ und g T kh”. Nach A8 liegt dann g mit einem der Paare h,h’: 
h’, h''; h’,h im Bischel. Die erste Méglichkeit wiirde bedeuten, daB wegen 
gh'h =gl (hth) = (hih)lg = (hlh) gl die Gerade (hlh) gleichzeitig mit P und dem 
LotfuBpunkt P’= gl inzidiert, was nach A2 wegen P+ P’ ausgeschlossen 
ist. Ebenso fiihrt die zweite Méglichkeit auf einen Widerspruch. Also liegen 
gy. h', hk” im Biischel und damit sind h’ und h” auch untereinander randparalle| 
Hieraus folgt, daB die Gerade n = Pl mit n 1 / nicht orthogonal ist zu m. 
Denn aus n | m wiirde folgen, wenn R = nm ist und j das Lot von R auf h’: 
phy = jmhmj = jmPh Pmj = jmnlhinmj =j Rh’ Rj = Rh' R = mnlhinm 

mPhPm=mhm = h", alsoj | h’,h”. 

b) Wenn es ein echtes Rechteck g, h | 7, k gibt, so folgt aus den unter a) 
yemachten Voraussetzungen: n | m!*). — Wenn wir das gezeigt haben, so 
ist 1.11 bewiesen. Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten: 

ba) Es sei/l.mig:nilundl+m;g+n. Ferner gebe es ein echtes 
Rechteck I’, m’ | g’, n’ derart, daB g’ | 1 ist. Dann folgt n 1 m. — Denn aus 
'.m',l 1g’ folgt mit A 5, daB l’m’l gleich einer Geradenspiegelung ist und 
wegen /', m’ | n’ und I’ + m’ folgt nach 1.6: 1/1 n’. Aus g’,n’,n 1 1 und q’ 


, | 


n' 1 I’, m’ folgt ebenso n 1 m’,l’. Aus g’,n’,g 11 und g’,n’ Ll’, m’ folgt 
gitm'’.l’. Ausl’.m'’,m Lg und’, m’ 1 n folgt endlich n L m. 

bb) Es bleibt noch zu zeigen, daB aus der Existenz eines echten Recht- 
ecks g,h 1 j,k die Existenz eines echten Rechtecks g’,n’1 l’,m’ folgt, in 
welchem g’ zu einer vorgegebenen Geraden / orthogonal ist. Zum Beweis 
wihlen wir als Gerade g’ das Lot von P = gj auf /. Wir kénnen annehmen 
daB g' + g und g’+ j ist, da sonst bereits das Rechteck g; h; j; k unseren Forde- 


12) Satz und Beweisanordnung finden sich schon in einer Vorlesung von F. BACHMANN. 
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rungen geniigt. Nach 1.9 gibt es einen weiteren Punkt Q, @+ P, auf g’. 
fiir den nicht Q I g oder Q I j gilt. Nach ba) kénnen wir g und j mit Hilfe 
der Lote h’; k’ von Q auf 7; g zu einem echten Rechteck g, h’ j, k’ erginzen. 
Wir bestimmen Q = fh’ k'; R=jh’ und S = Q (gk’) Q (1.5). Dann gilt PQ 

RS. Sein’ die Verbindungsgerade von R mit S und seien l’= Pg’; m'= Qq’ 
die Lote in P; Q auf g’ und l’’ =- Rn’; m= Sn’ die Lote in R; S auf n’. Damit 
wird aus PQ = RS: l'm'=I"m". Hieraus folgt mit 1.6: I’, m’L n’, so dab 
in der Tat ein echtes Rechteck g’, n’1 l’, m’ mit g’ 1 l existiert. 


§ 2 Deduktion der Axiomensystems der GPL (2, K) 


2.1. Wir reproduzieren das BacHuMANNsche Axiomensystem*) fiir die 
Gruppe O (3, K, Q) derjenigen Kollineationen einer projektiven Ebene iiber 
einem Kérper K mit einer von 2 verschiedenen Charakteristik, die einen ein- 
teiligen Kegelschnitt Q invariant lassen. Die Gruppe O (3, K, Q) ist bekannt- 
lich isomorph zur Gruppe PGL (2, K)*) der projektiven Abbildungen einer 
Geraden auf sich. 

2.1. Nach F. BacuManN®) ist eine Gruppe G dann und nur dann zur 
Gruppe PGL (2, K) isomorph, wo K eine von 2 verschiedene Charakteristik 
hat, wenn G das folgende Axiomensystem befriedigt: 


Axiomensystem B 


Grundannahme : In der Gruppe © sei jedes Element als Produkt von zwei 
involutorischen Elementen darstellbar. Diese werden mit a, 6, c, . . . bezeichnet 
und heiBen auch Jnvolutionen. 

Definition; D 1. Das Paar a, b von Involutionen heiBt unverbindbar, wenn 
es kein c gibt, das mit a und b vertauschbar ist. 

Axiome: A 1. Sind die Produkte abc und abd Involutionen, so ist a = b 
oder acd ist eine Involution. 

Es gibt ein Paar a, b von unverbindbaren Involutionen. 
. Sind sowohl a, } als auch a’, b’ unverbindbar, so gibt es eine Invo- 
lution c so, daB abe und a’b’c Involutionen sind. 

A 4. Ist die Involution a mit keiner der drei Involutionen b, c, d verbind- 
har, so ist abc oder acd oder adb eine Involution. 

Bemerkungen. Zum besseren Verstindnis des Axiomensystems mache man 
sich klar, daB in der Gruppe O (3, K, Q) = PGL (2, K) die involutorischen 
Elemente aus den projektiven Spiegelungen oder Involutionen an den nicht- 
inzidierenden Paaren Pol-Polare beziiglich der absoluten Quadrik Q bestehen. 
Jede Kollineation, die Q festlaBt, l4Bt sich als Produkt von zwei solchen 
Spiegelungen schreiben. Wir reprisentieren die Involutionen durch die zu- 
gehérigen Paare Pol-Polare. Dann bedeutet die Vertauschbarkeit von a und b, 
daB die zu a gehérende Polare (der zu a gehérende Pol) mit dem zu b gehérenden 
Pol (mit der zu 6 gehérenden Polaren) inzidiert. Da8 a und 6b unverbindbar 
sind, bedeutet, daB sich die zugehérigen Polaren auf dem Kegelschnitt Q 
schneiden und die Verbindungsgerade der zugehérigen Pole Tangente an Q ist. 


A 2 
A3 


13) Siehe B. L. van DER WAERDEN’), S. 27. 
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2.2. Wir wollen zeigen, daB eine Gruppe G, die dem Axiomensystem A 
geniigt, auch das Axiomensystem B befriedigt. 

2.2. Die Elemente von G lassen sich mit Hilfe der Erzeugenden in der Form 
1:92. --9,(r = 0) schreiben. Je nachdem r gerade oder ungerade ist, kann man 
ein solches Element auch in der Form gh oder g P darstellen"*). 

Der Beweis ergibt sich durch sukzessive Anwendung der Regeln") 

1. Zu g’,g’,g'" gibt es P und g so, daB g’g’’g’” = Pg wird. 

2. Zu P, gq’, 9" gibt es g und h so, daB Pg'g” = gh wird. 

Zum Beweis von |. wahlen wir einen Punkt Q auf g’” (1.9) und dann h 
durch Q so, daB h mit g’ und g” im Biischel liegt. g’g’’ h ist dann gleich einer 
Geraden j (1.8). Sei & das Lot von Q auf j und P = jk der FuBpunkt. Dann 
wird g'g''g'" =jhg’" = Pkhg’" = Pg, wo wir gemaB A4 khg’=gQ gesetzt 
haben. 

Zum Beweis von 2. wihlen wir j durch P so, daB es mit g’, g’’ im Biischel 
liegt. Es sei (1.8) jg'g" = h.g = Pj sei das Lot in P aufj. Damit wird Pg’g’ 

Pjh = gh. 

2.3 Die Punkt- und Geradenspiegelungen sind die einzigen involutorischen 
Elemente in G. 

Denn nach 2.2 lat sich ein involutorisches Element in der Form gh oder 
Pg schreiben. Im ersten Falle ist dann g | h, also gh = P, und im zweiten 
Fall ist P I g, also wegen 1.10 Pg = j. 

2.4 Diejenigen Elemente von G, die sich durch eine gerade Anzahl von 
Erzeugenden darstellen lassen, bilden in G eine Untergruppe 9 vom Index 2. 

Wegen 2.2 geniigt es zu zeigen, daB nicht eine Gleichung der Form gh = Pj 
vorkommen kann. Hieraus wiirde nach 2.2 ghj = Qk = P folgen. Aus Qk = P 
oder k= PQ = QP folgt nach 1.10: P= Q,also k =e, was ein Widerspruch ist. 

2.5. Wenn das Produkt gh P involutorisch ist, dann haben g und h ein 
gemeinsames Lot durch P. 

Es sei g +h. Wir kénnen nach 2.2 und 2.3 gh P = Q setzen mit Q + P. 
Sei 7 die Verbindungsgerade von P und Q und k = jP; l = Qj die Lote in P 
und Q auf j. Aus gh = QP=kl und l,k 137; 1+ 4k folgt nach 1.6: g,h 17. 

2.6. Wenn g PQ involutorisch ist, dann haben P und Q ein gemeinsames 
Lot j auf g. 

Es sei P + Q und j die Verbindungsgerade und k = Pj; 1 = Qj. Nach 2.2 
und 2.3 ist g PQ = gkil gleich einer Geraden m. Nach 1.6 folgt aus k,1 1 j: 
g 1 j. 

2.7. Wenn PQR involutorisch ist, dann liegen P; Q; R alle auf einer Ge- 
raden j. 

Wir nehmen P + Q an; sei j die Verbindungsgerade und k = Pj;l=7Q 
die Lote. Mit 2.5 folgt dann aus PQR = kiR die Behauptung. 

2.8. Eine Gruppe G, die dem Axiomensystem A geniigt, befriedigt auch 
das Axiomensystem B. 

4) Der Beweis zeigt, daB nur die Axiome Al bis A5 und 1.1 verwendet werden; es 
handelt sich also um eine Eigenschafi der absoluten Geometrie. 


5) Ist r < 3, so kann man durch Hinzufiigen der Identitét in der Form gg erreichen, 
daB r > 3 wird. 
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Beweis: Wegen 2.2 gilt die Grundannahme aus 2.1; die Punkt- und Ge- 
radenspiegelungen zusammen machen die involutorischen Elemente von G 
aus. DaB das Produkt dreier involutorischer Elemente involutorisch ist, hat 
verschiedene Bedeutungen, je nachdem, wieviele dieser drei Elemente Geraden- 
und wieviele Punktspiegelungen sind. Falls alle drei Geradenspiegelungen sind, 
ist es die Relation ,,im Biischel liegen‘‘ aus D 4. Der Nachweis der Giiltigkeit 
von A 1 zerfallt dementsprechend in folgende Unterfille: 

1. Aus ghj und ghk involutorisch folgt g = h oder gjk involutorisch. 
Dies folgt aus 1.7. 

2. Aus ghj und ghP involutorisch folgt g = h oder gj P involutorisch. 
Denn nach 2.5 haben die Geraden g und h ein gemeinsames Lot / durch P. 
Nach 1.6 ist fiir g +h auch j 1 1. Damit wird gj P = gjkl = ml= Q, wo P= kl 
ist und gjk nach A 5 und 1.6 gleich einer Geraden m L 1. 

3. Aus gh P und ghQ involutorisch folgt g = h oder g PQ involutorisch. 
Denn nach 2.5 haben g und h ein gemeinsames Lot / durch P und ein gemein- 
sames Lot l’ durch Q. Falls g + A, ist nach 1.11:1 =U’. Mit P = jl und Q = kl 
wird g PQ = gjk nach A 5 gleich einer Geraden m lI. 

4. Aus gPh und gPk involutorisch folgt ghk involutorisch. — Denn 
nach 2.5 haben g und A ein gemeinsames Lot / durch P und g und k ein ge- 
meinsames Lot /’ durch P. Wegen 1.3 ist / =I’ und die Behauptung folgt 
aus A 5. 

5. Aus gPh und gPQ involutorisch folgt ghQ involutorisch. — Denn 
nach 2.5 und 2.6 ist das Lot / von P auf g auch orthogonal zu h und lauft 
auch durch Q, womit wir wie in 2. schlieBen. 

6. Aus gPQ und gPR involutorisch folgt gQR involutorisch. — Denn 
nach 2.6 und 1.3 haben P, Q, R ein gemeinsames Lot | auf g, so daB wir wie 
in 3. schlieBen kénnen. 

7. Aus PQj und PQk involutorisch folgt P = Q oder Pjk involutorisch. 

8. Aus PQj und PQR involutorisch folgt P = Q oder PjR involutorisch. 

9. Aus PQR und PQS involutorisch folgt PRS involutorisch. — Die 
letzten drei Aussagen folgen fiir P + Q daraus, daB man mit Hilfe der Ver- 
bindungsgeraden / von P und Q schreiben kann: PQ = gh, wenn g = Pl; 
h = Qlist. Dann kann man wie unter 1., 2., 3. schlieBen, wobei in 1. speziell 
g,h lL gilt. Zum SchluB muB man dann wieder mit / multiplizieren. 

Die Eigenschaft ,,unverbindbar“ fiir ein Paar involutorischer Elemente 
von © kommt wegen A 1 und A 3 nur fiir zwei Geradenspiegelungen in Frage 
und stimmt hier genau mit der Eigenschaft ,,randparallel tiberein. Damit 
erkennt man, da®B A 2, A3, A4 aus A6, A7, A8 folgen. 


$ 3 Die hyperbolische Geometrie iiber einem angeordneten Korper. 

3.1. Mit dem Satz 2.8 kénnen wir nach dem Satz 2.1 von F. BACHMANN 
die Gruppe © auch als Gruppe PG@L (2, K) auffassen, wo der Kérper K eine 
von 2 verschiedene Charakteristik hat. Das hei®t, wir kGnnen die Elemente von 
 darstellen als die Klassen zweireihiger Matrizen iiber K, deren Elemente sich um 
einen Faktor ungleich Null aus K unterscheiden und deren Determinante 
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nicht verschwindet. Die Elemente von K_ bezeichnen wir mit «, f, y, 6 usw. 
Insbesondere werden die involutorischen Elemente von © durch (bis auf einen 
Faktor festgelegte) Matrizen vom Typ 


(1) (“ rv ‘te fy 
Yi Os Ya—% 
reprasentiert, wo die Determinanten (af + B, y,) und — (a? + B, y,) un- 


gleich Null sind. Wenn die beiden Matrizen (1) nicht aquivalent sind, gibt es 
genau eine mit beiden vertauschbare involutorische Matrix: 


Bi yv2— Barr 2 (a, B - rpted 
2 (a1 ¥2 — %271) (Bi ¥2 — Bs 71) 
Die Determinante von (2) kénnen wir in der Form schreiben: 


(2) 


(3) (2 a a+ By yet Boys)? + 4 (at + By rx) (a+ Boye): 

3.2. Nach 2.4 gibt es in der PGL (2, K) => G eine Untergruppe 9 vom 
Index 2. Wir betrachten den Homomorphismus der Gruppe PG L (2, K) det 
Matrizenklassen auf die Determinanten. Das ist ein Homomorphismus 
von © auf die Gruppe L der Quadratklassen der multiplikativen Gruppe K* 
(les Kérpers K. Der Kern dieses Homomorphismus ist die Gruppe P S L (2, K)*) 
der Matrizenklassen, deren Determinanten ein Quadrat in K sind. 

3.1. Bei dem Homomorphismus von © = PG@L (2, K) auf die Gruppe L 
der Quadratklassen, der durch die Abbildung der Matrizen auf ihre Deter- 
minanten gegeben ist, geht die Untergruppe § vom Index 2 in eine Unter- 
gruppe M von L mit dem Index 2 iiber. 

Zum Beweis miissen wir zeigen, daB die Gruppe PSL (2, K) in der Unter- 
gruppe % der Elemente, die sich durch eine gerade Anzahl von Geraden- 
spiegelungen darstellen lassen, enthalten ist. Wenn K nicht der Primkorper K, 
der Charakteristik 3 ist, dann ist die PSL (2, K) bekanntlich einfach!) und 
also mit der Kommutatorgruppe von PGL (2, K) identisch. Die Elemente 
der Kommutatorgruppe gehéren aber als Produkte aus Elementen oo 0 'a! 
mit 0, o € G sicher zu 9. 

Im Falle K = K, ist PGL (2, K)isomorph zur symmetrischen Gruppe ©, 
und die PSL (2, K) entspricht der 2,, hat also den Index 2"*). Da die 2, 
lie einzige Untergruppe vom Index 2 ist, gilt PSL (2, K) = 9. 

Die Existenz einer Untergruppe M vom Index 2 in L gibt zu einer Halbordnuny 
in L AnlaB, indem man die Elemente von L positiv oder negativ nennt, je 
nachdem sie in M liegen oder nicht. Diese Halbordnung itibertragt sich un- 
mittelbar auf die Halbordnung der Elemente von K*, indem man sie wie die 
zugehérigen Quadratklassen bezeichnet. Es gilt dann die Regel, daB das 
Produkt zweier Elemente von K dann und nur dann negativ ist, wenn einer 
der Faktoren positiv und der andere negativ ist?’). 

6) Siehe B. L. vaN DER WAERDEN’), 8. 7. 

1?) Den Begriff der Halbordnung hat E. Sperner in mehreren Arbeiten entwickelt 
und untersucht, vgl. vor allem E. Sperner: Die Ordnungsfunktionen einer Geometric. 
Math. Ann. 121, 107 (1949). Siehe auch F. Bacumann-W. Kurncenserc: Uber Seiten- 


einteilungen in affinen und euklidischen Ebenen. Math. Ann. 123, 288—301 (1951). Hier sind 
auch die weiteren Arbeiten von SPERNER zitiert. 
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3.2. Eine zweireihige Matrix aus der Gruppe PG L (2, K) entspricht dann 
und nur dann einer Punkt- oder Geradenspiegelung, wenn die zugehérige 
Determinante bei der Halbordnung positiv oder negativ ist. 

Denn die involutorischen Elemente von © sind entweder Punktspiegelungen, 
und dann gehéren sie zu § und die zugehérige Determinante heiBt positiv, 
oder sie sind Geradenspiegelungen, und dann gehéren sie nicht zu 9 und die 
zugehérige Determinate ist negativ. 

3.3. Die Halbordnung des Kérpers K ist eine volle Anordnung."*) 

Das heiBt, es gilt auch die Regel: Aus «, 8 > 0 folgt « + 8 > 0, wobei 
wir fir ,,« positiv’ und ,,8 negativ“ jetzt auch « > 0 und # < 0 schreiben; 
2, 8 € K*. Um das zu beweisen, zeigen wir zunichst: — 1 < 0. Denn wire 
- 1 > 0, so wiirden die Matrizen 

01 —11)\ 
(4) Fre? ; ( 31) 
mit der Determinante — 1 und — 4 zwei verschiedene Punkte repriisentieren. 
Die nach Al existierende Verbindungsgerade wird durch die mit beiden 
Matrizen (4) vertauschbare involutorische Matrix reprisentiert. Fiir deren Deter- 
minante finden wir aber geméB (3) den Wert 0. Also muB — 1 < 0 gelten. 

Es sei § ein bei der Halbordnung positives Element von K*. Dann re- 
prisentiert 


(5) (iy “*) 


mit der Determinante 4 § > 0 einen Punkt P. Die erste Matrix in (4) repri- 
sentiert eine Gerade g. Das Lot von P auf g, nach A3, wird durch die mit 
beiden Matrizen vertauschbare involutorische Matrix reprasentiert. Fiir ihre 
Determinante finden wir gemaéB (3): — 42(1+ 8). Dies muB negativ sein, 
oder 1+ 6 muB positiv sein bei der Halbordnung. Die Regel: Aus f > 0 
folgt 1+ 6 > 0 ist aber bei einer Halbordnung dquivalent mit der Regel: 
Aus a, 8 > 0 folgt «+ 6 > 0, a, Be K. 

Zusammenfassend haben wir damit bewiesen: 

Theorem: Eine Gruppe ©, die das Axiomensystem A in 1.1 befriedigt, ist 
isomorph einer Gruppe PGL (2, K) = 0 (3, K,Q) iber einem angeordneten 
Koérper K. Den Punkt- und Geradenspiegelungen in © entsprechen dabei die 
Klassen der sich um einen Faktor aus K* unterscheidenden involutorischen Ma- 
trizen mit einer positiven und negativen Determinante. Umgekehrt geniigt eine 
Gruppe PGL (2, K) iiber einem angeordneten Kérper K dem Axiomensystem A 
von 1.1, wenn man die involutorischen Elemente der Gruppe PGL (2, K) mit 
Geraden- und Punktspiegelungen bezeichnet, je nachdem die Determinante nega- 
tiv oder positiv ist. 

Die Umkehrung verifiziert man durch einfaches Nachrechnen, etwa unter 
Verwendung der Bacumannschen Charakterisierung der PGL (2, K). Wir 
gehen darauf nicht naher ein?®). 


18) Zum Begriff der Anordnung vgl. B. L. vaN DER WAERDEN: Moderne Algebra I, 
2. Auflage. Berlin 1937 oder G. Pickrert: Einfiihrung in die héhere Algebra. Gottingen 1951. 
1%) Eine Durchfiihrung findet sich in der Dissertation von P. Bercav’*). 
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§ 4 Eigenschaften der hyperbolischen Geometrie. 


4.1. Wir kénnen also die Punkt- und Geradenspiegelungen von © als 
Punkte und Geraden, die wir eigentliche oder innere nennen, in einer pro- 
jektiven Ebene iiber einem angeordneten Kérper K repriisentieren, in der 
ein Kegelschnitt Q als ,,absoluter‘‘ Kegelschnitt gegeben ist. Die Polargeraden 
und die Polarpunkte der eigentlichen Punkte und Geraden, die wir uneigent- 
liche oder auBere nennen, und die Punkte des Kegelschnitts Q und seine Tan- 


genten machen zusammen mit den eigentlichen Elementen die projektive 
Ebene iiber K aus. 


4.1. Die Polargerade eines eigentlichen Punktes P, also eine uneigentliche 
Gerade, enthalt nur uneigentliche Punkte. 


Denn wire Q ein eigentlicher Punkt auf der uneigentlichen Polaren von P, 
so wirde QP = PQ, also wegen 1.10 P = Q folgen. P inzidiert aber nicht mit 
seinen Polaren. 


4.2. Jede eigentliche Gerade enthalt neben eigentlichen Punkten auch un- 
eigentliche Punkte; jeder uneigentliche Punkt enthalt neben uneigentlichen 
Geraden auch eigentliche Geraden. 


Auf einer eigentlichen Geraden g waihle man ein Lot. Deren Pol ist un- 
eigentlich und inzidiert mit g. Das zweite folgt als Dualitat. 

Wir nennen die Untergruppe $ vom Index 2, deren Elemente sich als 
Produkt einer geraden Anzahl von Geradenspiegelungen schreiben lassen, 
die Untergruppe der eigentlichen Bewegungen. 


4.3. Die Untergruppe 9 der eigentlichen Bewegungen wird von den Punkt- 
spiegelungen erzeugt. Und zwar laBt sich jedes Element von § als Produkt 
von héchstens vier Punktspiegelungen darstellen. 


Bemerkung: Vermutlich reichen schon drei Punktspiegelungen zur Dar- 
stellung eines Elements von § stets aus; weniger geniigen jedoch nicht, da 
ein Produkt PQ in der Form gh geschrieben werden kann, wo g und h auf der 
Verbindungsgeraden von P und Q senkrecht stehen, waihrend es doch Paare 
g;h gibt, die kein gemeinsames Lot besitzen. Der folgende Beweis enthalt 
eine Reihe von Betrachtungen, die auch fiir sich Interesse haben und tiber 


die Struktur der hyperbolischen Ebene AufschluB gebeu. 


Beweis: Wir wissen, daB wir ein Element von 9 als Produkt gh von zwei 
Geradenspiegelungen g und A darstellen kénnen. Fiir g = A schreiben wir 
gk = PP. Falis g und h ein gemeinsames Lot / haben und P = gl; Q=hl 
die FuBpunkte sind, ist gh = PQ. Falls g 1 h ist, wird gh = P. 

Es bleiben dann noch die Méglichkeiten, daB g und h Randparallele sind 
oder einen Schnittpunkt haben, dabei aber weder identisch noch orthogonal 
sind. g und h seien durch (1) reprisentiert. Dann soll also die Determinante 
von (2) nicht negativ sein: 


(6) (ty By— %2P;) (72— %%1) = 9. 
Wir macben drei Fallunterscheidungen: 
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a) 6,8. +0, so daB wir B,= §,= 1 setzen kénnen. Aus (6) folgt damit, 
da weder g = h noch g | h ist: (a, — a) +0. Wir bilden 
( l+ey, Find f l+ey, —2ea, 

—2a, —(1+€y,) ( fl BD 
Diese Matrizen reprisentieren fiir hinreichend kleines ¢ ein Lot j auf g und ein 
Lot k auf h. Die Determinante der mit j und k vertauschbaren involutorischen 
Matrix wird 


(8) E (% — Ag+ € (a Ye — HX 4))*. 


(7) 


Ist — e > 0 hinreichend klein, dann haben also j und k ein gemeinsames Lot I. 
Damit wird gh = gjjllkkh = PQRS, wo P, Q, R, S die FuBpunkte der ver- 
schiedenen Lote sind. 

b) fy= y= 0. Wegen g+h und nicht g 1 A ist «+0 und auch nicht 
Be= Ye= 9. Es sei etwa f,+ 0. Wir setzen «,= «,= 1. Dann repriisentieren 
die Matrizen 


9) (1 *o')s  (_3* 2.) 


ein Lot j auf g und ein Lot k auf h. Da die Determinante der mit beiden ver- 
tauschbaren involutorischen Matrix — 8 f§ ist, haben j und k ein gemein- 
sames Lot /, und man kann gh wieder wie unter a) in der Form P QRS schreiben. 

c) (j= ye= 0. Wir kénnen ferner y,+0 und £,+ 0 annehmen, da wir 
sonst, gegebenenfalls nach Anderung der Bezeichnung, wie unter b) schlieBen 
kénnen. Ferner ist «,a,+ 0, so daB wir «,= «,= 1 annehmen kénnen. Die 
Matrix 


"1 «2-2 

(10 ( é ) 

—2e —y, 
> 0 ein Lotj 


mit der Determinante — (y} + 4) reprisentiert fiir jedes e > 

auf g. Die mit j und A vertauschbare Matrix hat die Determinante 

(11) 42(4+2y, B,— Bie). 

Fiir geniigend groBes ¢ > 0 haben j und h also ein gemeinsames Lot k. 
Damit wird, ahnlich wie unter a), gh = gjjkkh = PQR. 

Die anderen Fille lassen sich durch Anderung der Bezeichnung auf diese 
drei Fille zuriickfiihren. 

4.2. In unserer hyperbolischen Geometrie haben noch nicht notwendig 
eine eigentliche Gerade und der absolute Kegelschnitt einen Punkt gemeinsam. 
Auch gilt nicht notwendig, daB zwei Punkte einen Mittelpunkt haben. Viel- 
mehr muB dazu in dem angeordneten Koordinatenkérper K jedes positive 
Element Quadrat sein. Wir nennen solche Kérper Q-Kérper. 

4.4. Damit jede (eigentliche) Gerade von © einen Randpunkt enthalt, 
d.h., damit es zu jeder Geraden g eine zu g randparallele Gerade h gibt, ist 
notwendig und hinreichend, daB der angeordnete Koordinatenkérper K ein 
Q-K6rper ist. 

Beweis: Die Geraden g und h seien durch (1) repriisentiert. Wenn g und h 
randparallel sind, gilt fiir die Determinante von (2): 


(12) (Bi ¥2 — Bor)? = 4 (a By — Hy By) (0% Yo — %4)- 
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Wir betrachten die durch «,=0; £,=1; y,>0 repriisentierte Gerade y. 
(12) besagt dann, daB y, ein Quadrat ist. Umgekehrt wird bei vorgegebenem 
%, By, yy (12) erfiillt, wenn man a», £2, y, durch die Gleichungen 


(13) te= 1; y2= 9; WPe= —-2uy+2Vat+ Ain 
bestimmt. 


4.5. Damit je zwei Punkte in G einen Mittelpunkt haben, d.h., damit 
zu je zwei verschiedenen Punkten P und Q ein Punkt R existiert so, da8 
RPR = Q ist, ist notwendig und hinreichend, daB der angeordnete Koor- 
dinatenkérper K ein Q-K6rper ist. Eine zur Existenz des Mittelpunktes aqui- 
valente Forderung ist die Existenz der Mittelgeraden; das ist zu zwei ver- 
schiedenen Geraden g und A eine Gerade j so, daB jgj = h ist. Ist g die Ver- 
bindungsgerade von P und Q, so bestimmen der Mittelpunkt R und die 
Mittelsenkrechte ] = Rg einander eineindeutig. Haben die verschiedenen Ge- 
raden g und h einen Schnittpunkt P, so inzidiert die Mittelgerade j mit P 
und die Orthogonale k = Pj ist ebenfalls Mittelgerade oder auch Wirkel- 
halbierende. Sind g und h randparallel, so gibt es genau eine Mittelgerade. 
Haben g und h, g + h, ein gemeinsames Lot /, so ist | orthogonal zur Mittel- 
geraden j und auch die Punktspiegelung P = 1j vertauscht g und h/ unter- 
einander: PgP = h. 

Beweis: Wir setzen voraus, daB in K jedes positive Element Quadrat ist. 
Die Geraden g und h oder die Punkte P und Q seien durch die Matrizen (1) 
reprasentiert mit der Determinante o (0? + f,y,) > 0 (¢ = 1, 2) mit o = 1 fii 
Geraden und o = — | fiir Punkte. Fiir die Matrix, die die Matrizen (1) unter- 
einander vertauscht, findet man 
Aa, + ba, AB, +B, ; A V¥o(az + Boye) 

mit 


(14) . 
AVit+UYs —(Aa,+ pa) lu Vo(aji + Bi 7:1) 





Die Determinante von (14) wird 


— V(a, + By 1) (a5 + Be va) » 
{o ‘2 V (a? + Bis) (a) + Bey2) + (2 a & + By, + Bey1)} . 
Fiir zwei Punkte P und Q ist (3) negativ, so daB wir 
(16) (2 aa + Biys + Bey1) > 0 
annehmen kénnen. Dann ist der zweite Faktor in (15) fiir jede Wahl des 


Vorzeichens der Wurzel positiv und (14) reprisentiert bei positivem Vor- 
zeichen die Mittelsenkrechte und bei negativem den Mittelpunkt. 


(15) 


Wenn die verschiedenen Geraden g und h ein gemeinsames Lot haben oder 
randparallel sind, kénnen wir ebenfalls (16) annehmen. Im ersten Fall er- 
halten wir wieder fiir ein positives Vorzeichen der Wurzel in (14) eine Ge- 
rade, die Mittelgerade 7, und fiir negatives Vorzeichen den Punkt P = jl 
Im zweiten Fall, wo (3) verschwindet, liefert nur das positive Vorzeichen der 
Wurzel in (14) eine Matrix mit nichtverschwindender Determinante, und zwar 
eine Gerade, die Mittelgerade. 
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Wenn die verschiedenen Geraden g und A einen Schnittpunkt P haben, 
so ist (3) positiv, das Vorzeichen des zweiten Faktors in (15) richtet sich also 
nach dem Vorzeichen der Wurzel, und damit erhalten wir in der Tat zwei 
Mittelgeraden. 

Aus den Formeln (14) und (15) liest man ab, daB auch umgekehrt jede der 
genannten Forderungen nur dann gilt, wenn K ein Q-Kérper ist. 

4.6. Damit in © irgend zwei Punkte P und Q ineinander transformiert 
werden kénnen, oder damit avch zwei Geraden g und h ineinander bewegt 
werden kénnen, kurz, damit in G die freie Beweglichkeit gilt, ist notwendig 
und hinreichend, daB der Koordinatenkérper K ein Q-Ko6rper ist. 

Zu zwei Punkien P und Q soll es also r € G so geben, daB tr! Pt = Q wird; 
entsprechend fiir zwei Geraden. Falls K Q-Kérper ist, gilt dies jedenfalls 
gemiB 4.5. Die Notwendigkeit folgt daraus, daB man ja bei freier Beweglich- 
keit eine beliebige Gerade in eine (nach A 6 existierende) mit Randpunkt 
iiberfiihren kann. Wenn aber jede Gerade einen Randpunkt hat, folgt aus 4.4, 
daB K ein Q-KOrper ist. 

4.7. Der angeordnete Koordinatenkérper K von © sei ein Q-K6rper, g und 
h seien zwei verschiedene Geraden. Unter den Loten / zu g, 1 1 g, gibt es 
eines, das mit h einen Punkt gemeinsam hat, und es gibt eines, das zu A rand- 
parallel ist, und es gibt eines, das mit h ein gemeinsames Lot hat. 

Beweis: Wegen der freien Beweglichkeit in G (4.6) kénnen wir g und h 
reprasentieren durch 


= 1 0 a £B ‘ ie 
(17) (esse tela mit a+ Py >0. 
Das Biischel der Lote auf g ist gegeben durch 


0 1 
(18) (5 0)? A>o. 


Die Determinante der mit einem Lot / (18) und A vertauschbaren involutori- 
schen Matrix ist 


(19) 4A(a?+ By) — (AB + y)*. 

Eine Nullstelle von (19) ist 

(20) Ig= (a + Vo®+ By). 

mit A, > 0. Fiir A = A, stellt (18) dann ein Randparallele zu A dar. 
Setzen wir in (18) A = A,+ e, so wird aus (19): 


(21) ~e(4Vor+pyte). 
Wir wahlen dann e > 0 so klein, daB 
(22) ex<4yat+ By; E< M% 


gilt. Je nachdem wir in (18) A = 4,+ e oder 4 = A,— € setzen, reprisentiert 
(18) ein Lot auf g, das mit h einen Schnittpunkt hat oder das mit A ein gemein- 
sames Lot besitzt. 

4.8. In Verschirfung gegeniiber 4.3 kénnen wir in dem Fall, daB K ein 
Q-Kérper ist, sagen, daB jedes Element der Untergruppe der eigentlichen 
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Bewegungen als Produkt von héchstens drei Punktspiegelungen dargestellt. 
werden kann.?®) 

Denn nach 4.7 gibt es zu g und h, falls g + h, immer ein Lot auf g, das mit 
h eine gemeinsame Orthogonale k hat. Damit wird gh = gjijkkh = PQR, wo 
P; Q; R die entsprechenden LotfuBpunkte sind. 


§ 5 Hyperbolische Teilgeometrien**). 


5.1. Ein Positivbereich P- eines angeordneten Kérpers K ist eine gegeniiber 
der Addition und Multiplikation abgeschlossene Menge positiver Elemente 
aus K, die die von Null verschiedenen Quadrate von K umfaBt??). 

Ein Positivbereich enthalt demgemaB den minimalen Positivbereich P, von 
K, bestehend aus den Summen von Quadraten. Es sei — P die Menge der mit 
— 1 multiplizierten Elemente von P. 

Wir nennen eine Untergruppe 2 von G = O (3, K, Q) eine hyperbolische Teil- 
geometrie, wenn die zu U gehdérenden Geradenspiegelungen ein Erzeugenden- 
system fiir Ut bilden und U mit diesem Erzeugendensystem die Axiome A 1 
bis A 6 aus 1.1 erfiillt. 

Insbesondere ist also G ~ O (3, K,Q) selber eine hyperbolische Teil- 
geometrie. Eine hyperbolische Teilgeometrie ist wegen Al und A3 gegen- 
iiber dem Punktverbinden und Lotfallen abgeschlossen. 

5.1. Es sei G eine hyperbolische Geometrie im Sinne von Axiomensystem A 
und K der zugehérige angeordnete Koordinatenkérper. Es sei P ein Positiv- 
bereich von K. Dann bildet die Menge U der Elemente von G = PGL (2, K). 
deren zugehérige Determinantenwerte zu -- P U P gehdéren, eine hyperbolische 
Teilgeometrie U, die die zu P, gehérende Teilgeometrie U, umfaBbt. Ist um- 
gekehrt eine Teilgeometrie 11 mit 21>, gegeben, so bilden die zugehérigen 
Determinantenwerte einen Positivbereich P. Auf diese Weise entsprechen sich 
also die Teilgeometrien U > U, und die Positivbereiche P 2 P, eineindeutig. 

Beweis: Sei U die Menge der Elemente von G, deren Determinantenwerte 
zu — PP gehGren, wo P ein Positivbereich ist. Dann wird U von den in U 
liegenden Geradenspiegelungen erzeugt. Denn zunichst ist U offenbar eine 
Gruppe. Ferner kénnen wir die Elemente von G, also auch die von U, in der 
Form gh oder gP darstellen. Dann gibt es zu gh¢€ U Geraden j,k € U mit 
gh =jk und zu gP¢€U Elemente A, Q€U mit gP = hQ. Wir beschrinken 
uns darauf, den ersten Teil zu beweisen, der zweite verliuft formal auf die 
gleiche Art. 


*°) Falls nur interessiert, daB die Untergruppe § von den Punktspiegelungen erzeugt 
wird, kann man im Falle, daB K ein Q-Kérper ist, auch folgendermawen schlieBen: Die 
PSL (2, K) ist einfach und hat in diesem Fall den Index 2. Also muB die von den Punkt- 
spiegelungen erzeugte Untergruppe mit der P S L (2, K) identisch sein, und diese wiederum 
stimmt mit  itiberein. 

*1) In revidierter Form eingetroffen am 17. Oktober 1953. 


*2) Bei G. Pickert™) hat der Begriff ,,Positivbereich“ eine engere Bedeutung. Man 
vgl. hierzu N. Boursak1, Eléments de Mathématique, Algébre, corps ordonnés. 
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Zum Beweis stellen wir g und h durch die Matrizen (1) dar. Es sei zunichst 
a. — %f,+ 0. Dann reprisentiert 


mi B, — a8, 0 : 

Bi¥i— Biv. % A, — a, ba) 

eine Gerade k, die mit g und h im Biischel liegt und die wegen des Determi- 
nantenwertes — (a8, — «/,)*€ — P»>¢ — P zu U gehért. Dann gehért auch 
ghj = k zu U. Entsprechend schlieBt man bei «,y,— «,7,+ 0. Bei der noch 
verbleibenden Méglichkeit gilt 6,y.— f.y,+ 0, und damit erhalten wir in 


23) 


(24) 0 en 


(Biv, — Birr 0 
eine Gerade k, die mit g und h im Biischel liegt und zu U, C U gehért, so daB 
ghj = ke U gilt. 

Um die Giltigkeit von A 1 bis A 6 fiir U1 zu erweisen, geniigt es, die Giiltig- 
keit der Existenzaxiome A 1, A 3 und A 6 nachzuweisen. Die Punkte P und Q 
reprisentieren wir durch (1) mit — (aj + Ayy,)=6,>0und — (a) + Byy) 

: > 0. Es ist also f,y,f.y.+ 0, so daB wir f, und f, zu 1 normieren kénnen. 
Hiermit erhalt die Determinante (3) der Verbindungsgeraden die Form 
(25) — (6, — 6,)? — 2 (6, + 6.) (a, — a)? — (a, — a). 
Mit — 6,, — 6, gehGrt also auch (25) zu — P, es gilt also A 1. 

Falls (1) einen Punkt und eine Gerade reprisentiert, gilt 6,> 0 und 6,< 0, 
woraus aus (3) unmittelbar folgt, daB auch das Lot eine zu — P gehérende 


Determinante hat, wenn — 6,, 6, zu — P gehéren; es gilt also A3. SchlieBlich 
haben die drei durch 


- (2 0 \. ‘0 1). ~1 0) 
(<9) 0 —1)? ( 0) 3 1) 


reprasentierten Geraden die in A 6 geforderten Eigenschaften, wobei sie offen- 
bar zu U gehGren. 

Ist umgekehrt U eine Teilgeometrie mit 1 > U, und I die Menge der De- 
terminantenwerte der Elemente von U, so bildet I offenbar eine multiplikative 
Gruppe, die die positiven und negativen Quadrate von K umfaBt. Aus a€ I 
folgt also insbesondere — « € I. Wir miissen nur noch zeigen, daB fiir 6,, 6,.> 0 
aus 6,, 6,€ I folgt 6,+ 6,¢€ 1. Dies ist aquivalent mit der Aussage: Aus 6> 0, 
6€1 folgt «?+ 6€1. 

Um das zu beweisen, bemerken wir zunichst, daB es zu 6 > 0, 6€ I stets 
eine Punktspiegelung in U gibt mit 6 als Determinantenwert. Denn das Ele- 
ment aus Ul mit dem Determinantenwert 6 kénnen wir wegen 2.2 in der Form gh 
schreiben. Dann gibt es, wie wir eben sahen, ein k mit der normierten Deter- 
minante — 1 aus U so, daB ghk = j wird. j € U hat also die Determinante — 6. 
Unter den zu j orthogonalen Geraden j’ gibt es aber eine mit dem normierten 
Determinantenwert — 1. Das iiberlegt man sich leicht daraus, daB die zu j 
orthogonalen Geraden in © durch 
(27) ‘gas — 2a, 


—2Aa, Pye | Aue K 


24* 
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reprisentiert werden, wenn man j durch die erste Matrix in (1) repriisentiert. 
P = jj’ hat also die Determinante 6. Das Lot von P auf die durch 


0 
(28) .— 


reprasentierte Gerade von U 2 U, hat dann gemaB (3) die Determinante 
— (y?+ 6), wobei wir P durch die erste Matrix in (1) dargestellt haben. 

Bemerkung: Die Bestimmung von Teilgeometrien durch Positivbereiche 
gemaB 5.1 liefert uns im allgemeinen noch nicht alle Teilgeometrien von 6. 
Denn man kann offenbar zu jedem Positivbereich P* eines Unterkérpers K* 
von K wieder Teilgeometrien bestimmen. Es kénnte sein, daB jede Teil- 
geometrie 11 von G die Eigenschaft hat, im angegebenen Sinne durch einen 
Positivbereich P* eines Unterkérpers K* von K charakterisiert zu sein. 

Zum AbschluB noch einige unmittelbare Folgerungen aus der Theorie der 
anordenbaren Kérper**): 

5.2. Wir betrachten die Gruppe PGL (2, K) iiber einem anordenbaren 
Kérper K. Den verschiedenen méglichen Anordnungen von K entsprechen die 
verschiedenen Méglichkeiten, die involutorischen Elemente von PG L (2, K) so 
in Geraden- und Punktspiegelungen einzuteilen, daB die PG L (2, K) das Axio- 
mensystem A befriedigt. Man erhalt auf diese Weise auch alle méglichen 
Mengen von involutorischen Erzeugenden der PGL (2, K), mit denen die 
PGL (2, K) zu einer hyperbolischen Geometrie im Sinne von Axiomen- 
system A wird. Der Durchschnitt aller solcher zulassigen Mengen von involu- 
torischen Erzeugenden bildet das Erzeugendensystem fiir die gemaB 5.1 zum 
minimalen Positivbereich P, gehérende Teilgeometrie Uy. 


*3) Man vergleiche die in '*) genannte Literatur. 


( Eingegangen am 7. September 1953.) 

































HERRMANN, O. 
Math. Annalen, Bd. 127, 8. 357—400 (1954). 


Uber Hisertsche Modulfunktionen 
und die Diricntetschen Reihen 
mit Euterscher Produktentwicklung’). 
Von 


OskaR HERRMANN in Heidelberg. 


BLUMENTHAL [1]?) untersuchte auf Anregung von HILBERT unter Zu- 
grundelegung eines total-reellen algebraischen Zahlkérpers eine Verallge- 
meinerung der gew6hnlichen Modulgruppe, welche heute unter dem Namen 
,HILBERTsche Modulgruppe“ bekannt ist. BLUMENTHAL ging hierbei nur auf 
Fragen der algebraischen Funktionentheorie ein. Die Modulformen zu einem 
total-reellen Zahlkérper beliebigen Grades fiihrte KLoosTERMAN ein, nachdem 
diese bereits vorher von HEcKE [2] im Spezialfall des reell-quadratischen 
Zahlkérpers zur Lésung von zahlentheoretischen Problemen verwendet wurden. 
Den KioosterMaANschen Untersuchungen [3] entnehmen wir hier eine Ab- 
schitzung der GréBenordnung der Fourierkoeffizienten von Modulformen. 
Maass befaBte sich in zwei Arbeiten [4,5] mit allgemeinen Gruppen vom 
Typus der HitBertschen Modulgruppe, wobei sich insbesondere die Endlich- 
keit des Ranges der Schar aller automorphen Formen gegebener Dimension 
ergab, wenn nur der Fundamentalbereich gewisse Eigenschaften besitzt. 

Die Theorie der 7-Operatoren von Hecke [6,7] wurde von DE Bruisn 
auf Modulformen zur HitBertschen Modulgruppe verallgemeinert. Da es 
jedoch nicht zu jedem Hauptideal eine total-positive Erzeugende gibt, erhielt 
DE Bruyn nur dadurch eine geschlossene Operatorentheorie, daB er eine 
Modulform aus 2" in verschiedenen Gebieten definierten analytischen Funk- 
tionen zusammensetzte. Seine Operatoren geniigen einem Multiplikations- 
theorem von demselben Typus, wie es aus der Heckeschen Theorie der ra- 
tionalen Modulgruppe bekannt ist. Da jedoch die Modulformen von DE Bruisn 
nur zu den ganzen quadrat-iquivalenten Idealen Fourrer-Koeffizienten be- 
sitzen, konnte DE BRuigN nur zu den ganzen quadrat-iquivalenten Idealen 
T-Operatoren definieren. Die zugehérigen DiricuiEet-Reihen sind daher von 
dein Typus 

me. i } 8 

D (8, A) - e(m) A(m) N(m)-*, 
wobei héchstens iiber alle quadrat-aquivaienten Ideale summiert wird. Hier- 
bei ist ein quadrat-aiquivalentes Ideal ein Ideal, welches sich von einem Ideal- 
quadrat um héchstens ein Hauptideal unterscheidet. Da im Bereich der 
quadrat-aquivalenten Ideale der Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit in 
Primideale nicht gilt, hat eine solche DrricHLEt-Reihe keine Evtrersche Pro- 
duktentwicklung, falls die Klassenzahl h gerade ist. Da die von DE Bru1JN 


1) Diese Arbeit wurde von der naturwissenschaftlich-mathematischen Fakultét der 
Universitat Heidelberg als Dissertation angenommen. 
*) Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf 8. 400. 
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zugrunde gelegte Gruppe keine diskontinuierliche Erweiterung besitzt, be- 
deutet dies, daB es im allgemeinen trotz der multiplikativen Eigenschaften der 
T-Operatoren zu den Modulformen von pg Bruisn keine Drricnietreihen 
mit EuLer-Produkt gibt. In der vorliegenden Arbeit werden aus Modul. 
formen zu h verschiedenen Gruppen vom Typus der Hitpertschen Modul- 
gruppe Vektoren gebildet und fiir diese eine der Hecke-Prtrerssonschen 
Theorie analoge Theorie entwickelt. 

Die zugrundeliegenden Gruppen lassen sich am einfachsten beschreiben, 
wenn man sich des Hilfsmittels der idealen Zahlen bedient. Die Definition 
der idealen Zahlen und die fiir die Anwendungen wichtigsten Eigenschaften 
werden in § 1 zusammengestellt. Hier mége nur gesagt werden, daB der Be- 


reich aller idealen Zahlen in h Klassen K,= K, K,,..., K,, die absoluten 
Zahliklassen, zerfallt. Jeder Zahlklasse wird in §2 ein System ["(K,) von 
Matrizen 
M = ( « B) 
y 6; 


zugeordnet. Die Untersuchung dieser Matrizensysteme ist deswegen eigen- 
tiimlich kompliziert, weil sie im allgemeinen nicht einmal Halbgruppen 
bilden. Die in den Matrizensystemen J°(K,) zulissigen Multiplikationen 
werden in Hilfssatz 9 beschrieben. Fiir die Theorie der 7'-Operatoren ist das 
wichtigste Ergebnis dieses Paragraphen der Satz 1, in dem Reprisentanten- 
systeme der Linksklassen der Matrizen M¢ J'(K,) mit der Determinante 
o=a6— fy nach der Gruppe /;(K,) aller Matrizen aus J"(K,) mit der 
Determinante 1 angegeben werden. Jeder Matrix M aus /'(K,) wird in §3 
ein simultanes System linear-gebrochener Substitutionen zugeordnet. Der 
Gruppe J',(K,) entspricht dabei die Substitutionsgruppe /\(K,). Sieht man 
von endlich vielen Hyperebenen, den Grenzriumen, ab, so ist die Gruppe 
r,(K,) in dem vollen n-dimensionalen Zahlenraum iiber dem Ké6rper der 
komplexen Zahlen diskontinuierlich. Dieser wird durch die Grenzriume in 
2” Gebiete ©, (w € K,) zerlegt. Die Vereinigung tx, dieser Gebiete £,, , also 
der volle Raum ohne die Grenzriume, wird durch Einfiihren einer Metrik 
zu einer Darstellung eines Systems abstrakter metrischer Mannigfaltigkeiten. 
Die Bestimmung eines Fundamentalbereichs der Gruppe I’, (K,) beziiglich fx 
mit einfachen Eigenschaften geschieht nach einem Verfahren, welches eine 
Kombination der Methoden von Frickre-KLern [9] und Maass [4] ist. Der 
Fundamentalbereich der Gruppe I (K,) beziiglich fx, zerfallt in 2” Teil- 
bereiche; jeder besitzt, wie man leicht sieht, genau A Spitzen, ist zusammen- 
hangend und wird von endlich vielen Hyperebenen im Sinne der Metrik be- 
randet (Satz 4). Da der Schwerpunkt der Untersuchungen in den funktionen- 
theoretischen Teil gelegt wurde, sind bei der Konstruktion des Fundamental- 
bereiches einige Hilfsbetrachtungen nur angedeutet worden. 

Auf {,, werden automorphe Formen der Dimension — k (k = natiirliche 
Zahl) betrachtet. Da tx, in 2" getrennte Gebiete zerfallt, bestehen diese 
automorphen Formen, die HiLBertschen Modulformen zur Klasse K,, aus 2" 
getrennten Funktionszweigen. Solche Funktionen hat fiir den Spezialfall 
K,= K bereits pr Bruisn betrachtet. Eine Modulform zur Klasse K, von 
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der Dimension — k hei®Bt vom Typus (K,, — k). Zugleich bezeichne (K,, — k) 
die Schar aller Modulformen dieses Typus. Die Schar (K,, — k) ist von end- 
lichem Rang (beziiglich des Kérpers der komplexen Zahlen); sie laBt sich als 
direkte Summe der Scharen (K,, — k, ¥) darstellen, wobei eine Modulform F 
des Typus (K,,—k) eine Modulform des Typus (K,, — k, x) heiBt, wenn 
F (et) = x (e) F (rt) fiir jede Einheit e gilt und y ein biquadratischer Charakter 
der Einheitengruppe ist. Nicht zu jedem biquadratischen Charakter der Ein- 
heitengruppe gibt es Modulformen des Typus (K, — k, x). Hierfiir ist y (e*) 

N e* notwendig; ein Charakter yz, der dieser Bedingung geniigt, heiBt ein 
zulissiger Charakter. Die zulissigen Charaktere werden fortgesetzt zu Cha- 
rakteren der Gruppe Z* aller von 0 verschiedenen idealen Zahlen. Die T’- 
Operatoren fiir Modulformen des Typus (K,, — k, y) werden definiert durch 


} 
T x, (0) = N (0)*-* x (0) a Ru: 
oo 
wobei die R, ein volistiéndiges Reprisentantensystem der Linksklassen aller 
Matrizen aus J’ (K,) mit der Determinante o nach Satz 1 bilden. Der Operator 
T x (6) bildet die Schar (K,, —k, x) in die Schar (0 K,, —k, x) ab. Die 
Iteration von 7'-Operatoren ist daher nur unter Beriicksichtigung der Klassen- 
verschiebung méglich. Daher sind die 7'-Operatoren im allgemeinen nicht 
vertauschbar. Es kann dennoch ein Multiplikationstheorem bewiesen werden ; 
dieses zeigt eine gewisse Ahnlichkeit mit dem Multiplikationstheorem der 
T-Operatoren fiir die Modulgruppe héherer Stufe bei Hecke [7]. 

Um die multiplikativen Beziehungen der 7'-Operatoren iibersichtlich dar- 
zustellen, werden aus je h Formen Fx, (t) des Typus (K,, — k) (a=1,2,..., h) 
die Formenvektoren § = {Fx (t)} des Typus {K, —k} gebildet. Auf die 
Schar aller Formenvektoren des Typus {K, — k} iibertrigt sich die Auf- 
spaltung der Scharen (K,, — k) in die Teilscharen (K,, — k, x): die Schar 
aller Formenvektoren des Typus {K, — k} zerfallt in die Scharen {K, — k, }. 
Fiir diese Scharen werden die 7'-Operatoren 7' (o) erklart durch komponenten- 
weises Anwenden der T x (9) und Umordnen, so daB die a-te Komponente 
von § | 7’ (o} wieder zur Klasse K, gehért. Die 7'-Operatoren fiir die Formen- 
vektoren sind vertauschbar. Die Multiplikationsformel wird besonders ein- 
fach, wenn man sich auf gewisse Teilscharen {K, — k, x, y} der Schar {K. 

k, y} beschrinkt, wobei py ein Charakter der Zahlklassengruppe ist. Fiir 
diese Teilscharen lautet das Multiplikationstheorem (Satz 7) der 7'-Operatoren 

T(X)T(o)= ZY r (2 ) N(d)F-* pd) . 

(9) 
1/02, 0) 
Die Schar {K, — k, x} ist die direkte Summe der Teilscharen {K, — k, y, y}. 
Die Untersuchung der Fourrer-Koeffizienten der Formenvektoren fiihrt zu 
einer vollsténdigen Analogie der Herckr-Pretrerssonschen Theorie: Die 
Fourter-Koeffizienten c (o) eines Formenvektors des Typus {K, — k, x, y}. 
welcher Eigenvektor aller 7'-Operatoren ist, geniigen der Multiplikationsforme| 
ma 
c(X)e(o) » o( SE) NCO 1y(d). 


(#) 
1j0/(¥,«) 
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Insbesondere gilt also 
e(=)c(o)=c(Xoa) fir (X, 0) =1; 

d.h. ¢ (a) ist eine multiplikative Funktion (hinsichtlich teilerfremder Argu- 
mente). Hiervon gilt aber auch die Umkehrung: Ein Formenvektor § des 
Typus {K,—k, x, y}, dessen Fourter-Koeffizienten multiplikativ sind, ist 
Eigenvektor aller 7'-Operatoren. Die Schar der Spitzenformenvektoren des 
Typus {K, — k, xy, y} wird von Eigenvektoren aller 7'-Operatoren aufge- 
spannt. In der Schar der Spitzenformenvektoren gibt es keine weiteren 
Eigenvektoren. In der Teilschar von {K, — k, x, y}, die auf allen Spitzen- 
formen dieses Typus senkrecht steht, gibt es mindestens einen Eigenvektor 
aller 7'-Operatoren, falls diese Teilschar nicht leer ist. Genaueres ist tiber 
diese Schar nicht bekannt. Es ist zu vermuten, daB diese Teilschar von genau 
einem EtsensTetIn-Reihenvektor aufgespannt wird, wenn sie nicht leer ist 

Die Me.irn-Transformation ordnet jedem Formenvektor ein System von 
DrricHLet-Reihen mit GréBencharakteren umkehrbar eindeutig zu. Diese 
DrricH_Let-Reihen definieren ganze Funktionen, wenn man von endlich vielen 
absieht, bei denen ein Pol der Ordnung | auftritt. Diese DrricHiet-Reihen 
besitzen eine Funktionalgleichung von bekannter Struktur. Diese Funktional- 
gleichung wird nach der klassischen Methode mit Hilfe der MeLii-Transfor- 
mation auf eine Traasformationseigenschaft der Formenvektoren zuriick- 
gefiihrt. Mit den durch die Me.ir-Transformation gefundenen DrricHLet- 
Reihen sind die DrricHiet-Reihen 

I (8 =J'c d 
D(s, A) = (a) A(a) N(o) 
linear-aquivalent. Diese besitzen eine kanonische EuLER-Produktentwicklung 
D(s, A) = IT (1 — e(@) A(e) N(e)-* + w(e) N(e)*-*-*)-?, 
(e) 

falls der Formenvektor G ein Eigenvektor aller 7'-Operatoren ist. Hierbei er- 
streckt sich das Produkt iiber ein vollstaindiges System nicht-assoziierter 
Primzahlen o. Es sind die einzigen EvuLer-Produkte, die zu Formenvektoren 
des Typus {K, — k, x, y} gefunden werden kénnen. 
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Kapitel I. Die gruppentheoretischen Grundlagen. 


§ 1. Ideale Zahlen. 

Der zugrunde gelegte total-reelle algebraische Zahlkérper mit der (ab- 
soluten) Idealklassenzahl h und dem Grad n werde mit K bezeichnet. Die n 
Konjugierten zu K seien K®(y = 1, 2,...,n). Uber K konstruieren wir nun 
mit HecKe [10] einen Bereich Z idealer Zahlen mit folgenden Eigenschaften: 

Z ist ein kleinster Bereich, der K enthilt und in dem aufer der Multiplikation 
und Division auch die Bildung des grépten gemeinsamen Teilers (g.g.T.) un- 
eingeschrinkt méglich ist, mit der Nebenbedingung, daB alle in Z enthaltenen 
Einheiten zu K gehéren. 

Z ist durch diese Forderungen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Wir 
setzen die Isomorphismen K+K auf irgendeine Weise zu Isomorphismen 


von Z auf konjugierte Bereiche Z (vy = 1, 2,.. ., m) fort. GemaB dieser Fest- 
setzung besitzt jede ideale Zahl « € Z genau n Konjugierte « (vy = 1, 2, .. ., n), 


unter denen selbstverstindlich auch gleiche vorkommen kénnen. Durch die 
Einbettung der Bereiche Z‘” in den Kérper der komplexen Zahlen ist die 
Summe und das Produkt von idealen Zahlen mit beliebigen komplexen Zahlen 
erklirt. Die Mengen der von 0 verschiedenen idealen Zahlen in K bzw. Z 
werden mit K* bzw. Z* bezeichnet. Auf Z iibertrigt sich die Klassenein- 
teilung der vom Nullideal verschiedenen Ideale in A Klassen: Z* zerfallt in 


h Klassen K Ky, KS, ..., Kq , die absoluten Zahlklassen. 
Fiigt man zu diesen Klassen K, jeweils die Zahl 0 hinzu, so erhalt man 
die Klassen K,(a = 1, 2,..., h), die nun einen nicht-leeren Durchschnitt be- 


sitzen. Daher ist der dieser Klasseneinteilung von Z entsprechende Aqui- 
valenzbegriff: 


a~ fp fir «, BECK 


a 


nicht transitiv; aus « ~ B, 8 ~ y folgt nimlich « ~ y nur dann, wenn # + O ist. 


Das Symbol (a,, a,,..., a,) bedeute einen beliebigen g.g.T. der Zahlen 
%,%,...,%,. Er ist bis auf eine Einheit ec eindeutig bestimmt. Insbesondere 


bedeutet dann («) eine ideale Zahl, die sich von « um héchstens eine Einheit 
unterscheidet. Eine ganze ideale Zahl ist eine ideale Zahl, welche zugleich 
ganz-algebraisch ist. «/f8 bedeute wie iiblich, daB ; ganz ist. 

Fiir spitere Anwendungen notieren wir nun einige Hilfssitze aus der 
Arithmetik der idealen Zahlen iiber dem Ké6rper K. Hinsichtlich der Be- 
weise kann gréBtenteils auf HEcKE [10] verwiesen werden. 

Hilfssatz 1: Die Summe zweier von 0 verschiedener idealer Zahlen «, B ist 
dann und nur dann wieder eine ideale Zahl, wenn « ~ B ist. 

Hilfssatz 2: Ist w <Z* und K, eine beliebige Klasse idealer Zahlen, so gibt 
es hierzu n ideale Zahlen x,, %,.. ., a,, 80 dap sich jede ideale Zahl « € K, ein- 
deutig in der Form 


x % MM, + Ay Ms, ttt + hy My, 


mit rationalen Koeffizienten m, schreiben laiBt und w/a genau dann gilt, wenn 
alle m, ganz rational sind. 
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Hilfssatz 3: Sind w, «¢€Z™* und ist w/x, so gibt es in der vorgegebenen Klasse K , 
eine weitere Zahl y, so daB w = (a, y) ist. 

Hilfssatz 4: Der g.g.T. w zweier Zahlen a, y © Z™* lapt sich stets als Linear- 
kombination von «, y mit ganzen Koeffizienten A, u © Z schreiben: 


wo=Aat+umy. 
U/berdies ist 


Eine Kongruenz fiir ideale Zahlen 
a= B(p) 
' a—p . “ hes ae ; 

mit 4« + 0 soll bedeuten, daB ~ eine ganze Zahl aus Z ist. Damit ist gleich- 

' —— ' a—p . : , , 
wertig, daB a, 8 aquivalent sind und ny eine ganze algebraische Zahl ist. 
Fiir Kongruenzen mit idealen Zahlen gelten folgende Hilfssitze : 

Hilfssatz 5: Hine lineare Kongruenz 


a & = 6 (p) 
ist genau dann mit ganzem & < Z lisbar, wenn (x, u)/B. Sie ist mod u eindeutig 
lésbar, wenn (a, 4) = 1 ist. Sind a, B € Z™, so ist E ~ P ’ 

Hilfssatz 6: Ein System von endlich vielen Kongruenzen mit paarweise 
teilerfremden Moduln ist simultan lésbar, wenn jede Kongruenz einzeln so lésbar 
ist, daB die Einzellésungen dquivalent sind. 

Hilfssatz 7: Sind uw und  irgendwelche ganze Zahlen aus Z™, so gibt es in 
jeder primen Restklasse mod yu eine zu —p teilerfremde ganze ideale Zahl. 

Hilfsatz 8: Hs sei u€Z™*, ganz; dann gibt es in jeder Klasse gleichviel: 
mod yx inkongruente ganze ideale Zahlen. Diese Anzahl werde mit N (yu) be 
zeichnet. 

Ist uw irgendeine ideale Zahl, so bedeute N w das Produkt und S$ yu die 
Summe ihrer n Konjugierten. Ist «4 ¢ K, so sind N uw, S uw rationale Zahlen. 
Sonst unterscheidet sich Nw von einer rationalen Zahl um héchstens eine 
Einheitswurzel. Ist u eine ganze ideale Zahl, so ist die im Hilfssatz 8 einge 
fiihrte Anzahl N(u) = |N yw). Es sei «4 ¢ K. Dann gibt es eine (bis auf eine 
Einheit ¢ eindeutig bestimmte) Zahl @ ¢€ Z, so daB S uw genau dann ganz ist 
wenn @ uw ganz ist. Diese Zahl @ heiBt die Differente von K. d = N (@) ist 
die Diskriminante von K. 

Neben der bisher allein betrachteten (absoluten) Klasseneinteilung be- 
trachten wir in Z* zwei Verschirfungen: 

Zwei ideale Zahlen a, 8 ¢Z* heiBen aquivalent im engeren Sinne, wenn 
x 
Be 
schreiben wir «= f. Die zugehérigen Zahlklassen werden mit K, und die 


— , den ; ‘ a = . , 
K™* ist und es eine Einheit ¢ gibt , so daB B total-positiv ist. Hierfiir 


Klassenzahl mit A bezeichnet. Diese Klasseneinteilung iibertragt sich auch 
auf die Ideale. Dies gilt nicht fiir die engste Klasseneinteilung, die der fol- 
genden Aquivalenzdefinition entspricht: Zwei ideale Zahlen a, 6 « Z* heiBen 
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iquivalent im engsten Sinne, wenn « ~ # und 3 total-positiv ist. Hierfiir 
schreiben wir a = B. 

Ausdriicke wie o K und K,* K¥ ~—' sind im Sinne der aus der Gruppen- 
theorie bekannten Komplexrechnung zu verstehen. Kz! ist dann noch nicht 
erklirt, da 0¢ K, kein Inverses besitzt. Wir definieren daher Kz! als die 
aus K*—' durch Hinzunahme der 0 entstehenden Menge. Ersichtlich ist dann 
K-*= KES", 


a 


§ 2. Die Arithmetik der zweireihigen Matrizen mit idealen Zahlen. 


B 


Wir betrachten im folgenden die zweireihigen Matrizen M = (55). deren 
Elemente ganze ideale Zahlen sind, die den Bedingungen 
(1) a€K, Be Kz'K,, y¢ K,, 6¢€K, 
geniigen und deren Determinante 


») 


(2) o=a0-—Bpy+0 

ist. Die Menge aller Matrizen M, die diesen Bedingungen mit festem K, und 
beliebigem K, geniigen, bezeichnen wir mit J/'(K,). Sind alle Elemente der 
Matrix M von 0 verschieden, so besagt (1) gerade 

‘ oa 2 2. ee 

(3) ae K,7, Ge Ka. 

Die Bedingung (3) erscheint zwar natiirlicher als (1), ist aber nicht brauchbar, 
falls irgend ein Element der Matrix M verschwindet. Man erkennt sofort, 
daB o € K, gilt. Die Matrizen M ¢€ J’(K,) bilden keine Gruppe und im Falle 
h + 1 nicht einmal eine Halbgruppe. Es gilt nur 

Hilfssatz 9: Ist M¢I°(K,) und o die Determinante von M, s0 ist auch 
M M'¢ I’(K,), wenn M’ eine beliebige Matrix aus I’ (a-! K,) ist. 

Zum Beweis braucht nur beachtet zu werden, daB die Zahlklassen Gruppen 
beziiglich der Addition sind. Andere Produkte, als die in Hilfssatz 9 genannten, 
stellen im allgemeinen keine Matrizen mit Elementen aus Z dar und werden 
deshalb nicht gebildet. 

Man stellt fest, daB alle Matrizen L = ("4 ) € I’(K,) deren Determinante 
20 — wv = 1 ist, eine Gruppe J, (K,) bilden. Wir verschaffen uns eine Uber- 
sicht iiber alle Gruppen in J"(K,), welche J,(K,) umfassen. Dabei treten 
die Einheitengruppen in K auf. Allgemein werde vereinbart, eine Einheiten- 
gruppe in K mit (¢,) zu bezeichnen, wenn ¢, ein willkiirliches Element der 
Gruppe darstellt. Ferner sei J’, (K,) die Menge aller Matrizen L ¢ I"(K,). 
deren Determinante in (¢,) liegt. Die Mengen J’, (K,) stellen Gruppen dar; es 
sind die einzigen Gruppen in J"(K,), welche J’,(K,) umfassen. In der Tat, geht 
man von einer beliebigen Gruppe Jc J'(K,) aus und ordnet jeder Matrix L 
ihre Determinante als Bild zu, so ist diese Abbildung ein Homomorphismus 
der Matrizengruppe auf eine multiplikative Gruppe ganzer Zahlen. Das ist 
aber eine Einheitengruppe (e,). Dann gibt es zu jedem ¢, mindestens ein L ¢ J" 
mit der Determinante ¢,. Ist auch noch J\(K,)¢ J’, so sind ersichtlich alle 
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Matrizen mit der Determinante ¢, in der betrachteten Gruppe J" enthalten; 
d.h. es ist J’= I’, (K,). Im folgenden bezeichne ¢ eine beliebige und ¢, eine 
beliebige total-positive Einheit in K 
Hilfssatz 10: Sind I’, (K,), I’.,(Kq) zwei Matrizengruppen mit 
DT (Kq) C P,(Ka) C Ps,( Ka); 
so ist I’, (K,) Normalteiler von I’, (K,) und es gilt die Isomorphie 
Ie, (Ka) a (€3 
P',(Ka) ~ (& 
Der Beweis folgt sofort aus dem zweiten Isomorphiesatz der Gruppentheorie, 
wenn man beachtet, daB der Kern des Homomorphismus L >¢ die Gruppe 
I" (K,) ist. 
Aus Hilfssatz 10 folgt mit e und ¢, in der angegebenen Bedeutung 
Hilfssatz 11: Die Gruppen I,2(K,) und Ig: (K,) sind Normalteiler von 
I’,(K,) von endlichem Index und mit abelscher Faktor-Gruppe. Es gilt 


(Ie (Ka): P'et(Kaq)) = 2", (Ue (Ka): Lez (Ka)) = 2° 
mitn Sg S2n— 1. Die Faktorgruppen sind vom T ypus 
i. cs on a Os Ue oo os et ace 
Zum Beweis braucht man ja nur die entsprechenden Einheitengruppen zu 
betrachten, fiir welche der Satz bekannt ist. 
Eine Matrix M ¢ I"(K,), deren Determinante sich von o nur um eine Ein- 
heit unterscheidet, heiBe von der Ordnung (a). Insbesondere ist also eine 


Matrix L (**) , deren Determinante eine beliebige Einheit ist, von der Ord- 


nung (1). Auch im folgenden werden wir die Bezeichnung L (72) nur fiir 
Matrizen der Ordnung (1) verwenden. Matrizen der Ordnung (1) heiBen 
unimodulare Matrizen. Ist die Determinante der Matrix Z sogar 1, so heifbt L 
eigentlich unimodular. 

Multipliziert man die Matrizen M ¢ [°(K,) von der Ordnung (0) von links 
mit Matrizen ¢€ J',(K,) und von rechts mit Matrizen € J"(o-1K,), so sind nach 
Hilfssatz 9 die Produktmatrizen wieder Matrizen aus J’(K,) von der Ord- 
nung (o). Damit ist die folgende Definition nahegelegt : 

Zwei Matrizen M, M’¢ I'(K,) von der Ordnung (a) heiBen 


linksiquivalent bzw. rechtsaiquivalent, 


wenn es eine Matrix 


L<I,(K,) bzw. L¢€I\(o-'K,) 
gibt, so daB 
LM = M’ bzw. M L = M’ 
ist. Hierfiir verwenden wir das Zeichen 
M 7 M’ bzw. Mo x. 


Da die unimodularen Substitutionen einer jeden Klasse eine Gruppe 
bilden, sind diese Aquivalenzrelationen reflexiv, symmetrisch und transitiv; 
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sie geben also zu einer Klasseneinteilung AnlaB. Zur Definition der 7'-Ope- 
ratoren benétigen wir eine vollstandige Ubersicht iiber die Linksklassenein- 
teilung. Die Rechtsklasseneinteilung ist von geringerer Bedeutung. 
Hilfssatz 12: Sid «, «’, y, y’ ideale Zahlen mit 
a, a € K, 
y, 7 € K,, 
dann gibt es ein L € I,(K,), so dap 
a’ a’ 
(4) (*)) . L() 
/ , 


ist. 


(a, y) = (a’ y’) + (0), 


Beweis: Da w = (a, y) nach Hilfssatz 4 eine Linearkombination von a, y 
mit ganzen Koeffizienten ist, gilt dies auch fiir jedes Vielfache von w, etwa 
fiir «’ und y’. Es gibt also ganze ideale Zahlen A, , 4,, ¥,, 0,, 80 daB 

om A aT My 
Y=Hyereny 
und J,, 0,€ K, »,¢ K,, w,¢€ Kz ' gilt. Man setze 


a? 


+ 


A=A, + v6, p=m—ak 
v=%— YY, 0 i +ay 
mit €¢ K>', 7¢K. Durch geeignete Wahl von &, 7 kann man dann erreichen, 
daB 

7 a’ + 2 y’ =- }] — (A, 0, — fy »,) 
ee ; 
i ) I, (Ka) und (4) erfillt. 


Sind »,x,o ganze Zahlen aus Z* und ist K, eine beliebige Zahlklasse, 


und A, u,¥,@ ganz sind. Dann ist aber L 


3 > , 
dann heiBt die Matrix M = wet I’(K,) von dem Typus {7, x, o, K,}, wenn 
‘ 
l. »/ (a, y), x/(B, 6), 


2.0=a6-— Py, (c)=nx 
gilt. Hierfiir schreiben wir 
M € {n, x, 0, K,}. 
Eine feste Matrix von dem Typus {7, x, 0, K,}, auf deren Wahl es nicht an- 
kommt, bezeichnen wir mit R (7, x, o, K,). 
Aus dieser Definition folgt sofort 


Hilfssatz 13: Ist M = (*4) eine Matrix von dem Typus {n, x, 6, K,}, so ist 


n=(a,y) und x = (f, 9d). 
Beweis: Es ist o = «6 — B y. Hieraus folgt 


(x, y) (B, 6)/(a 6, B y)/ (ad — By) = (0). 
Also ist 


(a, y) 9 [) a? 


7] » nx 


und hieraus folgt die Behauptung. 
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Hilfssatz 14: Sind ny, x, « ganze Zahlen aus Z* mit yx = (0) und ist K, 
eine beliebige Zahlklasse, so gibt es eine Matrix vom T ypus {n, x, 0, K,}. 

Beweis: Nach Hilfssatz 3 gibt es zwei Zahlen «€ K, y € K,, so dab 
n = (a, y) ist. Hierzu gibt es nach Hilfssatz 4 zwei ganze Zahlen A, pu, so 
daB y»=Aa+ypyist. Mitd=x/, B = — xp ist dann 

af . 
M (* 5) € {n, x, 6, K,}. 

Hilfssatz 15: Ist M eine Matrix vom Typus {n, x, o, K,}, so ist eine Matrix 

M’'¢ I'(K,) dann und nur dann linkséquivalent zu M, wenn M’' vom gleichen 


T ypus ist. 


Beweis: 1. Es sei M = ot) {n, x, 0, K,}, L ‘ar I, (K,) und 
; Antpy AB+ps pte. 
l 
M LM na vee whee I" (K,) 


Ersichtlich ist dann M’€ {n, x, 0, K,}. 


2. Seien umgekehrt M und M’ in {n, x, 0, K,} gelegen, so ist 
a’d— Py P’a—a’B 
L = M’ M-? : 7 Ver). 
. y b— Wy Oa y’B I i( a/ 
o o 


wie aus der Definition von /,(K,) folgt, also ist M’ 7 M. 

Damit ist der Hilfssatz 15 bewiesen. 

Hilfssatz 16: Es sei M (“4). I'(K,) und o=26— By; dann gibt es 
zwei ganze ideale Zahlen n,x «Z”* und eine Zahl £¢ 0 Kz" mit “le und dazu 

, . . i «Se — 1¢ 
eine Matrix M,¢ {n, x, 6, K,}, so daB M = M, U* gilt, wobei U* tas) ge- 
setzt ist. Bei gegebenem M ist {n, x, 6, K,} eindeutig und € mod - eindeutig 
/ 

bestimmt. 

Beweis: Es sei 7 = (a, y). Wir wahlen eine Zahl y’¢ Kg mit o/y’. Hierzu 
gibt es nach Hilfssatz 3 eine Zahl «’¢ K, so daB 7 = («’, y’) ist. Nach Hilfs- 
satz 12 gibt es dann eine Matrix L ¢€ I,(K,), so dab 


ist. Folglich geniigt die Matrix 
x’ B’ 
u’ =( ad -LM 
yd 
den Bedingungen o/y’ 7 = (a«’ y’). Aus o/y’ folgt o/a’d’. «’ hat aber mit o 


den g.g.T. 4; denn sonst wire («’, y’)+ 7. Also folgt x |e. Wir be- 


stimmen nun eine Zahl £ € o—! Kz! mit 
_ » 1 | +> we 
(5) C= Ol), a l= p(x). 


Das ist méglich, denn die Kongruenzen 


(6) E&=0(a 7"), & = B(x) 
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sind einzeln lésbar mit £ ¢ o K~! und haben teilerfremde Moduln. Nach Hilfs- 
satz 6 sind also die Kongruenzen (6) simultan lésbar. Ist £ eine Lésung von (6), 
& 
so ist [ = 5 eine Lésung von (5). Dann ist offenbar 
” er—t ¢ -¢\., - 
M" = M'U-‘- i ya ore) CA % 0, Ky). 
Es ist M = L~-! M” U* und nach Hilfssatz 15 ist mit M’’ auch M,= L~-! M” « 
{n, x, 0, K,}. Da bei der Rechtsmultiplikation mit U‘ die Elemente der 
ersten Spalte und die Determinante ungeandert bleiben, ist {7, x, 6, K,} ein- 
deutig bestimmt. 
. : ‘ Ie : ; 
Es fehit nun noch der Nachweis, daB [€ mod = eindeutig bestimmt ist. 
Hierzu geniigt es zu zeigen: 
. a . a’ B’ ' : : ‘ - 
Sind M ( ~ ) und M pei ) wei Matrizen vom Typus {n, x, o, K,} 
/ é 
und ist 
(7) M'= MU‘, 


7 


so ist =I. Das ist aber klar; denn aus (7) folgt 
a’ = a, p’=B+« 6, 
y=, J =d+y6, 
also ist x/(a ¢, y ¢) = » ¢, und hieraus folgt die Behauptung. 


Satz 1: Ist o eine ganze Zahl aus Z* , dann wird ein vollstindiges Reprisen- 
tantensystem der Linksklassen von Matrizen M «€ I’ (K,) mit der Determinante o 


gegeben durch 
R (n, x, 6, Ka) US, 


wobei (7) ein vollstiindiges System von nicht-assozierten Teilern von o durch- 
léuft, wihrend x durch nx = 6 bestimmt ist. Bei festen n,x durchliuft ¢ « 

o K; ‘einvolles System von mod : verschiedenen Vielfachen von ; . Die Anzahl 
dieser Linksklassen betrégt 
» 2 N () . 

(n} 

Der erste Teil des Satzes ist eine unmittelbare Folge der vorausgeschickten 
Hilfssitze. Dann folgt aber der zweite Teil durch eine einfache Abzahlung. 

Definition: Zwei Matrizen M, M'¢ I’ (K,) von der Ordnung (a) heiBen 
tiquivalent schlechthin, wenn es eine Matrix L ¢ I,(K,) und eine Matrix L'¢ 
€I’\(o-1K,) gibt, so dap 

M’=LM IL’ 
gilt. Hierfiir schreiben wir M' ~ M. 

Satz 2: Zwei Matrizen M, M'¢ I'(K,) von der Ordnung (oc) sind dann und 
nur dann dquivalent, wenn sie gleiche Determinante und gleichen g.g.T'. besitzen. 
Hierbei verstehen wir unter dem g.g.T. einer Matrix den g.g.T. ihrer Elemente. 

Beweis: 1. DaB aquivalente Matrizen die gleiche Determinante und die 
gleichen g.g.T. besitzen, ist klar. 
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2. Um die Umkehrung zu beweisen, geniigt es offenbar zu zeigen, daB 
jede Matrix M mit der Determinante o und dem g.g.T. # mit einer fest vor- 
gegebenen Matrix R| a? b, a, K,) aquivalent ist. Da der g.g.T. der Matrix M 
nicht stets im Ko6rper liegt, so darf man sich nicht auf primitive Matrizen 
beschrinken. wenn man die Bedingungen (1) nicht durch allgemeinere er- 
setzen will. 

Es sei M=(%*)una 8 3, y, 8). Wir wihlen eine Zahl y’¢ K? 

is sei ] 6) un B = (a, B, y, 6). ir wahlen eine Zahl y’¢ K; 
mit o/y’ und «’€ K mit (a, y) = («’, y’). Hierzu gibt es eine Matrix L,¢ I’, (K,). 
so daB 


M’=L 


i- 


a’ B’ 
M y’ o 
wird. Wir setzen 


M” UM’ u’ = al .) a nal B’ 4 wed ¢ = any’) 


mit ganzen A, vy (mit 4 ¢ Kz', » € o Kz'), iiber welche noch geeignet verfiigt 
werden wird und yu = (a’, 6’). Dann folgt 
(u, B’) = (a’, 0’, B’) = (a’, B’, a, y’), 
denn o ist Linearkombination von «’, £’ mit ganzen Koeffizienten. Ferner ist 
B/(u, B’) = (a’, B’, a, O’)/(a’, B’, y’, 6) = @. 
Also ist 
0 = (un, fp’). 
Die Zahlen 
E= P+1A0'+ va’ 

durchlaufen alle zu #’ mod uw kongruenten Zahlen, wenn 4, alle ganzen 
Zahlen der genannten Klassen unabhaingig voneinander durchlaufen. Es gibt 
Zahlen, A, v, so daB # = (&, y’) ist. Zum Beweis dividiere man nur die beiden 
Bedingungen 

E = P’ (zx), (€, y’') = 0 
durch # und wende Hilfssatz 6 an. Dann ist aber 

(BY, y')=(E+Arvy', yy’) =(&, 7’) =8@. 
Hieraus folgt 
o ‘7 , 

(a, 5) = (8.8) =0. 
In der Tat, es ist 

© 7 o 7 , 

ol(6 , 5)|(B »y)= b 


und 
our. =(e.87.5)|(er$) = 


Hieraus folgt aber die Lésbarkeit der Kongruenz 


p’n=a(5) 
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mit ganzem 9 € o~1 K,, d.h. es gibt ein 7 € o-! K,, so daB 


sar _ ed Bb” in a” — | Bp” a - 7 l 0 
= ( a”) ™ G —n &” a”) =M | —7 1) 


der Bedingung 5/ a" geniigt. Damit folgt o/f’ y’’”’ und wegen ( 5 ; 6’) =~ 


j 
schlieBlich 5/ y’"". Also ist M’’€¢ (<8, 0, K,}. Da alle Matrizen dieses 


Typus linksiquivalent sind, kann M’” durch Linksmultiplikation mit einer 
geeigneten Matrix DL, in den vorgegebenen Reprisentanten R iibergefiihrt 
werden. Eine Anwendung dieses allgemeinen Satzes liefert 

Hilfssatz 17: Hs sei R, eine feste Matrix des Typus {o, 0, o?,o K,}. Dazu 
gibt es ein Reprisentantensystem 

R,, R,,...,R; mit j= Y N(#) 
() 
der Linksklassen von Matrizen aus I'(K,) mit der Determinante o, so daB die 
Matrizen 
R, Rr, R,Ry',....R BF" 


ein vollstindiges Reprisentantensystem von Matrizen aus I'(o K,) mit der 
Determinante o bilden. 

Beweis: Die Matrizen R,, ¢ I’(K,) und R,, € I’ (o K,) seien zwei Reprisen- 
tantensysteme von Matrizen mit der Determinante o. Man kann ohne Ein- 
schrinkung annehmen, daB die Matrizen mit gleichem Index den gleichen 
g.g.T. haben. Dann haben auch die Matrizen R, R)~', Ri, paarweise den 
gleichen g.g.T. Nach Satz 2 sind diese also aquivalent, d. h. es gibt zu jedem yu 
somit zwei Matrizen } el Ly» so daB 

R, B-1= L, RB, L, 
gilt. Die Matrizen L’, R’, bilden dann ein Repriisentantensystem der Links- 
klassen von Matrizen mit der Determinante o von der in Hilfssatz 17 ver- 
langten Art. 

Dieser Hilfssatz kann offenbar auch folgendermaBen formuliert werden: 


Hilfssatz 17a: Es gibt ein gemeinsames Repriisentantensystem der Links- 
klassen und der Rechtsklassen von Matrizen M « I'(K,) mit der Determinante o. 


§ 3. Substitutionen und Substitutionsgruppen. 


Neben dem Kérper K betrachten wir nun seine n Konjugierten K, 
K®,..., K™, die nach Voraussetzung alle reell sind. Jedem Kérper K 
ordnen wir eine komplexe Variable 1” (vy = 1, 2,...,) zu. Diese Variablen 
heiBen die Konjugierten von t. Durch die Einbettung der Bereiche Z® in 
den Kérper der kompiexen Zahlen ist die Multiplikation der idealen Zahlen 
mit beliebigen komplexen Zahlen erklirt. Wir verabreden nun, daB eine 
Gleichung oder Ungleichung, in der Zahlen aus K und die Variable t vor- 
kommen, eine Abkiirzung fiir das System der konjugierten Gleichungen oder 
Ungleichungen bedeutet. 


Mathematische Annalen. 127. 25 
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In diesem Sinne ist z. B. die Substitution 


, at+f 

(8) t>t=Mr ; : 
yt+o 

: ap\ . : Le ae . 4 : : 
wobei M = oan eine Matrix mit Elementen aus Z bezeichnet, gleichwertig 
y ? 

mit dem System 

(*) () 1 pt”) 

(9) + 7 = MO) = = TTP 
yO) 4g 

(*) af) 


Die Matrix M = , ) wird die v-te Konjugierte von M genannt. Fii 


) ofr 
} (») 5 


« € K ist die Ungleichung « > 0 gleichwertig mit dem System «” > 0 (» = 1. 
2,...,”);d.h. a >0 bedeutet, da8B « total-positiv ist. « € K wurde gefordert, 
damit alle Konjugierten von « sicher reell sind. 

Wir berechnen 3m w’1t’ fiir M ¢€ I'(K,) und w'¢€ KZ: 


es 
, , , aT ea 
dm w’ t om @ B 
yt+ é 


=|yt+ 6|-? 3m w' (at + B) (py T+ 4). 
Hierfiir kann man schreiben 


Tm w’ t’ = |y t+ d|-? Sm ow’ (a4 — BF) tT 
= |y t+ d|-? |o|? Im @’ o'r, 
denn a, w’«) tT, w'BO sind reell und es gilt Sm w’B yT 3m @' BPyr 
=— Smo’ pyr. 
Setzt man nun mw’ o-! = o, so folgt 
(10) om ow’ t’ = |yt+ d!-*\o? Ima@r. 
Das Gebiet ©, werde nun durch 
dm @wt>0 
definiert, wobei w eine beliebige ideale Zahl aus Z* ist. £, hingt ersichtlich 
nur von der Klasse von @ im engsten Sinne ab. 
, a _ . 
Hilfssatz 18: Jst M = (; a €I°(K,) und o=26-— 8B y, 80 wird durch die 
Substitution t+ t'= Mr das Gebiet ©, auf das Gebiet £,, abgebildet, wobei 
w’€ KXund w = o-1 a’ ist. Hierbei gilt 


(11) 3m ed = ly t+ 6-2 lol Sm 
(12) om = = |yt’—al-?|ol Sm ae , 
13 w @drdt E ow dr’ dt? 

(13) (3m ort)? (3m o’ t’)? 


B~weis: Setzt man w’= mw a, so ist (11) mit (10) aquivalent. Da aber die 
linke Seite von (11) nur von der Zahlklasse von w’ im engsten Sinne abhangt. 
gilt (11) allgemein. (12) und (13) wird ebenfalls durch direktes Nachrechnen 
bewiesen, wobei man wicder zunachst wm’ = o w annimmt und diese Einschrin- 
kung spiter fallen laBt. 
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Wirsetzen Tx U ¢&,,. Jedes einzelne £, fassen wir als eine Darstellung 
o ¢K, 
einer abstrakten Mannigfaltigkeit auf, so daB Tx, ein System abstrakter 
Mannigfaltigkeiten darstellt. Durch den Parameter t werden diese abstrakten 
Mannigfaltigkeiten auf 2” disjunkte Gebiete des n-dimensionalen komplexen 
Zahlenraumes abgebildet, so daB der ganze Zahlenraum, abgesehen von endlich 
vielen Hyperebenen, den Grenzriumen, iiberdeckt wird. Das System {x 
machen wir zu einem System metrischer Mannigfaltigkeiten, indem wir in £,, 
durch die quadratische Form 
o@@dtrdt 
(d,, 8)? * (3m wt)? 
eine Metrik definieren. Diese Metrik hangt ersichtlich nur von &,, ab. Die 
geoditische Entfernung zweier Punkte 1, t*¢&,, werde mit £,,(t, t*) be- 
zeichnet. Ersichtlich gilt 
Hilfssatz 19: Es sei M ¢ I’(K,), dann bildet (8) das System &,-: K, auf das 


System SZ, so ab, dap CIg1 x inT,,C Ix léngentreu iibergeht. 
5 Ky ow , am { 
Setzt man 
; @t , . y 
z=a+iy © Ah, 2) = 2 4 § 

s a : ao” 
so wird ©, auf das Gebiet y>0 abgebildet. Hierbei geht die metrische 
Fundamentalform iiber in 

4 dz+dy 
d s* S — 
y 

Im Gebiet y >0 liegt also die bereits von Maass untersuchte Metrik vor. 
Wir entnehmen der Untersuchung [4] die Abstandsformel 


@T r wT . 2 
> + -% 
> @)\t \ 7) @ 
(14) E ( v; } S log 
sa @ wT P wT 
1. ¢} - ani 
2) o 


Jeder Matrix M ist eine Substitution (8) zugeordnet. Die Menge aller 
Substitutionen, die den Matrizen M ¢ I’(K,) zugeordnet ist, bezeichnen wir 


mit [°(K,); entsprechend ist der Matrizengruppe lr. (K 
1 


) die Substitutions- 


a 
gruppe I’, (Ka) zugeordnet. Wir benétigen einen Fundamentalbereich der 
Gruppe J(K,) beziiglich Tk. Die Bestimmung eines Fundamentalbereiches 
B,(K,) von r,(K,) geschieht am einfachsten mit Hilfe der Metrisierung nach 
einem bereits von Fricke und KLEIN [9] entwickelten Verfohren. Die direkte 
Anwendung dieses Verfahrens liefert aber keine genauen Aussagen iiber die 
Anniiherung des Fundamentalbereiches an die Grenzriume. Maass [4] hat 
eine Methode angegeben, durch die man einen Fundamentalbereich mit tiber- 
sichtlicheren Eigenschaften erhalt. In unserem Fall gelingt durch Kombination 
beider Verfahren eine wesentliche Abkiirzung. 
Wir zeichnen hierzu in jedem &,, einen Punkt 
@| 4 Yo 


Te = w ? Yo- ; ! 
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aus, wobei alle Konjugierten von y, gleich und von w unabhingig seien. 
Hilfssatz 20: Es sei M = a € {0, 0, o, K,}; dann ist entweder 
Mt,=+t,, oder Mt, +T,. fiir alle t,,. 


Beweis: Aus t,, = M r,, folgt wegen (12) 


, 
@ t, @ Tt.’ 


Yo = Sm >| YT. — al-* ol Im 7 Y Tx — al-* lal yo, 


also 


wo 


Wegen Sm (y t, a)= Smyty=y _” Yo folgt hieraus 


, 2 
' @ lo 


ol 2\y-G7 Yo) = lvl? 99> IyI*. 
falls y + 0 ist. Hieraus ergibt sich ein Widerspruch zu o/y?, also ist y = 0. 
Also ist (a) = (6) = (@). Daher ist M von der Gestalt = ke wobei ¢ eine 
Einheit und £ ¢ Kz' ganz ist. Dann ist 

Ts =ET + € mit w’ =—eo. 


Multipliziert man diese Gleichung mit w'¢ K,, so folgt Re w’ € = 0; anderer- 
seits ist w’ ¢ € K,, also reell. Damit ist ¢ = 0 bewiesen. Aus 1,, = ¢ t,,, folgt 
nun sofort |< 1, also ¢ = + 1, mithin rt, = + f,. 


Wir definieren die Bereiche B,, c £,, durch die folgenden Ungleichungen 


(15) E 


o w 


‘(t’, ty) S Ey (t’, Mt,) = E,(M-'t, t,). 


wobei M ¢€ I'(K,) alle Matrizen vom Typus {#, #, o, K,} durchliuft. Hierbei 
sind #, 6, w variabel und wm = a-!@’. Der Bereich J,, geniigt, sofern y, hin- 
reichend groB gewahlt ist, den Ungleichungen 


(16) zilsC 


1 wr’ 
, a’ = Re —— 
-y l y ' ; @ 
(17) a Ny C2 mit pom 
a ) 
; yNY ly = 3m = 
(18) y =¢, 
C,, Cz, ... und ¢,, ¢,, . . . bedeuten hier und im folgenden jeweils nur von dem 


Koérper K abhangige positive Konstanten. Erstere sind hinreichend groB. 
letztere sind hinreichend klein zu waihlen. Wir nehmen insbesondere stets 
C.>1,¢,< 1 an. 

Die ersten beiden Ungleichungen sind elementar zu beweisen, wenn man 
beachtet, daB D,,, in dem Bereich >, ( C &,,) enthalten ist, der durch das 
System von Ungleichungen definiert ist, das aus (15) hervorgeht, wenn man M 


‘ : 1 ; ‘ . 
nur die Matrizen der Form Wy f,) durchlaufen laBt. Offenbar ist P%- ein 


Fundamentalbereich der Gruppe aller Transformationen t+ ¢,(t + 8) be- 
ziiglich ©,-. Die dritte Ungleichung zu beweisen, ist das Ziel der folgenden 


Hilfssatze. 
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Hilfssatz 21: Es gibt nur eine von dem Kérper K abhiingige Konstante c, 
mit der Eigenschaft. daB zu jedem t'€ &,, zwei ganze ideale Zahlen « € K, 
y € K, mit 
(19) y' >caly t’— al? 
gefunden werden kénnen. 

Beweis: Die Ungleichungen 

”) a". l f l l 
(20) y — 2 -—«@)\; y’, |yl: 
= V 2¢, Vy V2e 
sind mit «, y + 0,0 lésbar, wenn nur c, hinreichend klein ist, wie man durch 
Einfiihren einer Basis des Kérpers K und der Klasse K, auf Grund von Hilfs- 
satz 2 und durch Anwenden eines Minxowskischen Satzes iiber Linearformen 
beweist. Die Ungleichungen (20) ziehen aber sofort (19) nach sich. 
. ; ; / ‘ ’ “1 = - 
Hilfssatz 22: Die zu t’ nach Hilfssatz 21 bestimmte Spalte (*) lapt sich 
/ 

zu einer Matrix M *! € {8, 0, o, K,} ergdnzen, so daBr = M-' t'€G,, gilt. 
wobei # = (a, y) ist. 

Beweis: Wie aus dem Beweis von Hilfssatz 14 hervorgeht, laBt sich die 
$ a ; ‘ ‘ a B’ a pe , , 
Spalte ( ve zu einer Matrix M’ = be ) € {0, 0, 8, K,} erginzen. Diese Matrix 

/ \é / 
kann von rechts mit einer beliebigen Matrix L ( a multipliziert werden, 
ohne daB die erste Spalte verindert wird. Wir setzen M = M’L. Dann ist 
M ¢ {0, 8, #51, K,}. Durch geeignete Wahl von ZL laBt sich aber stets er- 
reichen, daB t = L-! M’-'r’ € PD gilt, da PS Fundamentalbereich der Gruppe 
aller L der angegebenen Art ist. Damit ist Hilfssatz 22 mit o = # «>  bewiesen. 

Ferner gibt es nur von K und nicht von y, abhingige Konstante C,, so 
daB fiir jeden Punkt rt ¢ * die Ungleichungen 

l y ] y 
(21) S ilog ~—|-—C, SE. (t, t..) : S|log — + C 
yn - Yo . “3 7 yn Yo . 
gelten. Man erhalt diese, indem man t mit t,, durch einen aus zwei geoditi- 
schen Stiicken bestehenden Weg geeignet verbindet und auf die Teilstiicke 
die Dreiecksungleichung anwendet. Die Lange der Teilwege erhalt man aus (14). 
i 
Zum Beweis von (18) waihlen wir y,>e'" , fest. Es sei t’ € D% mit 
, —< ae. a : : , . , 
y om ; 7 <€g. Nach Hilfssatz 22 wihlen wir die Matrix M so, dab M ¢ 
LD) 
n —_ 
{0,0, 0, K,}, t= Mt’ € PE, y > cz gilt. Dann ist entweder ) y > cy" yp oder 


CoS |} Ny < c;' yo. Im ersten Falle ist tr’ ¢D,,. Aus V Ny > cy yp, y’ <ee 
folgt nimlich y + 0 und N y y’ < 1 (vgl. den Beweis von Hilfssatz 20). Dann 
ist aber 

log N y2 >2 yn Oy>2 yn0,+ log Nyy’ 


und 


f 1 
S | log - —C,> "~ S | log -- +C,. 


yn 
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Wegen (21) folgt hieraus 


| , 


1 1 
BE. (t’, ter) Z—— $ log -—| — C,> S|log * | +C,2E, (t,7,)- 
yn | Yo yn | Yo | 
Im zweiten Fall liegt tr in einem Kompaktum, dem Durchschnitt von B* mit 


8 ee 
dem Bereich c,.S Y Ny Sc;" yp, also ist EZ, (rt, t,,) << Cs mit einer nur von K 
abhangigen Konstanten C,;. Es ist aber EZ, (t’, t.-) > C;, wenn y’< cg mit 
einer hinreichend kleinen positiven Konstanten c,< c, gilt. Es folgt nun (18) 
mit einer geeigneten Konstanten c, < c,, wenn man (17) beachtet. 


Durch eine ahnliche Uberlegung beweist man, daB der Bereich %,, den 


Weg t=i = t enthalt, wobei y,< ¢t < « und ¢ fir alle Konjugierten gleich 
ist. Das bedeutet, daB der Punkt oo = (co, co, . . .,0o™) Randpunkt von 
B,, ist. 

Beachtet man nun, daB die Punkte Mr, aus endlich vielen dieser Punkte 
durch Anwenden aller Substitutionen der diskreten Gruppe I°,(K,) erhalten 
werden kénnen, so erkennt man, daB die Punkte Mr,, sich in keinem endlichen 
abgeschlossenen Bereich G hiufen. Das bedeutet, daB abgesehen von einer 
Umgebung der Spitze (co) der Bereich B,, nur von endlich vielen Hyperebenen 
im Sinne der hyperbolischen Metrik berandet wird. In einer hinreichend 
kleinen Umgebung der Spitze (co) ist aber der Rand von %,, im Rand von D¥, 
enthalten. 3%, hat aber offenbar nur endlich viele Randhyperebenen. Also 
wird auch J, nur von endlich vielen Hyperebenenstiicken berandet. Ferner 
ist B,, als Durchschnitt von hyperbolischen Halbriumen ein hyperbolisch 
konvexer Bereich. Da $,, von endlich vielen hyperbolischen Hyperebenen 
berandet wird und in dem durch die Ungleichungen definierten Bereich 
jz| < C,, y= cc, enthalten ist, so ist B,, meBbar und besitzt einen endlichen 
hyperbolischen Inhalt. Damit ist bewiesen: 

Satz 3: Der Bereich Y,,, ist ein von endlich vielen Hyperebenenstiicken be- 
randeter konvexer Bereich mit endlichem Inhalt und einer (parabolischen) Spitze 

Man nehme aus jeder Zahlklasse Kf (b= 1,2,..., h) eine ganze Zahl ? 
und stelle diese als g.g.T. einer Zahl « € K und einer Zahl y € KX, dar. Die 
Spalte (*) erginze man dann zu einer Matrix M = (= ;) € {0, 8, o, K,}, wobei 
6 ein vollstindiges System modulo der Gruppe (+ ¢,) verschiedener Zahlen 
welche sich von # um héchstens eine Einheit ¢ unterscheiden, durchlauft. 
Dann bilde man die endlich vielen Bereiche MG, Wegen Hilfssatz 20 ist 


deren Vereinigungsmenge ein Fundamentalbereich der Gruppe J',(K,) bzw. 
=... Ersetzt man die Bereiche MG,.,, in bekannter Weise durch Aqui- 
valente, so kann man erreichen, daB der Fundamentalbereich zusammen- 
haingend ist. Damit ist bewiesen: 

Satz 4: Die Gruppe I, (K,) besitzt beziiglich Tx, einen aus 2" zusaminen- 
hiingenden Bereichen bestehenden Fundamentalbereich ,(K,), der von endlich 
vielen hyperbolischen Hyperebenenstiicken begrenzt wird, endlich viele para- 
bolische Spitzen und einen endlichen nicht-euklidischen Inhalt besitzt. 











HiiBertsche Modulfunktionen und Evterprodukte. 375 


In gleicher Weise kann man aus den Gebieten J3,, und deren Bildern Fun- 
damentalbereiche B, (K,) der Gruppen J, (K,) aufbauen. 


Kapitel II. Formen und Formenvektoren. 
§ 4. Modulformen zur Klasse K, 


Es sei F(r) = F(r™, 1, ..., t™) eine in irgendeinem Gebiet definierte 
analytische Funktion der n komplexen Variablen 1, 1r®, ..,7. Dann 
entspricht jeder Matrix M = oo ein Operator 
(22) F(t)| M = N(yt + 6)-* F(M 2), 


wobei das Normenzeichen in der iiblichen Weise verwendet wird. Es ist klar. 
wie bei Anwenden solcher Operatoren der Definitionsbereich der Funktion F (tr) 
zu transformieren ist. Die Operatoren (22) heiBen die Grundoperatoren. Zu 
zwei Grundoperatoren M, M’ ist das Produkt und die Linearkombination 
mit komplexen Koeffizienten A, 2’ erklart durch 


(23) F(x) | (M - M’) = (F(t) | M)| M’ 
(24) F(t) | (AM +H M’)=AP(t)|M+iH F(t) | mM’. 
Man erkennt leicht, daB die Operatorenmultiplikation mit der Matrizen- 
multiplikation isomorph ist. Bei (24) mu8 man darauf achten, daB der Defi- 
nitionsbereich von F(t) | M mit dem Definitionsbereich von F(r) M’ iiber- 
einstimmt. 

Die Modulformen zur Klasse K, von der Dimension — k (k = nat. Zahl) 
werden durch folgende Eigenschaften charakterisiert (vgl. [3]): 


1. F(t) ist definiert und regular in fx. 
2. F(z) geniigt der Transformationsformel 
F(t)|L=F(t) fir Lel,(K,). 
3. F(t) | M ist in y > 1 beschrankt fiir alle M ¢ I’(K,), wobei y = 3m — 
mit w € o-! K, und o = «6 — B y gesetzt ist. 
4. Geniigt F(t) der Zusatzbedingung 
lim F(r)| M = 0, 


yoo 
wobei tT = = e y” = y(v = 1,2,...,m) angenommen ist, so heiBe F(t) 
eine Spitzenform. 

Eine Modulform zur Klasse K, von der Dimension — k heiBe vom Typus 
(K,, — k); ist F(r) eine Spitzenform vom Typus (K,, — k), so heiBe F(t) 
vom Typus (K,, — k),. Hierfiir schreiben wir F(r) € (K,, — &) baw. F(t) ¢ 

(K,, — k),. 

Der Definitionsbereich der Modulformen zur Klasse K, zerfallt in 2" ge- 
trennte Gebiete £,,(w’ € K,). Das bedeutet also, daB eine Modulform zur 
Klasse K, stets aus 2” analytischen Funktionszweigen besteht, die iiberhaupt 
nichts miteinander zu tun haben. Betrachtet man nun die im Gebiet &,,- 
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; . : . : wT 
erklarten Funktionszweige aller Modulformen als Funktionen von z =, 80 


erhalt man ein System von automorphen Formen, wie sie von Maass [5] unter- 
sucht wurden. Wirentnehmen der Arbeit [5], daB diese Funktionszweige im 
Gebiet &,, eine lineare Schar von endlichem Rang bildet. Diese Tatsache 
zieht aber sofort nach sich, daB auch die Modulformen nach unserer Defi- 
nition eine lineare Schar von endlichem Rang bilden; denn die Schar aller 
Modulformen in unserem Sinne la8t sich als direkte Summe von Formen- 
scharen im Sinne jener Arbeit schreiben. Damit erhalten wir 

Satz 5: Die Modulformen vom Typus (K,, — k) bilden eine lineare Schai 
von endlichem Rang. 

Hilfssatz 23: Es sei M, M'cI'(K,),MyM und F(t) €(K 
dann ist F(t) | M = F(r) | M’. 

Beweis: Nach Voraussetzung ist M’= L M mit L ¢ I’\(K,); daher folgt 


F\M=F!LM=(F|L)|M=F\|M. 


Hilfssatz 24: Es sei L* ¢ I.(K,), F € (K,, — k); dann ist auch F* = F\ L* 
(K,, — k). Ist F Spitzenform, dann auch F*. 


a k) 


Beweis: 1. Die Substitution Z* fiihrt tx, in sich iiber, also ist F* in T, 
erklart. 
2. Es sei L ¢ I\(K,). Dann ist L* 7 L* L: denn I,(K,) ist Normalteiler 
in I”, (K,), also ist nach Hilfssatz 21 
F*|L=F|L*L=F| L* = F*. 
3. und 4. Mit M ist auch M*= L* M ¢ I’(K,) und es ist 
F*|M=F|L*M=F| M*. 
Hieraus folgt, daB mit F auch F* den Formenbedingungen 3. und 4. geniigt. 
Hilfssatz 25: Ist L¢€I'4(K,), d.h. ist die Determinante von L « I'(K,) 
vierte Potenz einer Einheit e, dann ist F | L = F fiir jede Modulform des T ypus 
(K,, — k). 
Beweis: Jedes L € I’. (K,) laBt sich in der Form 
e* 0 : 7 , 
L= lL, (¢) mit LZ, € I, (K,) 
schreiben. Nach Hilfssatz 23 ist also 


20 
P(r) | L = F(t) |(5,2) — Ne~?* F(z). 
Wegen Ne + 1 ist N e~?*= 1 und damit folgt Hilfssatz 25. 


Nun sei yx ein biquadratischer Charakter der Einheitengruppe. Dann ist 
mit jeder Modulform F (rt) € (K,, — &) auch 
F(t) 7 (e) Fle t) € (Ky, — &); 


v 
(e:e) & 
e mod (e* 


( 
denn nach Hilfssatz 24 ist F(e 1) = F(t) _ i) eine Modulform vom Typus 
(Ka. : 


k), also auch jede Linearkombination von endlich vielen F(e t). Wegen 
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Hilfssatz 25 hangt F(t) nicht von der Auswahl des Reprisentantensystems 


e mod (e*) ab. Dariiber hinaus gilt noch 
F (et) = 4 (&) F(t) 
fiir jede Einheit ¢,. In der Tat ist 
; P is 2 mes . 
F(t) = Grew 2 4 (e) F (ee, t) = %(e) oa 2 4 (ee) Flee, t) = x (e,) F(t). 
Umgekehrt folgt auf Grund bekannter Relationen fiir abelsche Charaktere 
F(t) = 3) F,(t), 
x 

wobei iiber alle biquadratischen Charaktere summiert wird. 

Eine Modulform von dem Typus (K,,— k) heiBe vom Charakter y oder 
von dem Typus (K,,— k, x), wenn sie der Zusatzbedingung 
5 F(et) = yx(e) F (rt) fiir alle e« K 
geniigt, wobei yx ein biquadratischer Charakter der Einheitengruppe ist. 

Eine Spitzenform vom Typus (K,, — k, x) heibe vom Typus (K,, — k, 7),. 
Es ist also (K,, — k, y),= (Ka, — &),\ (Kg, — &, x). Da der Durchschnitt der 
Scharen (K,, — k, x) und (K,, — k, y,) im Falle y + y, ersichtlich nur die 
Nullform enthalt, ist die Schar aller Modulformen vom Typus (K,, — k) die 
direkte Summe der Scharen (K,, — k, x). Insbesondere haben die Scharen 
K,, — k, x) und (K,, — k, x), also einen endlichen Rang. 

Aus der Eigenschaft 2. und der Eigenschaft 5. fiir die Formen vom Typus 
(K,, — k, x) folgt unmittelbar 

Hilfssatz 26: Ist L ¢ I’.(K,) und F (rt) € (K,, — k, x), 80 ist 

F(t) | L= x (&) F(t), 

wobei ¢, die Determinante von L ist. 

Nicht zu jedem biquadratischen Charakter der Einheitengruppe gibt es 
Modulformen, welche von der Nullform verschieden sind. Setzt man nimlich 

e0 

L | Or }> 
und nach Hilfssatz 26 F(r) | L = x (e*) F(r). Hieraus folgt 


so ist nach Definition des Grundoperators F(r) | L = N e-* F (rz) 


(25) 4 (e*) = Ne“, 


falls F(t) nicht die Nullform ist. Charaktere, welche dieser Bedingung ge- 
niigen, heiBen zulissige Charaktere. Setzt man in (25) insbesondere e 3 
so folgt 
b= x (1) = x((— 1) = (N— 1)*¥ = (— 1)". 

Ist also nk ungerade, so gibt es iiberhaupt keinen zuliassigen Charakter 7. 
Dann gibt es also keine von der Nullform verschiedene Modulform vom Typus 
(K,, — k, x) (y beliebig). Hieraus folgt, daB sogar jede Modulform vom 
Typus (K,, — k) identisch verschwindet. Im folgenden setzen wir stets voraus. 
daB nk gerade und y ein zulissiger Charakter ist. Um der spiteren Anwen- 
dungen willen setzen wir den Charakter y fort zu einem Charakter der Gruppe Z* 
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aller von 0 verschiedenen idealen Zahlen o. Hierzu wahlen wir ein vollstan- 
diges System von Primzahlen o und definieren 

x (@) = | N (0) No-*, 
wobei die Wurzel irgendwie zu wihlen ist. Da in Z* der Satz von der ein- 
deutigen Zerlegbarkeit in Primzahlen gilt, ist damit y(o) fiir alle Zahlen 
o € Z* erklart, wenn man 

x (a) = x (e) IT (x (o))”? fiir o = e TT 0”2 


@ 0 
setzt und es gilt 


x4(0) 4 (0) = x(00'). 
Ferner ist 
(26) x (0°) N (a)¥ No-*. 
Diese Gleichung ist eine Verallgemeinerung der Zulassigkeitsbedingung und 
wird spiiter benétigt werden. 

Da F(r)| M nur von der Linksklasse M abhingt, so ist R (ny, x, 0, K,) 
als Operator fiir Modulformen des Typus (K,,—k) eindeutig bestimmt. 
Jeder Linksaquivalenzrelation fiir Matrizen entspricht nun eine Operatoren- 
gleichung. Operatorengleichungen kennzeichnen wir durch den Zusatz ,,fiir 
(K,, — k), baw. ,,fiir (K,, — k, x)“. Wir notieren hier einige Operatoren- 
gleichungen fiir spitere Anwendungen: 


. . 1 0 ° , 
(27) R (n, x, 6, Kz) = R(n, n, 7, Kg) mr fiir (K,. — k) 
(28) R (0,0, ®, K,) R (yn, x, 0,0-* K, = R(8 n, 0x, Poa, K,). 


In der Tat, multipliziert man eine Matrix des Typus (7, 7, 77, K,) von rechts 
8 % 
mit 


Or ‘tel so ist die Produktmatrix nach Hilfssatz 9 in J"(K,) enthalten. 
On 


hat die Determinante o, und der g.g.T. der ersten Spalte ist ungeandert, 


. ‘ o . x 

wihrend der g.g.T. der zweiten Spalte 7 3 , = & ist. Entsprechend be- 
1 1 

weist man (28). Hilfssatz 26 laBt sich als Operatorengleichung fiir die Schar 


(K,, — k, %) schreiben: 


R (1, 1, e, Kg) = x (e) fiir (K,, — k. x). 
Damit folgt aus 
R (1, 1, e, Ka) R (yn, x, 6, K,) = R (yn, #, o &, Kg) 
die Operatorengleichung 
(29) x (e) R (n, x, 6, K,) = R(n, x, &, 0 K,) fiir (K,, — k, x). 


Im folgenden Hilfssatz verwenden wir groBe und kleine griechische Buch- 
staben in entsprechender Bedeutung, um Indizes zu sparen. 
Hilfssatz 27: Es sei (74) ¢ {H,K, S, K,), (5) € {n, x, 0, 2-1 K,} und 
~ o/(T, y). Ferner sei “|Z und Z¢€ &" K,. Dann gibt es eine Zahl A « 
x= o-! K,, so daB 
(30) 


7 


a\ 


4, dam f+ z5(“7-) 


H 7 











HiLBertsche Modulfunktionen und EvLerprodukte. 379 


gilt. Durchléuft Z bei festen H, n ein volles System von mod > verschiedenen 
a 1 " : K ; 
Vielfachen von 7; , 80 durchliuft A ein volles System von mod is verschiedenen 


K 3 
Vielfachen von . Ferner ist 
H 


AB ~—) ) — . " 
(ph) u2(%4)e ’¢ {Hn, Kx, Xo, K,}. 


, Ke . = i -% 
Beweis: (30) ist mod H» eindeutig lésbar; denn setzt man j= A* 


Hy ’ 
so erhilt man eine nach Hilfssatz 5 mit ganzem /* eindeutig lésbare on 
yruenz mod K. Umgekehrt kann man bei vorgegebenem 4 ¢ 2-0-1 K, mit 
K 
Hy 
dieser Kongruenz wird wieder durch Zuriickgehen auf Hilfssatz 5 bewiesen. 
Nun beweist man ohne Schwierigkeit (31). 


— 3 — ,  - : se : 
Ja als eine Kongruenz fiir Z € =-1 K, mit H jz auffassen. Die Lésbarkeit 


$ 5. Die 7-Operatoren fiir Modulformen der Klasse K,. 


In diesem Paragraphen bedeutet F stets eine Modulform vom Typus 
(K,,—, x). Operatorengleichungen sind stets als Operatorengleichungen fiir 
Modulformen dieses Typus zu lesen. Dafiir diirfen wir der Einfachheit halber 
den Zusatz ,,fiir (K,, — k, z)‘ bei Operatorengleichungen weglassen. 


Unter Verwendung eines nach Satz 1 konstruierten vollstandigen Repra- 
sentantensystems der Linksklassen von Matrizen mit der Determinante o 
definieren wir den Operator T x, (9) fir alle Modulformen vom Typus 
(K,, — k, x) in Anlehnung an Dr Bruryn [8]: 


T x, (0) = N(o)*-* 7 (0) py R( , x, 6, K) U°. 
(n),¢ 
L/n/o,nx 


: ¢¢o- K,,¢mod ™ 
Man erkennt sofort, daB T x (9) ein linearer Operator ist. Es gilt aber auch 

Hilfssatz 28: Der Operator T x (9) hiingt als Operator fiir die Schar 
(K,, — k, %) nur von (a) ab. 


a? 
Beweis: Die Unabhiangigkeit des 7'-Operators von der Auswahl des 
Xeprisentantensystems der Linksklassen bei festem o folgt aus Hilfssatz 23. 
Die Invarianz des Operators bei Ersetzen von o durch ¢ o folgt aus (29). 
Hilfssatz 29: Hs sei F(t) € (K,,—k, x); dann ist F(t) | Tx, (9) ' 
(o-! K,, — k, x). Ist F(t) eine Spitzenform, so auch F(t) | T x, (9) ) 
Beweis: Man weist die definierenden Eigenschaften der Modulformen 
vom Typus (o-1 K,, — k, 7) baw. (o-' K,, — k, x), einzeln nach, (vgl. den Be- 
weis von Hilfssatz 24). 
Die 7’-Operatoren kénnen also mehrfach hintereinander angewandt werden, 


wobei man allerdings auf die Klassenindizes achten muB. Daher sind die 
T-Operatoren im allgemeinen nicht vertauschbar, sondern es gilt 
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Satz 6: Fiir Modulformen vom Typus (K,, —k, yx) gilt die Operatoren.- 


gleichung 
Tx (=) ‘Ts 'K, (9) > R(d,0, 8, K,) N (#*-* 7 (&) Tox, - 
(0) ' 
1/0/(2,¢) 


Beweis: Nach Definition ist 
Tx, (2) T's- x, (0) N (> o)* . x(x a) 


(32) ps R(H, K, z K,) Uz Zz R (n, x, 0, >» 1 K,) us 
" (H), Z (me 
XY R(HK,®, K,) U4 R(n, x, 0, 2 K,) U', 


(H),(”), Z,¢ 
wobei die Summationsbedingungen der Definitionsgleichung der 7'-Opera- 
toren zu entnehmen sind. Da es auf die Auswahl der Reprisentanten nicht an 
kommt, kann man annehmen, da8 diese so gut gewahlt sind, daB der Hilfs- 
satz 27 anwendbar ist. Dann laBt sich die rechte Seite von (32) in 
=» ¥Y R(H n, Kx, Xo, K,) U' +! 
H,7 Z,¢ 

iiberfiihren, wobei A eine Funktion von Z bei festen H, 7 ist. Nach Hilfssatz 27 
kann man nun aber auch A als neue Summationsvariable an Stelle von Z ein- 
fiihren. Man erhialt 


Lei ~ , v , rate 
= » bs R(H n, Kx, Xo, K,) Ll 

(H), (n) A,x 

1/H/z * ee Kx 

line a [Acro *K,, Amod Hy 


1 
= [ter o Ky, =mod : 
Eine weitere Transformation der Summationsvariablen wird mit 


a0 ¢ H 
(33) 0=(x,H), w= ix, H) 
angesetzt. Dann ist stets 

1/8/(X, 6) und 1/u/Xo. 
Umgekehrt gibt es zu jedem Paar #, u, das diesen Bedingungen geniigt, ein 
bis auf Einheiten eindeutig bestimmtes Paar H, 7, so daB (33) gilt, nimlich 
(o, 3 p) H —  u 


(34) n= 6 . = .0n) ° 


. ; : . . ‘ Kx 
Ferner kommt es wegen Hilfssatz 16 auf §=4+ ¢ nur mod Hy 22: Bei 

fj 
€ > 5 & ° rt Kx 
festen H, 7 gibt es aber genau N (#) Paare 4, £, denen das gleiche — mod i 

v) 

zuzuordnen ist. Fiihrt man diese Ersetzungen durch, so erhalt man fiir die 
rechte Seite von (32) endlich 


ES Roy, 52, Do, K,) N(O)U'. 
(#).(u), “ 


Xa ; 
Nun gilt 0/5 , alse kann (28) angewendet werden. Es ergibt sich 


. xa Zo 
> Rd, 8, ®, K,) R(u, Bn? BF j-2 K,) N(#) US. 





(O), (w), € 
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Damit folgt 


Tg (2) Trax, (0)= 2 N(Xo-* Zx(Z 0) N(P) 


(@). (#), € 


> } 
x RO, 0, &, K,) R(u, me. we 0-* K,) us 
> > k-1 
wv 2k—1 P - = ad ao 
p2 N(0)*—2 7 (82) R(O, 0, 8 K,) z( ~ ) N (Sr) 
1/8/(<, ¢) - = 
ve Zo 2° or ai 
ES Ry, Bn? pt K,)t . 
1/p / “5 


1 t-te 
y [eee Ky 


- 
~~ @o 

§ mod 9? 
B 


Hieraus folgt sofort das Multiplikationstheorem. Im Falle h = 1 erkennt man 
auch die Vertauschbarkeit der 7'-Operatoren. 


§6. Formenvektoren 

Aus je h Modulformen Fx (t) €(K,,-—k) (a=1,2,...,h) bilden wir 

einen Vektor 

§ = (Fx, (0)}. 

Einen solchen Vektor nennen wir einen Formenvektor vom Typus {K, — k}. 
Alle Formenvektoren vom Typus {K, — k} bilden eine lineare Schar, welche 
ersichtlich die direkte Summe der Scharen (K,, — k), also von endlichem 
Rang ist. Die h Modulformen Fx (t) (a@=1,2,..., h) heiBen die Kompo- 
nenten von §. & heiBe Spitzenformenvektor oder vom Typus {K, — &},. 
wenn alle Komponenten Spitzenformen sind, und vom Typus {K, — k, 7}. 
wenn die Komponente Px (t) (a = 1,2,...,h) vom Charakter y ist. Ent- 
sprechend sei auch der Typus {K, — k, x}, definiert. 

Da man die Aufspaltung nach Charakteren bei allen Komponenten eines 
Formenvektors vom Typus {K, — k} simultan vornehmen kann, so ist die 
Schar aller Formenvektoren vom Typus {K, — k} die direkte Summe aller 
Scharen vom Typus {K, — k, 7}. 

Wir definieren nun die Operatoren R (n, x, o) fiir Formenvektoren des 
Typus {K, — k} durch 

& | R(y, x, 0) = {Fo x, (t) | R (n, x, 0, o K,)}. 


Eine unmittelbare Folge von (28) ist 


(35) R (8, 0, ®) - R (ny, x, «) = R (On, 0x, Po) fiir {K, — k} 
und speziell 
(36) R (0, —, 0?) R(b,0,8)=R (08, 08, OF #) fiir {K, k}. 


Ferner gilt 
Hilfssatz 30: Der Operator R (0, 0,0) fiihrt Formenvektoren des Typus 
{K, — k} in Formenvektoren des gleichen T ypus iiber. 
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Beweis: Die zur Klasse K, gehérige Komponente 
Pos x(t) | R (0, 3, ®, ® K,) 

von § | R (8, d, #) ist offenbar eine Modulform des Typus (K,, — &). 

Hilfssatz 31: Es sei § € {K, — k, x}; dann ist 

& | R(d, d, #) = N(d)-* x (®) -F fiir OC K 
Beweis: Die zur Klasse K, gehérige Komponente von § | R (8, 3, 8) ist 
Fx (t) a NO-* Fx (t) = N(A)-* x (®&) Fx (t)- 
Aus diesen beiden Hilfssitzen und aus (36) folgt, daB die Operatoren 
R (8, 3, #) N (O)* 7% (#) mit # € Z* 

in der Schar aller Modulformen vom Typus {K,, — k, 7} eine Darstellung der 
endlichen abelschen Zahlklassengruppe Z*/K * induzieren. 

Es sei wy(K,) ein Charakter der Zahlklassengruppe; d. h. es sei 


yp (Ke) py (Ks) = yp (Ke Kf‘). Wir setzen noch p(o) = yp (KX) fiir o¢ K 


Sa 


Ein Formenvektor § vom Typus {K, — k, 7} heiBe ein Formenvektor von dem 
Typus {K, — k, x, y}, wenn 
(37) | Rd, 3, 8) N (OS 7 (#) = yp (8) -F fir 0 «€Z 


gilt. Auf Grund bekannter Sitze der Darstellungstheorie endlicher abel- 
scher Gruppen ist die Schar {K, — k, y} die direkte Summe der Scharen 
{K, — k, x, y}. 
Wir definieren nun die 7'-Operatoren fiir Formenvektoren GF = {F'x,(T)} 
des Typus {K, — k, x} durch 
§ | 7 (co) = {Fox (t) | T.K,(9)}- 
Hilfssatz 32: Die Schar aller Formenvektoren des Typus {K, — k, x} wird 
durch den Operator T' (a) in sich abgebildet. 
Beweis: Nach Hilfssatz 29 ist die zur Klasse K, gehérige Komponente 
von § | 7 (a) 
Fox (t)| Tox, (0) € (Ka, — &, x). 
Die 7'-Operatoren fiir Formenvektoren kénnen also hintereinander ausgeiibt 
werden und aus Satz 6 folgt sofort 
Hilfssatz 33: Das Multiplikationstheorem der T-Operatoren fiir Formen- 
vektoren des Typus {K, — k, x} lautet 


y 


T(Z) T(c)= YY Rd, 0, 8) N()* 7 (0%) T (GS). 
(#) \ j 
1/8/(2, o) 


Insbesondere sind also die 7T'-Operatoren fiir Formenvektoren vertauschbar. 
Schrinkt man nun den Anwendungsbereich der Operatoren noch weiter ein. 
so erhalt man wegen (37) 

Satz 7: Das Multiplikationstheorem der T-Operatoren fiir Formenvektoren 
des T ypus {K, — k, z, py} lautet 

aie 
T(Z) T(o)= SE N(OF-1y(0) r(=5). 


(#) 
1/0/(2, 0) 











HitBertsche Modulfunktionen und EvLerprodukte. 383 


Diese Gleichung stimmt nun formal mit dem Multiplikationstheorem der 
T-Operatoren bei HEcKE iiberein. 


§7. Die Fourierentwicklungen eines Formenvektors 
Wir betrachten zunichst eine Modulform Fx (t) €(K,,—k). Diese ge- 
niigt der Transformationsformel 
Fx (t+0)= Fx (t) | US = Fx (t) fiir ganze £ ¢ Kz'; 
d.h. Fg (t) ist eine periodische Funktion. Eine einfache Uberlegung ergibt, 
daB Fx (t) in jedem ©, eine Fourter-Reihe des Typus 


(38) Fx (t)= Dd a(y, w) e(u 7) fir r¢¢ 


. wo 
g/m 


besitzt, wobei e2*#5“* — ¢ (ut) gesetzt ist. Das erste Argument der FourrEr- 
Koeffizienten ist der Summationsindex ; das zweite bezeichnet den Konvergenz- 
bereich und kann daher beliebig in seiner Klasse im engsten Sinne abgeindert 


w 


werden. Da Px (t) in dem Gebiet 3m a > 1 beschrankt ist, reduziert sich 
(38) auf 

Fx (t) = a (0, w) + > a(u, w) e(u t) fir r€¢, 

“ 
1 
3 | ueKy 
#z@ 

und man kann a (4, w) durch a (4, 4) ersetzen. Durch eine einfache Anderung 
der Bezeichnung erhalten wir hieraus 


Hilfssatz 34: Es sei Fx (t) eine Modulform vom Typus (K,, — k); dann 
gibt es zu jeder idealen Zahl w¢ KX einen Fourierkoeffizienten a(w) und zu 
jeder idealen Zahl uw € KX mit =| einen Fourierkoeffizienten a(u), so dap 

Fx (t)=a(m)+ SY a(u)e(ut) fir r¢F, 


— 


u 
(39) ; /u¢k; 


#z@ 

gilt, wobei e®**S#* — ¢ (4 1) gesetzt ist. 
Hieraus folgt unmittelbar 

Hilfssatz 35: Hs sei § ein Formenvektor des Typus {K, — k}; dann gibt es 
zu jeder idealen Zahl w¢ Z* einen Koeffizienten a,(w) und zu jeder idealen 
Zahl uw €Z* mit ; Ic. einen Koeffizienten a(u), 80 daB die zur Klasse K, gehorige 
Komponente von § im Gebiet ©, (mit w € K,) die Fourierrethe (39) besitzt. 

Nun sei § ein Formenvektor des Typus {K, — k, x}. Wir setzen a,(@) 
= €9(w) x(w) und a(u) = c(o) ¥(u), wobei o= Gy ist. Dann ist c(o) fiir 
alle ganzen o erklirt. Fiir jede Komponente von § gilt 


(40) Fx (e tT) = x(e) Fx (t) . 
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Setzt man hier beiderseits die Fourrer-Reihen ein, so folgt durch Koeffi- 
zientenvergleich 

Co(@) = Cole @), ce (co) = c(ea); 
d.h. die Koeffizienten ¢,(q@) und c (a) hangen nur von (w) bzw. (o) ab. Esgilt also 

Satz 8: Es sei & ein Formenvektor des Typus {K, — k, y}; dann gibt es 
zu jedem (wm) € Z* einen Koeffizienten cy(w) und zu jedem ganzen (o) einen 
Koeffizienten c(o), so daf die zur Klasse K, gehérige Komponente von & in 
dem Gebiet ©, die Rethenentwicklung 

Fx (t) = Cy(w) x(w)+ > ¢(@ mu) ZX(u) e(u Tt) 
besitzt. F [eK 
B=@ 

Nun sei § € {K, — k, x, y}. Dann gilt Satz 8 unverindert. Aus den Ent- 
wicklungen der Komponenten von § kénnen jetzt auch noch die Entwick- 
lungen der Komponenten von § | 7' (a) berechnet werden. Nach Definition 
des Typus {K, — k, x, y} und Satz 8 ist fiir r ¢¢,-.,, 

F,-K, (t) = Pe (t) | R (nm, n, 7, Ka) N (n)* Z(m*) Y(n) 


= Co(y-*m) x(n-*w) 4 S ¢(Ou) ZX(u) e(u 7). 
“ 
; Juen *Ka 


wn *ow 
; 1 0 , 
Wendet man nun beiderseits den Operator (¢ val an, so folgt wegen (26) 
” 


und (27) fiir tr €¢ 


Fx (t)| R(n, x, 0, Ka) N(m)* %(m*) y(n) 
na . o j 2 aw 9 ~ P unt ) 
: N(>) x (oa) {0 (1 @) x(y~* w) + D c(dp) x (uw) ( yf 


o 
a 


om’ " 
, so erhalt man 


Setzt man nun pu = 7 
7 


Fx (t) | R(n, x, 6, K,) N(x)* x (c) p(y) = 
wo , : Se how...) ’ 
(yw) x( aT) + ~ e( 7 ) Zu’) e (u'r). 
= |v €o" Kg 
Man erkennt nun ohne weiteres, daB & <{K, —k, xy, py} genau dann ein 
Spitzenformenvektor ist, wenn simtliche Koeffizienten cy(@) = 0 sind. Hier- 
mit beweisen wir 
Satz 9: Es sei {cy(w), c(X)} das System der Fourierkoeffizienten des Formen- 
vektors & €{K, —k, x, yp} und {ct (w), c*(X)} das System der Fourierkoeffi- 
zienten des Formenvektors § | T' (a). Dann ist 
, a> ‘ ow o* 
et(w) = FN (O)F-* pO) eo(e) x (Ze), 


(@) j @ 
1/0 Rn 

+ C e 0 a0 
e”(S) = N (d)F-? p(B) c( =): 


le 

v 
(#) 
/(%, @) 


1/0 
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Beweis: Man berechne die Fourter-Entwicklung der zur Klasse K, ge- 
hérigen Komponente | 7'(c) und stelle Koeffizientenvergleich an. Hierbei 
sind alle zum Beweis notwendigen Umformungen gestattet, da die Fourier- 
reihen absolut konvergieren. Bei der Durchfiihrung der Rechnung beachte man 


e(u T) | Ul = e(u fC) e(u t) 


und 
; Pe l falls n/dn, 
Nw 3 euoy=| 10m 
é \0 sonst. 
: | mod = 
&~p* 


Die Koeffizienten c,(@) sind durch die iibrigen Koeffizienten bestimmt, es 
gibt ja keine von der Nullform verschiedenen konstanten Modulformen des 
Typus (K,, —k) (a=1,2,...,h). Um die Koeffizienten c,(w) durch die 
iibrigen explizit auszudriicken, benétigen wir 
Satz 10: Es sei F = {Fx (t)} €{K, —k, x, py}; dann gilt 
1) : —— ” 

Fx, (- 7)- Nt v(Kq) P,—1() fir v€S 1. 

Beweis: Wir gehen aus von 
Fx, (t) | R (8, 3B, 8, K,) N(A)* x (8*) y (9) = Foi, (zt). 


me , . , amar 0-—#@ 
Hierin sei # € K,; dann diirfen wir R (3, 3, 3, K,) = * 0 ) setzen und er- 


halten 
Fx,(- =) N t-* N (8) NO-* Z (0%) w (0) = Fes (1). 
Hieraus folgt aber sofort Satz 10. 
Hilfssatz 36: Es sei G ein Formenvektor des Typus {K, —k, x, y} und 
fe,(w), ¢ (a)} das System seiner Fourter-Koeffizienten; dann ist 


Cy (@) x (w) = i** ¥ (w*) p(w) lim N y* SX c(@ yu) %(u) e (é|ul y). 
y—0 “ 

a | 

uwz=a~* 


: a : . @ , - . . 
Beweis: Es sei t = i = y mit y>0O; dann ist nach Satz 10 und (26) 


@ 


Fx, i y~*) = i™* 7 (w*) p(w) Ny* Fg (i = y). 


@ 
Setzt man beiderseits die Fourter-Reihen ein, so erhalt man 
’ 4 _ » |\@ 
Co (w) x(w) = — BD’ ¢ (On) (u) e (i — 9 ) 
“u =o 
ee l 1 
+ ink x (w*) p (w) co . x\ ~ N y* 
. = ° ‘ ’ 4 - - @ \ 
+ i"® Y (w*) p(w) Ny* Yc Ou) Z(u) el wi = y) 
ez @* 
Fiihrt man nun den Grenziibergang y+ 0 aus, so folgt Hilfssatz 36. 
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Hilfssatz 37: Jeder Formenvektor vom Typus {K, — k, x} ist Spitzen- 
formenvekior, wenn es eine Einheit &>0 mit x (e,) + +1 gibt. Eine solche 
Einheit ist z. B. e?, wenn N ¢,= — 1 und k ungerade ist. 

Beweis: Zunichst sei F « {K, — k, x, py}, p beliebig. Da nach Satz 8 der 
Koeffizient cy(@) nur von (w) und a9(m) = ¢y(@) ¥(w@) nur von ©, abhingt, 
folgt mit ¢,> 1, 7 (&) + 1: 

Co(@) x (& W@) = Col&y@) 7% (EgW) = Cg(w) x(a), 
also ¢y(w) = ¢o(w) x (€), mithin c,(m) = 0; d.h. in {K, — k, x, y} liegen nur 
Spitzenformenvektoren. Da die Schar {K, — k, yx} als direkte Summe der 
Scharen {K, — k, z, y} darstellbar ist, so besteht {K, — k, x} auch nur aus 
Spitzenformenvektoren. 

Hilfssatz 38: Hs sei F ein Formenvektor des Typus {K, — k, x} mit k 
und {¢,(@), c(a)} das System seiner Fourter-Koeffizienten. Dann ist 


(41) c(o) = O(N(o)*-!**) fiir jedes e>9. 


IV 


Ist § ein Spitzenformvektor, dann gilt sogar (auch noch fiir k = 1) 


BY 
(42) c(a) = o(n(o)2 ) ; 

Beweis: Wir betrachten den zum Gebiet ©, gehérigen Funktionszweig 
der Komponente Fx (t), wobei wir @ als ganz annehmen diirfen. Ubt man 


; 10 a nies aa ie 
hierauf den Operator (( be aus, so erhalt man eine in dem Gebiet {, definierte 
Funktion, welche eine Modulform zur Stufe (w) im Sinne von KLoosTERMAN 
, * : : . ee , ~— ; @ 
ist. Folglich gilt die Behauptung fiir die Fourierkoeffizienten c(o) mit o = 5 


Wegen der Endlichkeit der Klassenzahl gilt dann die Behauptung allgemein. 
Im Falle k = 1 gilt die Abschaitzung (42) allgemein, welche schwicher ist 
als (41). 


§ 8. Darstellung der T-Operatoren 


Es sei © eine beliebige Schar von Formenvektoren des ['ypus {K, — k, 7, y}. 
welche durch alle 7'-Operatoren in sich abgebildet wird. Ihr Rang sei r. In 
der Schar © zeichnen wir eine Basis 


(FS, -.-.F} 
aus. Dann gibt es zu jedem Operator 7'(a) eine Matrix C(a) = (c,,(a)), die 
Darstellungsmatrix des Operators 7'(c) beziiglich der Basis {%', §, . . ., F}. 
so daB 


r 


(43) | T (0) = Dear (1) F 
b 


gilt. Diese Matrizen C (eo) geniigen dann wegen Satz 7 der Multiplikations- 
regel 


(44) c(z)c()= YF o(=2)N wy). 
“ (Sr) ¥ 


1/8/(=,o) 
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Die FourteR-Koeffizienten der Basisvektoren der Schar © ordnen wir zu einer 
Matrix mit endlich vielen Zeilen und unendlich vielen Spalten an: 


. 4 Paes) CPE 
c? 3 a 5 gt Gea 

(45) 9 (@) (2) 
. 4 Ferrer & °° veer 


In der linken Teilmatrix stehen die konstanten Glieder, also verschwindet 
diese Teilmatrix, wenn & nur Spitzenformen enthalt. Die Matrix (45) hat 
Hoéchstrang, da sich jede lineare Relation zwischen den Zeilen von (45) auf 
die Basisvektoren iibertragen wiirde. Es hat aber sogar die rechte Teilmatrix 
Héchstrang; denn jede lineare Zeilenrelation der rechten Teilmatrix iibertriagt 
sich wegen Hilfssatz 36 auf die linke Teilmatrix. 

Man denke sich die Spalten der rechten Teilmatrix nach wachsenden 
N() geordnet. Es sei B die kleinste natiirliche Zahl, so daB die Matrix 


(c?(X)) mit N(X)< B 
Héchstrang hat. Dann verschwindet offenbar jeder Formenvektor F ¢ © 
identisch, fiir den alle Fourter-Koeffizienten c(X=) mit N (Xx) Ss B ver- 
schwinden. 
Berechnet man die Fourter-Koeffizienten von §*| 7' (co) nach Satz 9, 
so folgt aus (43) durch Ubergang zu den Fourter-Koeffizienten 


(46) pa o (E-) N (0) y (8) = >» Car (a)c(), 
b=1 


(47) > 
(%) 
1/é/e 


1/8/(2,¢) r 
; (5 o 


Cols -5)N (#)*¥-1 p (8) x (5) = oo (a) c® (w). 


Die linke Seite von (46) ist symmetrisch in X und 9, also auch die rechte Seite ; 
dies besagt 

Tr rT 
(48) 2) Can (a) &? (Z) = 3) Can (Z)e (0). 
b=1 b=1 


Hier setzen wir der Reihe nach fiir = Zahlen ¥, &,,..., U3 ein, so daB die 
Matrix (c? (X,)) den Rang r hat. Dann kann man (48) als ein lineares Glei- 
chungssystem fiir die c,, (¢) bei festem (c) auffassen und dieses nach c,, (0) 
auflésen. Hierbei erhailt man die c,, (a) als Linearkombination der c? (a) mit 
Koeffizienten, die nicht von o abhingen. Es gibt also r Matrizen B® vom 
Grade r, so daB 


r 
(49) C (a) = ¥ c® (a) BY 
b=1 
gilt. Wir definieren dann 
Tr 
(50) Cy(w)-= Y cb (w) Be. 
b=1 


Die in der a-ten Zeile und b-ten Spalte stehenden Elemente der Matrizen 
{C,(X), C (a)} lassen sich also als Fourter-Koeffizienten eines Formenvektors 
26* 
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§.» auffassen. Die von den Formenvektoren %,, erzeugte Schar ist in der 
Schar © enthalten. Andererseits ist 


. 
(51) c*(a) = 3’ Cg, (a) c® (1) 
b=1 


und hieraus folgt, daB die F,, mit den §* linear-aquivalent sind. 

Einer Transformation der Basis der Schar © entspricht die Transformation 
der Matrizen C(o) mit einer nicht-ausgearteten Matrix und umgekehrt. 
Endlich viele vertauschbare Matrizen lassen sich bekanntlich simultan auf 
Dreiecksgestalt transformieren; das bedeutet in unserem Falle, daB es eine 
Basis in der Schar © gibt, so daB alle Matrizen C'(o) mit N(o) < B Dreiecks- 
gestalt haben. Da aber die gleichstelligen Elemente der Matrizen C(a) sich 
als Fourter-Koeffizienten von Formenvektoren der Schar © interpretieren 
lassen, folgt, daB dann alle Matrizen C(c) Dreiecksmatrizen sind. Damit 
wurde bewiesen: 

Hilfssatz 39: Es gibt in jeder Schar G von Formenvektoren des Typus 
{K, —k, x, p}, welche gegeniiber den T-Operatoren abgeschlossen ist, eine Basis. 
so daB die Darstellungsmatrizen aller T-Operatoren Dreiecksgestalt haben. Ins- 
besondere gibt es also in der Schar © einen Eigenvektor aller T-Operatoren. 

Die simtlichen Vielfachen eines Eigenvektors §'«¢{K, —k, x, py} bilden 
eine gegeniiber den 7'-Operatoren abgeschlossene Schar vom Range r = 1. 
(43) besagt nun 

$ | T (0) = cy (0) B; 
d. h. ¢,(6) ist der Eigenwert von § beziiglich 7'(o). Aus (51) folgt speziell 
x4 (0) c (1) = e(0). 
Wegen G+ 0 ist also c'(1)+0. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit 
diirfen wir daher c'(1) = 1 annehmen. Eigenvektoren, die dieser Bedingung 
geniigen, heiBen normierte Eigenvektoren. 

Satz 11: Es sei GF <{K, —k, yx, p} ein normierter Eigenvektor aller T-Ope- 

ratoren. Das System der Fourter-Koeffizienten von & sei {cy(w), ¢(a)}. Dann ist 


§| T(e) =c(o)F 
und 
. xo 
e(E)e(o)= ¥ e( gr) NUP? pid). 
eles, o) 

Beweis: Die erste Behauptung wurde bereits bewiesen. Dann folgt aber 
die zweite Behauptung aus der Multiplikationsregel der 7'-Operatoren. 

Die Fourter-Koeffizienten eines normierten Eigenvektors sind also ins- 
besondere multiplikativ hinsichtlich teilerfremder Argumente. Hiervon gilt 
die Umkehrung. Um dies zu beweisen, bendtigen wir 

Hilfssatz 40: Es sei 9 € Z* eine vorgegebene ganze Zahl und G ein Formen- 
vektor des Typus {K, —k, x, y}. Es seien die Fourter-Koeffizienten 


c(c) = 0 falls o/c. 
Dann ist F§ = 0. 
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Beweis: Aus der Voraussetzung folgt 


1 4 
Fx (rt) 0 e| Fx (t+ 4 _ Fx (t). 


Hierfiir kann man auch schreiben 


ro-1 
Fx, (t)| R(o, @, , o K,)( LT )=N(@r* £@) plo) Fx, (2). 


- 


Wir wahlen nun «¢€o-' K, y€oK,,0¢o0K;", so daB «a, y,f,0 paarweise 
teilerfremd sind. Hierzu wahlen wir £, 4, so daB «6— By=1 ist. Dann sei 


ae ao Bo’ 
R (0, 0, 07, 0? K,) we ae) : 
‘ 
Damit bilden wir 


von, ("4)(65)- Reese xa (8), 


Diese Konstruktion fiihren wir fiir alle K, durch und setzen 


, . : ; 
FiV= {Fex, VierK,) ‘ 
Einerseits ist dann 


&|V=N(o)-* x (0?) w(o) F 


und 
eiV"=N(e)™ x (07) &; 


andererseits ist 
— ; , : 4 : - 
G|V* = (Fx, Wx} mit Wx. Vx Vex, sent V 2 DK,’ 


Die Matrix W; hat aber die Determinante 9?” ¢ K* und teilerfremde Elemente. 
Also gibt es Matrizen L,, L,¢€ I,(K,), so daB 
, 10 
L,Wx L,= (4 ooh 
ist. Damit folgt 


7 10 I: » 7 
Fx, (t) f- oz N (o)-** x (0°) Fx. 
mithin ist Fx, konstant. 
Satz 12: Es sei G ein Formenvektor des Typus {K, - k, x, p} und {c,(w), 
ce (a)} das System der FourteR-Koeffizienten von G. Aus 
c (X)c(o) = c(X o) fir (X, o) = 1 
folgt, daB & ein Eigenvektor aller T-Operatoren ist. 
Beweis: Sei g eine Primzahl. Dann stellt man durch Nachrechnen fest, 
daB alle FourteR-Koeffizienten c* (c) des Formenvektors 


o* =F! T (e) — clo) F 
verschwinden, fiir die o/o gilt. Hieraus folgt aber nach Hilfssatz 40, dab G* 
identisch verschwindet. Also ist § Eigenvektor aller 7'(o), wobei 9 eine Prim- 
zahl ist. Da die 7'(c) in dem durch die 7’ (9) erzeugten Operatorenring liegen, 
ist § Eigenvektor aller 7' (a). 
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§ 9. Die Metrisierung der Formenvektoren. 
Es seien § = {F x, (t)} und §* {Fr, (t)} zwei Formenvektoren. Fiir jede 

Matrix M ¢ J’ (K,) gilt dann mit den in Hilfssatz 18 benutzten Bezeichnungen 

Fx (rt)! M =N(yt+ 0) * Fe (M T), 

Px, (*) |M=N(yt+ 6)-* FE (M T), 

o| y = |o| Sm a lyt + d|? Sm < =|yt+di*y’. 

Hieraus folgt 
(562) N(o) Fx, (x)| M- Fx, (t)| M-Ny* Fx, (M rt) Fx, (M tr) N y’*. 


Wahlt man speziell M = L ¢ I’,(K,), so erhalt man 


(53) Fx, (t) F%, (t)Ny* = Fx (Lt) Fx, (Lt) N y’*. 
Folglich ist das Integral 
? aa aon . dade 
(Px, Pr), = J) Px, (0) Pr, (Nya 


P.(Ky) 


wobei y = 3m — ; z= Re einzutragen ist, unabhingig von der Aus- 
wahl des Fundamentalbereiches. Die Existenz des Integrales ist jedenfalls 
dann gesichert, wenn Fx, oder FX, eine Spitzenform ist. Man erkennt dies 
sehr leicht, indem man den Fundamentalbereich %,(K,) in die Bilder der 
Bereiche $,, zerlegt. Die Existenz des Integrales iiber jeden solchen Bereich 
beweist man durch Transformation des Integrationsbereiches auf das ent- 
sprechende J, wobei man (52) benutzt, hierbei erhalt man als notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Existenz, da8 in jeder Spitze mindestens 
eine der beiden Modulformen verschwindet. Wir nehmen daher der Einfach- 
heit halber an, daB einer der beiden Formenvektoren ein Spitzenvektor ist. 
Wir definieren nun das Skalarprodukt*) zweier Formenvektoren. von denen 
mindestens einer ein Spitzenformenvektor ist, durch 

G.5*) - ¥ (Px, Pk, x,- 

a 
Man erkennt sofort 
Hilfssatz 41: 1. Es sei § oder §* ein Spitzenformenvektor, dann ist 


(F,S*) = FS) 


2. Es seien die r Formenvektoren &, oder die s Formenvektoren §f Spitzen- 


formenvektoren, 2,, 25 seien beliebige komplexe Zahlen (a = 1,2.....1r: 
6b6=1,2,...,8). Dann ist 
4 . 9% 19 4 * 
(S) 2a Far XL 4 Fo) = L Aa Ab (Fa FH) - 
a b a,b 
3. Es sei F ein Spitzenformenvektor, dann ist 
(FF) > 0. 


falls § nicht der Nullvektor ist. 


*) Dieses Skalarprodukt ist in Analogie zum Prrerssonschen Skalarprodukt der 
Modulformen zur rationalen Modulgruppe definiert [11]. 
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Ferner gilt 

Hilfssatz 42: Hs sei GF oder F* Spitzenformenvektor, dann ist (F,F*) = 0. 
wenn & €{K, — k, x}, F* €{K, — k, x*}, 4+ y* oder wenn F €{K, — k, x, y}. 
&* {K, — k, x, y*}, ps y* gilt. 

Beweis: In (52) sei M = R(I1, 1, e, K,), dann folgt 


x (e) Z* (e) (Px, (0), FE, (*))x, = (Fx, (0), FE, (7))x, 
und hieraus (F, F*) = 0, falls 7 + y* ist. 


Die zweite Behauptung wird analog bewiesen, indem man 


M = R(8, #0, #, K,) 
setzt. 

Wir nennen zwei Formenvektoren %,%* orthogonal, wenn ihr Skalar- 
produkt verschwindet. Die Menge aller Formenvektoren des Typus {K, — k}. 
welche zu allen Spitzenformenvektoren orthogonal sind, bildet eine lineare 
Schar, diese Schar werde mit {K, — k}, bezeichnet. Diese Schar kann man 
wieder in die Teilscharen {K, — k, x}, und in die Teilscharen {K, — k, x, y}, 
aufspalten. Die Schar {K, — k, x}, wird durch alle 7'-Operatoren in sich ab- 
gebildet. Diese Tatsache folgt unmittelbar aus 

Hilfssatz 43: Fiir Formenvektoren F,G* des Typus {K. — k, 7, p}. von 
denen mindestens einer ein Spitzenformenvektor ist, gilt 


(F | T (0), F*) = y(o) (F.F* | Tle). 


Beweis: Wir verwenden die Reprisentanten R,, R,,....R 
satz 17. Dann ist 


von Hilfs- 


7 


(Fx, T x (9), F*., K,)o™ x 


(Fx, | N(o)¥-? y(0) D R,, Fox, | Ro N(0)* % (0*) Y(0)).— x, 
1 


(Fx, | N (o)* -1 7 (a) ps R,, Fe x, R, N (a)* x (a?) yp (6))4— K, 
w= 
N (a)*-1*y (0) p(o) (Fx, |X R,, Fox, | Rolo x, - 
“u 
Hier integrieren wir nicht iiber einen Fundamentalbereich von I, (o-! K,). 
sondern tiber einén Fundamentalbereich der Untergruppe J°{(o-! K,) von 
I’",(o K,), wobei die Matrizengruppe J{ (o-! K,) als Menge aller L ¢ I, (o- K,) 


, 1 0 _ ‘ , , ™ 
mit L (5 1) (6) definiert wird. Die Integration iiber den umfassenderen 
/ 


Fundamentalbereich bei der Bildung der Skalarprodukte wird im folgenden 
durch einen oberen Index o angedeutet. Die Matrizengruppe J¥(K,) hat 
einen endlichen Index in I"[(K,), also ist auch der Index g(a) = (T\(K,): 
[| (K,)) endlich; er hingt iiberdies nicht von K, ab. Da die Formen Fx, |R, 


und F* x, | Ry sich beziiglich der Operatoren der Gruppe J°{(K,) wie Modul- 
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formen verhalten, kann man die Summation mit der Bildung des Skalar- 
produktes vertauschen : 
(Fx, | Tx, (0), Fo x), 

l 


N (0)*-* x(9) v(0) 775) 


ww PP | * | es 
(Fx! R,. Fox, | Rox, 
“e 


N ()*-* x (9) p(o) (Fx,| R,, Fox, | Rolex, : 


a 2 | 

i 
Wendet man nun (52) mit R,, = M an und beachtet wieder, daB alle Funktionen 
Modulformen beziiglich der dem Skalarprodukt zugrunde liegenden Gruppe 
sind, so erhalt man 


* 
(Px, Tx, (o), F? ' K,)o- K, 


— N(a)*-* x(a) y(o) =) » (Fag, Pox, | Ro Bz) 
say (Pe: Fox, | Tox, ())x, - 

Hierbei war von Hiifssatz 17 Gebrauch gemacht worden. Jetzt stehen aber 
rechts wieder Modulformen zur gewéhnlichen Modulgruppe, also geniigt es. 
iiber einen Fundamentalbereich der gewéhnlichen Modulgruppe zu inte- 
grieren, wobei man wieder mit dem Gruppenindex zu multiplizieren hat. 
Damit ist bewiesen : 


y (a) 


(Fx, | Tx, (9), FU )o~ K, = py (a) (Fx. Fox, | Tox, (9))x, ® 


Durch Summation iiber alle Klassen K, folgt Hilfssatz 44. 

In der Schar {K, —k, y, y} wird durch das Skalarprodukt eine unitire 
Metrik definiert. Geht man von einer beliebigen Basis {f', G, . . ., GF} aus, 
so kann, wie im letzten Paragraphen gezeigt wurde, durch eine Basistrans- 
formation erreicht werden, daB alle Matrizen C(o) Dreiecksgestalt besitzen. 
Es gibt eine weitere Basistransformation, welche die Dreiecksgestalt der 
Matrizen nicht zerstért, so daB die neuen Basisvektoren orthogonal und im 
Sinne der Metrik normiert sind. Wir diirfen also von vornherein annehmen. 
daB die Matrizen C (co) Dreiecksmatrizen sind und daB die Basis eine Normal- 
basis ist. Dann haben die Matrizen aber Diagonalgestalt. In der Tat ist dann 


Can (9) = (Fal T (6), Fo) = yo) (Fe! To), Fa) = yO) Can(o). 
Ist nun a>), so ist c,,(¢) = 0 und hieraus folgt c,,(¢) = 0; also sind héchstens 
die Glieder c,, (a) + 0. 
Damit ist gezeigt 

Satz 13: Die Schar {K, —k, x, y},wird von Eigenvektoren siimtlicher T- 
Operatoren aufgespannt. 

Fiir die Schar {K, —k, x, y}, laBt sich das Ergebnis des letzten Para- 
graphen nicht weiter verscharfen, da das Skalarprodukt zweier Vektoren 
dieser Schar im allgemeinen nicht existiert. Es gilt also nur 

Satz 14: Die Schar {K, —k, x, y}, besitzt eine Basis, so dap die Darstellungs- 
matrizen C(a) der Operatoren T (a) sémtlich Dreiecksgestalt besitzen. Insbe- 
sondere gibt es in der Schar {K, —k, x, y}, einen Eigenvektor aller T-Operatoren. 
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Kapitel III. Die DiricHtet-Reihen eines Formenvektors. 


§ 10. Der Ubergang zu den Dirnicuiet-Reihen. 


Um die nachfolgenden Ausfiihrungen nicht zu sehr mit Hilfsbetrachtungen 
zu iiberlasten, schicken wir diese voraus: 


Gey Meine st €, sei ein festes System von Grundeinbeiten des Kérpers K. 
also insbesondere r = n — 1. 9 durchlaufe stets die Zahlen 1, 2, . . ., r, und » die 
Zahlen 1,2,...,, auch wenn dies nicht angegeben wird. log z bedeutet stets 


den Hauptwert des natiirlichen Logarithmus, der fiir positive reelle z reell ist. 
Die Matrix 


1 log ef) a0 e() 

° . 

(54) 1 log ©) ove ef) 
1 log e™ ... log e”) 


besitzt eine Inverse, denn der Betrag der Determinante 
A (1, log |e,|, . . ., log |e,|) 


von (54) ist n R, wobei R der Regulator des Kérpers K ist. Die Transponierte 
der inversen Matrix zu (54) sei 


(1) ,() (1) 
ey Qj +++ & 
(2) ,(2) (2) 
(55) ee 
(n) .(n) (n) 
€0 S| eee é, 
" ae ' e,* Gee, = 
Offenbar ist ef? = = v= 1,2,...,m). Die iibrigen Elemente von (55) lassen 


sich nicht so einfach angeben. Fiir diese notieren wir die Gleichungen 


ae 
Se= 0, S¢, log e,/| = Soo'> 
56 i > Y »’)) 
(90) ade 2 e” log je?| = 6,5’; 
e 


wobei 6,, das KRoNECKER-Symbol bedeutet. Diese Gleichungen besagen 
gerade, daB (55) die Transponierte der Reziproken von (54) ist. 

Mit diesen GréBen |, definieren wir nun die GréBencharaktere fiir Zahlen 
u€Z™* durch 

A(u) = exp ( > d m, Se, log \u!) ; 
- 

wobei m,, Ms,..., m, feste natiirliche Zahlen sind. Ist A(¢) = 1 fitr jede Ein- 
heit e, so heiBe A ein GréBencharakter erster Art. Ein GréBencharakter, der 
nicht von erster Art ist, aber der Bedingung A(e,)= 1 fiir jede total-positive 
Einheit ¢, geniigt, heiBe von zweiter Art. Jeder weitere GréBencharakter 
heiBe von dritter Art. Ein Gré8encharakter ist offenbar genau dann von 
erster Art, wenn die Konstanten m,, m,,..., m, simtlich durch 4 teilbar sind. 
Die GréBencharaktere erster Art sin'l die von Hecke [10] definierten GroéBen- 
charaktere. 
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u sei eine positive und z,,..., 2, seien reelle Variable. Dann sei 
(57) y =u exp (4 » 2, log e,|) ; 
d. h. ausfiihrlich ; 
y= yu exp (4 D x, log ie) , 
e 
Jedem n-Tupel (u; z,, 22, ..., 2,) ist damit eine Zahl y mit den Konjugierten 


y” (v=1, 2,...,) zugeordnet. Die Gleichung (57) laBt sich nach (uw; 2, ..., z,) 
auflésen. Man bestatigt leicht 


1 
(58) u=Ny, a, = 7 Se, log y. 


Die Funktionaldeterminante von (57) ist 


aly? y? y”) y 
Dwr a m4 te | + le.| » ies 
a... a -A(X,y 4 log le|,....y 4 log |e,!) t4rR. 
Also folgt 
O(t, 2, ~~ -5 Zz) l 


a(y™, yo. yo”) a 
(57) und (58) lassen sich ins Komplexe analytisch fortsetzen. Hierbei erhiilt 
man nach einer einfachen Ersetzung 
Hilfssatz 44: Es seien u;2,,...,2, komplexe Variable aus dem Gebiet 
arg u| <c,, |[Sm-z,| <e, wobet cy,c, zwei hinreichend kleine positive Kon- 
stanten sind: dann lapt sich 


. n 
ti@ — 
_ >» de | 
t=——- yu exp (4 3’ x, log le,!) 
e 
nach (u; 2,,..., ,) auflésen: 
@t 1 @Tt 
u Noa t= | Se, log 
Die Beschrankung auf die im Hilfssatz 39 genannten wu; 2z,...., x, erfolgte 


nur, um Schwierigkeiten bei der Auswahl der Funktionszweige des Logarith- 
mus und der n-ten Wurzeln zu vermeiden. 
Nun sei 

F(r)= > c(@ pn) x(u) e(uT) fir r<f, 

fs 
uo 
eine in irgendeinem &, konvergente Fourter-Reihe ohne konstantes Glied. 
Die Koeffizienten c(o) mégen nur von (o) abhangen, y sei ein zulassiger 
Charakter und es sei 
c(a) = O(N (0)"). 


Setzen wir 


2 n 
' ‘ ‘ sia —- ——*7. \" 
ag SS gee z,) = F(t) mit t = Ju exp (4) x, loge,), 
e 
so ist f(w;2,,...,2,) eine gewdhnliche periodische Funktion in z,, .. ., 2,, 


wenn u in dem Winkelraum |argu| < c, fest gewahlt ist. Da f(u; 2,,..., %,) 
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bei festem wu in den Variablen z,,..., x, analytisch ist, wird f(u; z,,..., 2,) 
durch seine Fourter-Reihe dargestellt. Die Fourter-Koeffizienten hangen 
dann noch von u ab. Diese lassen sich durch die EuLER-Fourtierschen Inte- 
grale berechnen: 


oo 


41 
fe:do- f ... f Kurm,..., ae =oNde,...éa 
ol P 


1 
2 


r* 


Auf der linken Seite haben wir als Index des Fourter-Koeffizienten den durch 

das n-Tupel m,, mz,...m, definierten GréBencharakter 4 gewihlt. Diese 

Bezeichnung hat den Vorteil, daB die Fourter-Koeffizienten von der Wahl 

der Basis der Einheitengruppe nicht mehr abhingen. Auf f(u; A) kann man 

nun die MELLIN-Transformation anwenden. Die Voraussetzungen des Satzes I’ 

bei Meir [12] werden von den Funktionen /(u; 4) in dem Winkelraum 
arg u| < ¢, erfillt, so daB aus 


G (8; A) = fi ;A)ut-tdu mit Res>x4+ 1 


die Umkehrrelation 


‘ 1 j ‘ . 
flu; 4)= a7; | G(s; A)u-*ds mit |jargu| << c,, a>K+1 


folgt. Damit sind die Funktionen G (s, 4) umkehrbar eindeutig der Funktion F 
zugeordnet. 


Wir berechnen nun die Funktionen G (s, A) explizit: 


ae +4 
G (8; A) = £-5 - Dd ¢(@u) Z(u) 


1 
=a 


toe 


8 
> — f lull ex . lo | 
exp (— 2a VuS |u| exp (4 D’ x, log |e,!)) 
e 
,—2xitzm 
os eg*-idz,,...0% 6. 
Hier kann man wegen der absoluten Konvergenz der unendlichen Reihe die 
Summation mit der Integration vertauschen. Ferner kann man die Summa- 
tion mit der Integration iiber wu vertauschen, wie man durch Anwenden eines 
bekannten Hilfssatzes beweist. In 
G (8; 2) = De (Ou) X (u) » 
l J 


i | 


f f ... f exp(-—22 1 u S |u| exp (45° x, log |e,|)) e 


2xitzm 
ee 


0 —_— ain 
? 2 


u*-idz,...d2,d& 


kann man wegen der absoluten Konvergenz die Reihe beliebig ordnen. Man 
setze = fg &, €* und summiere zunichst iiber alle Einheiten e, dann iiber ein 
volistindiges System mod <e)* verschiedener totalpositiver Einheiten ¢, und 
zuletzt iiber ein vollstindiges System nicht-assoziierter Zahlen fo, welches 
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den urspriinglichen Summationsbedingungen geniigt. Dann /aBt sich die 
Summation iiber e durch Integration iiber den vollen (2,, x2... .. z,)-Raum 
ersetzen und man erhilt 


G(s; A) = Dd dc (Op) X (uo £0) 


(Ho) % 

" 2 : 0° ’ Zrilac m 
ff ... f exp(—2aYu S |p eq exp (4 Dd’ x, log |e,\))< eve 
0 1 1 e 

we es, ...6%,. 


Nun setze man 
6 —_ 
y= /uexp (4 p> x, log €,|) 
e 
und transformiere das Integral in ein Integral tiber den entsprechenden 
y-Bereich. Hierbei zerfallt das Integral in ein Produkt von n Integralen 
welches man als Norm eines Integrals schreiben kann: 


e , , ‘ _ l 
(i (sd) = YD’ ¢ (Op) % (to &o) aR 


(Me) fe 

N f P Qa fete v, {x Ps = moe) logy d y 

0 i] 
.” |’ 2 ¥ 
a a © CP) ZX (Mo eo) VR 
(He) ® 
(s 3 =m, ¢,) log 2 = | io & N ’ ae a 
Ne rs ea m, €, ) 


= l ‘ 
* >’ c(On) ¥ (uo £0) 
mg / v4 Fo 0 4’°R 
; 
\" 
m,€,) - 


0 


(2 2)—"* N (449)~* A (fg &o) N I's % 
Hierin fiihre man zur Abkiirzung ein: 


P(s,a)=NTP(s 


ni 
y ¢,) 
m,€,) ; 


0 


to 


man erhalt 


. l — es . . 
(F (8, A) én (2 x) "4 T'(8, A) D € (tg A) {Dd % (&q) A(€o)} % (Mo) A (Mo) N (uo)*- 
(Ho) e 


Der Ausdruck in der geschweiften Klammer ist dann und nur dann von 0) 


verschieden, wenn 

x (Eo) = Ale) fiir alle ¢,>0 
ist. In diesem Falle nennen wir x mit A verwandt. Ist also y mit / nicht ver- 
wandt, so ist 

G(s, A) = 0. 
Die mit emem zulissigen y verwandten 4 bilden eine Restklasse der Gruppe 
aller A nach der Gruppe der A von erster und zweiter Art. 

Im folgenden setzen wir 7 mit A verwandt voraus und setzen 


ZA(u) = Z(u) Alp). 
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Dann ist 


‘ (e,:e*) ., P —— 4 
G(s, 4) =“ T(e, A) (22)-"* Y € (8 pup) ZA (to) N (uo)! 
4°R (us) 
eS f d ou ‘ — Seer , 
vp wie gran) 18,2) 3 6 (8 fo) ZA (8 Ho) N (2 po)”* 


(He) 
Wir setzen 6 = 0p, und 


D(s, A) ¥” (a) ZA(a) N(o)-* 


_ 
(9) 


o = ow 

und erhalten 

(€,:€*) d 

aR \o 

Die DrricHLEet-Reihen D (s, A) bestimmen in ihrer Gesamtheit die Funktion F 

wieder eindeutig. Jeder einzelne Schritt liBt sich ja umkehren. 
Zusammenfassend stellen wir fest: 


Hilfssatz 45: Es seit 


G(s, 2) ) I'(s, A) ZA(@-») D(s, a). 


F(t) = 3) c(@u) Z(u) e(u T) 


wzE@ 
eine Fourter-Reihe ohne konstantes Glied. Die Koeffizienten c(o) mégen nur 
von (co) abhiingen. Dann ist der Funktion F(t) umkehrbar eindeutig das System 
von DrricHLET-Reihen 
D(s, 4) = xA(@-") DY (a) YA(o) 
(2) 


zugeordnet, wobei der Charakter 7A (a) durch 
yA(a) = %(a) A(o) 
definiert ist und x mit A verwandt ist. Die Funktionen 


oe. ox = tee oS. ee oe ; i 
G(s, 4) = r — I'(s, A) D,, (8, A) 
lassen sich durch Integrale ausdriicken : 
0 +4 +4 
y a 7 x - F y @ ut ’ | . 
G(s, A) . | | | F | @ oP (4 %, log i!) . 
0 1 af 
‘ : 
ee M070 yt ldz,...dz,du. 


§ 11. Die DinicnLet-Reihen eines Formenvektors. 
Es sei F ein Formenvektor des Typus {K,, — k, y, y}. Dieser ist umkehrbar 
eindeutig durch die 2" 6 Funktionszweige 


(59) Fx (t) — co(w) %(w) fir r€¢, 


bestimmt. Auf die Funktionszweige kann man die Theorie des letzten Para- 
graphen anwenden und erhalt 

Hilfssatz 46: Es sei G ein Formenvektor des Typus {K, — k, x, y}. Diesem 
entsprechen umkehrbar eindeutig die Dir1tcHLET-Reihen 


(60) D,,(8; 4) = yA(@") 2 eo) ZA(a) N(o)-*. 
(9) 
ota 
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Die Funktionen 


r (€:€*) DB Wess 5 ‘ 
G(s, A) = I(s, A) D,, (8, 4 
ol8) A) = "ore (> =I ) a '8 A) 
besitzen die Integraldarstellung 


, 1 ava 
» 2 


G(s; ’) | | / tr. | w, yu i exp ay x, log é, Co (o) x(0)} \ 


> 1 1 
(61) 0 2 z 
2xilm,z 
e”e 


e e “ut-idz,...d2,du. 
Die DrricHLET-Reihen konvergieren in der Halbebene Res > k, falls k=> 2, und 
in der Halbebene Nes >-> + 1, falls | ein Spitzenformenvektor ist. Im 
Falle k = 1 besitzen sie ebenfalls eine Konvergenzhalbebene. 

Aus der Integraldarstellung der Funktionen G, (s, A) erkennt man, da8 
die DiricuHLet-Reihen D,(s, 4) nur von der Klasse von m im engeren Sinne ab- 
hangen. 

Satz 15: Die DirntcHLet-Reihen D_(s, A) eines Formenvektors lassen sich in 
die ganze Ebene analytisch fortsetzen. Sie definieren ganze Funktionen, wenn 
nicht zugleich 2 = 1 und &§ kein Spitzenformenvektor ist. In diesem Ausnahme- 
fall liegt an der Stelle s = k ein Pol erster Ordnung vor. Die durch die DirIcHuet- 
Reihen definierten analytischen Funktionen geniigen der Funktionalgleichung 

G,-1(k — 8, A) = i™* x4 (w?) p(w) G, (s, A). 


Beweis: Satz 10 kénnen wir auch in der Form 


Fx, ( i = if u exp (4 >” x, log le,! )) — Cy(w) x (@) 
e 
. gnrk 7 (w*) p(w) u k x 
(62) " - lant n , = l 1 
. {r,—a(i — Vu-* exp (— 4» x, log l€, ))- co *)x( ~))}+ 
a e 


@ 


) — Cg (@) 7 (w) 


schreiben. Wir zerlegen (61) an der Stelle u = 1 und wenden auf das endliche 
Teilintegral (62) an. Hierbei erhalten wir 


os. =. ; 

G,(s, 4) = | J eee | \Fx, (i = yu exp(4¥ x, logle,!)) — Cy (aw) z(o)} x 

-+ -4 : 
—27ilmz 


ee 
Ke e u®’-ldz,...dz,du + 


1 +4 


+ i"* % (w?) P(w) / f vou 


0 —4 = 


l 
? 
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(63) {F,-1(i — Vu= exp hai 4 x, log le,|)) 2 co 1 x( 1 )} . 
° e 


@ | @ 
—2xitm, 2, ‘ 
Xe e u’-*§-ldz,...d2z,du— 
— esi 1 1 1 1 
- (A) {i™* % (0%) G(o) co >) x( ») Ez + Mol) x(o) 5} 
+4 +} -—2xitm « _ 
mit d(A)= f --- fe Nie *day...d2=|) sat 
-{ —j sonst. 


Hierbei wurde aus dem endlichen Integral ein Summand herausgezogen und 
getrennt integriert. Die Existenz des herausgezogenen Teiles zieht die 
Existenz des Restintegrales nach sich. Substituiert man in dem endlichen 
Teilintegral 

u+u!, r+—2,, 
so erhalt man 


=» = 3 +4 
= tr y 7 a n J ! 1 
G(s, A) = [ / ag Pr, (i = Vu exp (4 x, log e) _ oo} x 
Ls —4 e 
—2xrilt 
x @ ‘e @ @ut-ldz,...dz,du+ 


1 
2 


a 


co +4 
+ inky ( 2) p ( ) eee 
u"* ¥ (w er} 


“_o 4+ 


. |@~*| 8, . rm 1 1 
x [Fe (: ont Vu exp (4 )’ x, log |e, ) ~ co(=] x(;)} x 
e@ 
x tee lad “e yk—-s-1 dz,...dz,du— 
— 6(A) {in XZ (w*) p(w) co ( : ) z( : + Cy (w) x(@) : : 
? @, wo) k—s a 8 
Die Integrale sind ganze Funktionen von s. Damit ist G(s, A) in die ganze 
Ebene analytisch fortgesetzt. G,(s, A) ist eine ganze Funktion, wenn nicht 
zugleich A = 1 und & kein Spitzenformenvektor ist. In dem Ausnahmefalli 
liegt an der Stelle s = 0 und s = kein Pol erster Ordnung vor. Die Funktional- 
gleichung der Funktionen G(s, A) ist evident. Da die J’-Funktionen regulire 
Funktionen ohne Nullstellen sind, definieren auch die Drricniet-Reihen 
ganze Funktionen, wenn man von den Drricaiet-Reihen D,(s,1) absieht. 
Diese haben an der Stelle s = k eventuell einen Pol erster Ordnung. Der Pol 
der Funktion G(s, 1) an der Stelle s = 0 riihrt von einem Pol der Ordnung n 
der J’-Funktion her, also hat die DiricHiet-Reihe D,,(s, 1) an der Stelle s = 0 
eine Nullstelle von mindestens (n — 1)-ter Ordnung. 


Es sei y ein Charakter der engsten Zahlklassengruppe, d. h. es sei 


y (2) y (0) = y(= 6), p(o)=1 fir o = 1. 


Wir setzen 
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falls » (0) 7A(o) nur von (o) abhangt. Die DiricHLet-Reihen 
(64) D(s, A) = ¥ e(e) A(o) N(a)-* 
(9) 

sind dann mit den Drricniet-Reihen (48) linear-aiquivalent. Da in (64) iiber 
ein volistandiges System nicht-assoziierter Zahlen summiert wird, haben die 
DrricHLet-Reihen (64) eine Evutersche Produktenentwicklung, wenn die 
Koeffizienten multiplikative Funktionen hinsichtlich teilerfremder Argumente 
sind. 

Aus Satz 11 und Satz 12 folgt sofort: 


Satz 16: Die Diricuiet-Reihen D(s, A) eines Formenvektors § des Typus 
{K, — k, x, y} haben dann und nur dann eine Ev LERSOhe Produktentwicklung, 
wenn § ein normierter Eigenvektor stimtlicher T -Operatoren ist. 


Eine einfache Rechnung ergibt explizit die Gestalt der EvLer-Produkt- 
entwicklungen : 


D(s, A) = IT (1 — e(@) A(e) N(e)-* + ple) N(o)*-?-*)-}, 
(0) 
wobei sich das Produkt iiber ein vollstindiges System nicht-assoziierter 
Primzahlen o erstreckt. Hieraus erkennt man, daB die EuLER-Produkte von 
der kanonischen Gestalt im Sinne von HEcKE sind. 
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Asymptotische Entwicklung einer Summe, 
die beim Problem der zwei Stichproben auftritt. 
Von 
K. Srresev in Ziirich. 
1. B. L. VAN DER WAERDEN hat in einer vor kurzem in dieser Zeitschrift 
erschienenen Arbeit?) einen neuen Test zum Vergleich zweier Stichproben 


angegeben, den er den X-Test nennt. In dieser Arbeit tritt als Streuungs- 
quadrat einer gewissen Zufallsvariabeln die Summe 


1 -: k 
—_ v 2 
vo ee Mss) 


auf, wo z = Y(w) die Umkehrfunktion der normalen Verteilungsfunktion 


z 
w= P(z) = : J es" dx 
y2a <A 
bedeutet. Zur Erleichterung der Berechnung der Summe Q fiir groBe n soll 
hier deren asymptotische Entwicklung angegeben werden. Sie lautet 


2 1 a 1 
Q=-l--— log n + = log (log n) — - +0(5) 
: a “s : 1 
mit a = log _= 0,14473... und lim n-o (*) =Q. 
n—-oco 


2. Zum Beweis der Formel entwickeln wir zunichst die Funktion VY? (w) 
{(w) fiir kleine Werte von w. Fiir die Verteilungsfunktion ®(z) erhalt man 
fiir negatives z durch partielle Integration 


f on 2 4 — Az = 
V2a O(z)=—e a fe 17 ¢tde=—e ** (24-273) + 


z 
- —ig* 
+3 fe 7" a-4*dz 


— oo 


und daraus die Abschitzung 


(22) —te-i" (jal -1_ lz|-*) < D(z) < (2) ~4 e~ ¥** |z|-1, 


1) B. L. van DER WaERDEN: Ein neuer Test fiir das Problem der zwei Stichproben. 
Math. Ann. 126, 93 (1953). 
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Wir bezeichnen die Umkehrfunktionen der Funktionen 
u = u(z) = (22) bet (\z| - lz|-*) (z < 0) 


und v = v(z) = (2 n)~te-3” lz|-2 (z < 0) 


bzw. mit z,(u) und z,(v) (Fig. 1). Fiir vw = v = w ergibt sich aus 





(22) ~# e478 (\z41-4 — |2,I-%) = 
= (22) ~2 et lz.) 
die Beziehung 


—L (7? —22 
#3 —*2) = |z,] - |z,/- x 


e 

x (1 — |z,|-*) > 1 — |z,|-* 
und somit, daB 2) — z? und um 
so mehr z; — z* gegen Null geht 
Fig. 1 mit 47> — ©, d. h. w+ 0. Mit 
der eingefiihrten Bezeichnung 








z*= f(w) kénnen wir also schreiben 


f(w) = z* (w) + 0 (1) (lim o (1) = 0). 


w—0 


Fiir die Funktion zt (w) erhalten wir durch Auflésen der Gleichung 


w = (22)~§ e473 |z,|-2 


nach 2} 
z* =— log 2 &= log w? — log (= log w?) +} R (zs), 
2 
wobei R (z,) = log (1 4 log 23 +> x 
a 


fiir |z,| + 0o, d. h. w+ 0, selber gegen Null geht. Daraus folgt fiir w+ 0: 


(1) f(w) = 2 log = — log (log =) log 4 2 + 0 (1) 


und durch Integration 


wo 
(2) f tlx)dx = 2w log - = w log (log ») > w log <2 + o (w) 
6 


mit o (w) = w-o(l). 
3. Diese Ausdriicke gestatten nun die asymptotische Berechnung von Q. 


Wir teilen das Intervall o < w <= 1 durch die Punkte w = - (k=1,2,.. 


*) 


m — 1) in m gleiche Teile (Fig. 2) und betrachten an Stelle der Summe Q die 
Summen 


, @' /h 
S(m)= > (=) 
=2 








Zum Problem der zwei Stichproben. 


und 
73/8 1 (1 
T (m) = — ZAG) S (m) — = t(=): 
Die erste stellt den Naherungswert fiw) 
des Integrals 


1—w 
I (s)> 100) = f Hadas, 


berechnet mit Hilfe der Sekanten- 
trapeze, die zweite denjenigen des 


3 . 
Integrals I (=): berechnet mit 
Hilfe der Tangententrapeze, dar. 
Die positiven Fehler dieser Nahe- 


rungswerte bezeichnen wir mit R.,(m) 


und Ryp(m): 














S (m) = 1(5-) + Rs (m), 
T (m) = 1( 


Damit erhalten wir 


(3) 1 (2) + Rs (m) = 8(m) = 7 (m) +() 4 (2) =1(g5,) - Rem +t (5) 
) 


und 


0 < Rg (m) = 8 (m) — 1(—. -1( ; )—1 (52) - Be (m) + 


m 


+ (ae) <1 (Sm) ~ 1) + ae tw): 


Die rechte Seite von (4) mu8 nun asymptotisch fiir groBe m entwickelt werden. 
Zu diesem Zwecke stellen wir hier die aus (1) und (2) erhaltenen Entwick- 
lungen fiir J und f zusammen. Dabei bedeutet k immer eine natiirliche Zahl 
kleiner als m, die festgehalten wird fiir m+oo. 


(4) 


(5) wt (5) =, log m — log (log m) — log 4 x i#+ 0( =) 


1 1 2 1 
= H (m)--, log 4 xk + o( 5.) (H (m) = = log m — = log log m). 
, 
(6) 1(=)=1-2f f(w) dw = 1 — 2k H (m) + =~ log 42" +0(5) 
\ 0 
ke 1 
(7) 1(s,) <1 - bH (m) += tog *F + 0( 2). 


Setzen wir diese Entwicklungen in der rechten Seite von (4) ein, so ergibt sich 
1 2 3\3 1 1 
(8) o < Rg(m) = S (m) — 1(+)- = log (>) noo Re(m) +0 (=) 


2) 3\3 1 l 
< Zva($)-2 +0(2) 


27* 
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Vernachlassigen wir hierin Rg(m) und R(m), so erhalten wir 


(9) o< S(m)—1(). > +0(2) 


m m 
mit der kleinen Konstanten b = log 3/2 — 2 = 0,433 . . ., also mittels (6) eine 
brauchbare asymptotische Entwicklung fiir S (m). 

Um noch engere Schranken zu erhalten, miissen wir Rg(m) und R,(m) 
abschitzen. Der Fehler Rg(m) ist eine Summe von Flachenstiicken, die 
zwischen der Kurve und den durch die Kurvenpunkte mit den Abszissen k/m 
und (k + 1)/m gelegten Sekanten liegen (Fig. 3), also von Ausdriicken der Form 


am (m) +(e 1 le) - 1]. 


fiir deren Entwicklung nach m wir bei festem k erhalten 


1 : k+1 1 

Sm 4° { (e+ Ys) log k -1}+0(5.). 
Wegen der Symmetrie der Funktion f(w) kénnen wir 
die Abschnitte fiir k kleiner als m/2 doppelt nehmen, und 
Fig. 3 es gilt somit fiir alle hinreichend groBen m bei festem k, 





Ae 
nm 


3m. 


ko k+1 
m-Rs(m)>4 3’ \(k +2) log —| —1}+o(l). 
k=1 
Lassen wir hierin zunichst m und dann k, gegen co gehen, so erhalten wir 


(10) lim m-Rsg(m)2>4- 3» {(k + 1/,) log =+* i}. 
k-1 


pe k+1\«e+} 
te (Yt 


kann man mit Hilfe der Strruryaschen Formel berechnen: Sein Wert ist 


e+ (2 x)-4. Somit bekommen wir als Wert der rechten Seite in (10) 2 - log ( rs) , 


Das unendliche Produkt 


Der Fehler R(m) bei der Naherung durch die Tangententrapeze ist eine 
Summe von Flachenstiicken, die zwischen der Kurve, den Tangenten in den 
Kurvenpunkten mit den Abszissen k/m und den Ordi- 
naten bei (2 k — 1)/2 m und (2 k + 1)/2 m liegen (Fig. 4), 
also von Ausdriicken der Form 


—_ tS 
fiir deren talbisies nach m wir bei festem k erhalten 
1 _ ae 2k+1 1 
Pz ra = \2—(2k— 1) logs, — (2k+ 1) log ok }+0(5.). 


Fig. 4 Auch diese Flaichenstiicke kommen doppelt vor, sind aber 
erst von k = 2 an zu nehmen. Analog zu (10) gilt 





2k+1 


7 2k 
(1) jimm- R(m)22- 2 2 {2 — (2k — 1) log 5, —, — (2k + Il) log 5; 


m™—> co 











Zum Problem der zwei Stichproben. 
Das unendliche Produkt 


Hl Gtay ey 


, : . . 1 /2e\3 
ergibt mit der StrrLineschen Formel berechnet den Wert 7 ( ) . Daraus 


erhalten wir fiir die rechte Seite in (11) den Wert 2 - log 2 a kd y und kénnen 
nun die Ungleichung (9) verschirfen: Aus (8) erhalten wir namlich 
P : . . 1 
2 - log + Slim m- Rg(m) = lim m(s (m) —I (-.) ) 


m—> co m—> co 
und 


lim m{ S (m) — I ; =2-lo kg * — him m Ro(m) 
m 8 2 T 
< 2-log(3)’- : — 2 log 2 x(5,) : = 2- log _ 


Es existiert somit der Grenzwert 


lim m (8 (m) — 1{—-)) = 2 log-5—, 


™m—> co 
und daraus folgt fiir 8S (m) die asymptotische Entwicklung 
s 1 2 38 1 | 2 1 
(12) S(m)= 1(=.)+ = log 7 + o(—-) = 1 — 2H (m)+ = log 2+ o( 5.) , 


4. Aus der Entwicklung (12) fiir S (m) erhalten wir nun die gesuchte Ent- 
wicklung fiir Q: 








4 9 
Q= fe L S(n+1)+ = ites =l- = log n + — log (log n) — 
1 a 1 
an log : +0(-). 

n |Q(exakt) | Q(asympt. | Ein Vergleich mit den exakten Werten von Q 

zeigt, daB die Naherung schon fiir kleine Werte 
5 0,449 0,423 von ” ganz gut stimmt. 
- rp an Fiir diese kleinen Werte von n wiirde man eine 
S 0,570 0,554 noch bessere Naherung erhalten, wenn man in 
9 0,599 0,583 der Entwicklung von Q das Glied a/n vernach- 
0 0,622 0,608 lassigen wiirde und nur die drei ersten Glieder 
ll 0,642 | 0,630 " 
12 0,661 | 0,650 nihme: 
15 0,704 0,696 2 ] 
19 0,746 0,739 Q ~l-- . log n+ Pm log (log n). 
39 0,845 0,842 


(Zingegangen am 18. September 1953.) 
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Die Holomorphiehiillen der Tuben- und Halbtubengebiete. 


Von 
Hans J. BREMERMANN in Stanford, Kalifornien. 


1. Einleitung. 


Zu jedem Gebiet G im Raume von mehreren komplexen Veriinderlichen 
existiert eindeutig eine Holomorphiehiille H (G). H (@) ist das maximale Ge- 
biet, in dem alle in G eindeutigen und holomorphen Funktionen noch ein- 
deutig und holomorph sind. Abgesehen von der Existenz ist iiber die Gestalt 
der Holomorphiehiille eines gegebenen Gebietes im allgemeinen nur wenig 
bekannt. Fiir spezielle Gebietsklassen, deren Gebiete gewisse Symmetrie- 
eigenschaften besitzen, laBt sich jedoch die Holomorphiehiille eines beliebigen 
Gebietes aus der Klasse konstruktiv angeben, so z. B. fiir die RemtyHaRDTschen 
K6rper'). Fiir eine andere Klasse von Gebieten, die Tubengebiete (die Ter- 
minologie ,, Tubengebiet“ (tube domain) stammt von BocHNER-MarRrTIN®), hat 
zuerst K. Stern*) die Holomorphiehiillen angegeben und bewiesen: Die Holo- 
morphiehiille eines Tubengebietes im C? (Raum von 2 komplexen Verinder- 
lichen) ist seine (elementargeometrisch) konvexe Hiille. Andere Beweise des- 
selben Resultates (auch fiir den C”) stammen von BocHNER-MaARtTIN?) und 
S. Hrrorumatvu*). Wir geben fiir diesen Satz einen neuen kurzen Beweis, der zu- 
gleich das Verfahren demonstriert, mit dessen Hilfe wir im zweiten Teil der Arbeit 
die kompliziertere Aufgabe lésen, die Holomorphiehiillen beliebiger ,,Halb- 
tubengebiete“‘ zu konstruieren. Eine Halbtube ist ein Gebiet im Raum von 
zwei komplexen Verinderlichen w, z; (w= u+iv, z= 2+ ty), das folgende 
Gestalt hat: {(w,z) | (u,z) € B, — oo < v < + oo}5), worin B ein beliebiges Gebiet 
in dem direkten Produkt der z-Ebene (oder einer RreMaNnNschen Flache) mit 
der reellen u-Achse ist. Es wird bewiesen, daB die Holomorphiehiille einer 
Halbtube wieder eine Halbtube ist. Die Hiillenkonstruktion besteht in einer 
Erweiterung der ,,Basis‘“ B (im dreidimensionalen Basisraum). Das Kon- 
struktionsverfahren macht von einem besonderen Kontinuitatssatz Gebrauch. 
Dieser Kontinuitatssatz wird als erstes bewiesen, er folgt aus Eigenschaften 
subharmonischer Funktionen. — Die vorliegende Arbeit ist ein Teil der 1951 
in Miinster (Westf.) erschienenen Dissertation des Verf.*). 


1) Bepnxke-Srern [1] und THuten [1]. 

*) Bocuner-Martn [1], p. 90—102. 

*) Srer [1]. 

*) Hrrorumartv [1]. 

5) Mit ,,{(w, z)| ...}* bezeichnen wir ,,die Menge aller (w, z), die der Bedingung... 
geniigen™. 
*) BREMERMANN [1]}. 








Holomorphiehiillen von Tuben. 


2. Ein Kontinuititssatz. 


Der Kontinuitatssatz’) und seine Varianten haben alle gemeinsam, daB 
eine diskrete Folge von Flachenstiicken gegen ein Grenzflichenstiick konvergiert. 
Aus der Holomorphie auf den approximierenden Flichen und in allen 
Punkten der Berandung eines Gebietes auf der Grenzfliche folgt dann die Holo- 
morphie in dem ganzen Gebiet der Grenzfliche. Hier wird ein Kontinuitats- 
satz angegeben, bei dem eine kontinuierliche Schar von parallelen analytischen 
Ebenenstiicken gegen ein Gebiet auf einer Grenzebene konvergiert. Aus der 
Holomorphie in allen Punkten der approximierenden Ebenenstiicke und der 
Holomorphie in einem einzigen Punkte des approximierten Gebietes auf der 
Grenzebene folgt dann die Holomorphie in dem ganzen approximierten Gebiete. 

Dieser Satz folgt aus einem Hilfssatz iiber subharmonische Funktionen, 
den schon F. Hartoas*) bewiesen hat. Ein zweiter Beweis stammt von 
K. Oxa’®), ein dritter von W. Rorustetn?®). Mittels ahnlicher Satze iiber sub- 
harmonische Funktionen von BRELot!) hat P. LELone!”) einen Kontinuitats- 
satz allgemeiner Gestalt abgeleitet, der speziell den unseren enthalt. Wir ver- 
zichten auf die maximale Allgemeinheit und méchten statt dessen auf den 
Oxaschen Beweis aufmerksam machen. Die Zugrundelegung der Oxaschen 
Formulierung liefert dann den Kontinuitiatssatz in der Form, die wir gerade 
bendtigen, sie lautet: 

2.1. V (z) set in dem schlichten Gebiet F der z-Ebene subharmonisch, z (t) sei 
eine Kurve in F, die in einem Punkte z (t,) € F endet. 

Dann ist lim V (z (t)) = V (z (t)). 
tt, 

2.2. Daraus erhalten wir unseren Kontinuititssatz: EH (t) set eine Schar 
von parallelen analytischen Ebenen im C?, t ein reelier Scharparameter. Die E (t) 
mégen fiir t+ 0 gegen die Grenzebene E,, konvergieren. Die Schnittpunkte von E (t) 
mit einer orthogonalen analytischen Ebene F mégen in F eine Kurve bilden. 
G (t) seien Gebiete auf E (t), die stetig'*) gegen das Grenzgebiet G, C E, konver- 
gueren. 

Wenn dann eine Funktion f(w,z) fiir t+ 0 in G(t) holomorph ist, so ist 
}(w, z) entweder in allen Punkten von G, singulér oder in allen Punkten von G, 
holomorph. 

Beweis: Angenommen, es gabe unter obigen Voraussetzungen eine 
Funktion f,(w, z), die in G, sowohl singulire als auch holomorphe Punkte 
besitzt. 


”) BennKxe-Sommer [1]. 

*) Harrogs [1]. 

*) Oxa [1]. 

1°) ROTHSTEIN [1]. 

4) Brevot [1] und [2]. 

22) LELONG [1]. 

8) Darunter wollen wir verstehen, daB das ,,Maximum Minimorum“ (Maximum in 
G (t) des euklidischen Minimalabstandes eines jeden Punktes aus G (t) vom Gebiet G (t,) 
und Maximum des Minimalabstandes eines jeden Punktes aus G (t,.) vom Gebiet @ (t), 
mit t+ t, stetig gegen Null geht. 











408 Hans J. BREMERMANN: 

Dann gibt es eine zu den £ (t) orthogonale analytische Ebene F, einen 
Radius r und ein 6, so daB die Kreise auf EZ (¢) mit den Mittelpunkten EZ (t) \ F 
und dem Radius r fiir 0 < ¢t < 6 ganz in G (¢) liegen und gegen einen Grenz- 
kreis auf Z, konvergieren, fiir den gilt: Der Mittelpunkt Z,7\ F ist holomorpher 
Punkt von f, (w,z), es gibt aber mindestens einen singuléren Punkt in dem 
Kreis. 

Entwickeln wir nun /,(w,z) um F in eine Hartoassche Reihe"), so muB 
fiir 0 <t< 6 der Holomorphieradius R lings der Kurve £ (t) \ F gréBer als r 
sein, fiir ¢ = 0 aber kleiner als r und noch gréBer als Null. Es wire also — log R 
in einer vollen 2-dimensionalen Umgebung vont = 0 auf F noch subharmonisch 
und 

lim — log R (t) < — log R (0) 
t+0 
im Widerspruch zu 2.1. Unser Kontinuitiatssatz ist bewiesen. 


3. Die Holomorphiehiillen von Tubengebieten. 


3.1. Ein Gebiet T des C" heiBt ein ,,Tubengebiet, falls es die Form 


T = {(z,,..-, Zn) | (4, .- +» 2) € B, — © < ¥,< + 0,...,-— 0 < ¥< + 0} 
hat. (B ein Gebiet im (x,,..., 2,)-Raum; (z;= 2;+ iy;).) Offenbar sind alle 
Transformationen 

Zj=2z+it; j=1,...,n; t, beliebig reell, 


fiir ein solches Gebiet Automorphismen. Das n-dimensionale Gebiet B nennen 
wir die ,,Basis“‘ der Tube. ,,7',“ bezeichne die zur Basis B gehérende Tube. 
Tz ist genau dann die (elementargeometrisch) konvexe Hiille von 7',, wenn B 
die konvexe Hiille von B ist. 

3.2. Hauptsatz: 7’, sei ein Tubengebiet im C?. H (T') sei die Holomorphie- 
hiille von Tp und B die konvexe Hiille von B. Dann ist H (Tz) = Tz. 

Beweis: 1. T—7° H (Tz). 

Behauptung: P,=,,(u,, 2) und P,=4; (ug, Z) seien zwei Punkte aus 
B, (w= u+iv;z=2+iy). Dann laBt sich jede in 7’, holomorphe Funktion 
in alle Punkte (w,z), wo (u, x) auf der Verbindungsstrecke von P, und P, 
liegt und | v | < co, | y| < © ist, holomorph fortsetzen. 


44) Eine Harrocssche Reihe ist eine Entwicklung der Form £2 a,(w) z’, wo die Koeffi- 
v=1 
zienten a,(w) holomorphe Funktionen sind. Das Gebiet der gleichmaBigen Konvergenz 
hat die Gestalt: {(w, z) | w€ D,|z| < R(w)}, D ein Gebiet in der w-Ebene. R (w) heiBt 
,,»Holomorphieradius“. FR (w) ist gleich dem euklidischen Abstand der nachsten Singu- 
laritat (der entwickelten Funktion) vom Punkte w orthogonal zur Entwicklungsebene 
(w-Ebene). Wichtig ist nun, daB — log R (w) eine subharmonische Funktion ist. Anstatt 
die w-Ebene zur Entwicklungsebene zu machen, kénnen wir auch die z-Ebene oder eine 
beliebige andere analytische Ebene wahlen. Minus Logarithmus von dem orthogonalen 
Abstand der nachsten Singularitat ist in jedem Falle eine subharmonische Funktion; und 
davon machen wir oben Gebrauch. — Naheres iiber Hartocssche Reihen bei BrEmER- 
MANN [1]. 
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Die kleinste Punktmenge, die mit zwei beliebigen Punkten P, und P, 
aus B auch die Verbindungsstrecke von P, und P, enthilt, ist die konvexe 
Hiille B von B. Aus unserer Behauptung folgt also: Tg ¢ H (7',). 


Zum Beweis unserer Rehauptung verbinden wir P, und P, durch einen 
Polygonzug in B. Das ist mégiich, da B ein Gebiet ist. P®... P® seien die 
Eckpunkte dieses Polygonzuges, P= P,, P® = P,. Wir werden nun folgen- 
den Hilfssatz beweisen: Q,, Q, und Q, seien drei Punkte in der (u, x)-Ebene. 
U(Q,, Q,) sei eine Umgebung der Strecke Q,Q,, analog U(Q,Q,). Dann 
existiert eine Umgebung U(Q,Q,Q,) des ganzen Dreiecks Q,Q,Q;, so daB 
jede in {(w,z) | (u, z)€U(Q,Q,) VU (Q,Q,); | ul, |v] <0o} holomorphe 
Funktion in 

{(w, z) | (wu, z) €U(Q,Q.Q5); | ul, |v] < } 


holomorph ist. 


Aus diesem Hilfssatz folgt unsere Behauptung leicht. Da P®.... P® in 
B liegen, existiert zu P® P® und P® P® je eine Umgebung U, so daB 
u(P® P®) und U(P® P®) in B enthalten ist. Dann ist jede in 7’, holo- 
morphe Funktion in 


{(w, z) | (wu, z) € U(PY PP) GU (POH P®); | ul, |v] < } 
holomorph und damit auf Grund unseres Hilfssatzes in 
{(w, 2) | (u, 2) €U(PO PO P®); | w], |v| < co} 


holomorph. U (P® P® P®)) ist zugleich auch eine Umgebung von U (P® P), 
Wir kénnen daher den SchluB fir P™ P® und P® P wiederholen usw., 
bis wir P® P™— P, P,, die Verbindungsstrecke von P, und P,, erreicht 
haben, womit dann unsere Behauptung bewiesen ist. Es verbleibt der Beweis 
des Hilfssatzes. 


Die Gerade durch Q, und Q, sei g,., die durch Q, Q, sei g,, und die durch 
Q2 Qs 8€i Jo3- Jy3 habe die Gleichung: 


%i3= {(u, x) |au+bx+e,=0}; (a,b,c, sind reell). 
Die Parallele zu g,, durch Q, sei ,,; und habe die Gleichung: 
%3= {(u, x) lau+ba2+ C,= 0}. 


(Die Gleichungen seien so normiert, daB a?+ b? = 1.) 
Dann ist: 


g(t) =a, {(u, z) |au+bxa+e,4+t (c,—¢,) = 0} 
eine Geradenschar, die fiir die t = 1 die Gerade 9,, und fir t = 0 die Gerade g,, 
liefert. s (t) bezeichne die Strecke auf g (t) zwischen den Schnittpunkten von 
g (t) mit g,. und g,,. Wir ersetzen jetzt: u/w und 2/z und erhalten: 

E (t) =a; {(w, z) |aw-+ bz + ¢,4+ t (e,— ¢,) = 0}. 
Diese E (t) sind eine Schar von analytischen Ebenen, die alle parallel und zu 


F =q, {(w, z) | bw — az = 0} 
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orthogonal sind. Die Schnittpunkte Z (t)-\F bilden eine Kurve in F. Die 
Punktmengen: 

G (t) =a, {(w, z) | (wu, x) € 8 (t); av + by = 0} 


sind Gebiete auf den £ (t). 


Fir jedes 0 < t,< 1 gilt nun: Falls alle in einer Umgebung U (Q, Q,) und 
U (Q,Q;) holomorphen Funktionen fiir t,< ¢ < 1 auf G (t) holomorph sind, so 
existiert ein 6 > 0, so daB sie auch noch fiir t,— 6 < t < 1 auf G (t) holomorph 
sind. Zunachst folgt unmittelbar aus unserem Kontinuititssatz, daB alle in 
U (Q, Q.) UU (Q,Q;) holomorphen Funktionen auf G (¢,) noch holomorph sind. 
Das bedeutet, daB die Punkte von G (¢,) innere Punkte der Holomorphiehiille 
von U(Q,Q.) VU (Q.Q,) sind. Greifen wir die Punkte {(w, z) | (u, x) € s (t); 
v = y = 0} heraus! Diese Punkte haben als innere Punkte der Holomorphie- 
hille einen Mindestabstand 6 > 0 vom Rande der Hiille. Nun sind nach einem 
Satze von CaRTAN-THULLEN"*) die Automorphismen eines Gebietes zugleich 
Automorphismen der Holomorphiehiille. Daraus folgt, daB alle Punkte 
{(w, z) | (uw, x) € s(t); v, y beliebig} ebenfalls mindestens den Abstand 6 vom 
Rande der Hiille haben. Und daraus folgt, daB die G (t) fiir t > t;— 6 noch 
in der Hiille liegen, also alle betrachteten Funktionen dort noch holomorph 
sind. (Man beachte bei dem letzten SchluB, daB wir die Geradengleichungen 
normiert hatten.) 


Es kann daher kein erstes t, geben, so daB alle in U (Q,Q,) UU (Q,Q;) 
holomorphen Funktionen fiir t;< ¢ < 1 auf G (t) holomorph sind, fiir t < t, aber 
nicht. (Fiir ¢ in der Nahe von 1 liegt s (t) in U(Q,Q.) UU (Q,Q,).) Also sind 
alle in U(Q,Q,) UU (Q,Q,) holomorphen Funktionen noch auf G (0) holo- 
morph. Mit Hilfe des Automorphismenschlusses erhalten wir wieder: Sie sind 
fiir 

{(w, z) | (u, x) in einer Umgebung von Q, Q,, v, y beliebig} 


holomorph. Ebenso fir alle s(t) mit 1=>é¢2=0, d.h. in einer Umgebung 
U (Q, Q2Qz), w.z. b. w. 

2. Beweis von H (7'3)CT x. 

Die Holomorphiehiille eines Gebietes ist das kleinste Gebiet, das das ge- 
gebene Gebiet enthalt und Holomorphiegebiet ist. Wir werden jetzt zeigen, 
daB Ty Holomorphiegebiet ist, daraus folgt dann H (7',)C7'z. 

Da B konvex ist, geht durch jeden Randpunkt eine Stiitzgerade. Damit 
geht durch jeden endlichen Randpunkt von 7'g eine analytische Stiitzebene. 
Durch die unendlich fernen Randpunkte von 7g geht die unendlich ferne 
Ebene als analytische Stiitzebene. Damit ist 7g aber Holomorphiegebiet. 
AuBerdem enthalt 7’ trivialerweise 7',. 

Aus 1.: H (7'g) 2 Tz und 2.: H (73) CT folgt H (T',3) = Tz, w.z.b.w. 

3.3. Der Hauptsatz 3.2 besagt, daB alle in einer Tube 7’, eindeutigen und 
holomorphen Funktionen in 7'g noch holomorph und eindeutig sind. Wir 
haben beim Beweis davon, daB die Funktionen in 7'g eindeutig sein sollen, 
gar keinen Gebrauch gemacht. Die Eindeutigkeit in 7g ist trivial, da Tz 


3) CarTaNn-THULLEN {1}. 
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einfach zusammenhiangend ist. Wir erhalten also: Jede in 7'g holomorphe 
Funktion ist in Ty noch holomorph und eindeutig. Daraus folgt insbesondere: 
Jede in einem Tubengebiet holomorphe Funktion ist dort auch eindeutig. 

3.4. Wir hatten bei der Definition der Tubengebiete nur schlichte Gebiete 
zugelassen. Natiirlich lieBen sich auch nichtschlichte Tubengebiete definieren. 
Nehmen wir z. B. als Basis in der u, x-Ebene einen doppeltiiberdeckten Kreis- 
ring. Man sieht jedoch leicht, daB die Holomorphiehiille schlicht ist, es ist die 
Tube, deren Basis die konvexe Hiille der Menge der Grundpunkte des doppelt- 
iiberdeckten Kreisringes ist. Wir haben hier ein Beispiel zu der bekannten 
Tatsache, daB es nichtschlichte Gebiete gibt, deren Holomorphiehiillen schlicht 
sind; oder anders ausgedriickt, Gebiete, zu denen keine Funktionen existieren, 
die in tiberlagerten Punkten verschiedene Funktionselemente aufweisen. 

3.5. Eine Abschwachung unseres Hauptsatzes ist der folgende Satz: Hine 
Tube ist dann und nur dann Holomorphiegebiet, wenn sie konvex ist. Davon 
ist der Teil: Wenn konvex, so Holomorphiegebiet, beinahe trivial. Interessant 
ist also, daB die Konvexitaét notwendig ist. Wir wollen jetzt noch einen ganz 
anderen Beweis (gleich fiir » Veranderliche) geben, der den Zusammenhang 
mit der Pseudokonvexitat und den plurisubharmonischen Funktionen"*) deut- 
lich werden 1aBt. 

Gegeben ein schlichtes Gebiet G. Dann bezeichnen wir den euklidischen 
Abstand des Punktes 4¢ G (wir setzen 4 =,, (z,...2,)) vom Rande von G 
mit dg (4,4). Dann ist es bekanntlich eine notwendige Bedingung dafiir, 
da&8 G Holomorphiegebiet ist, daB — log dg (4, §) eine plurisubharmonische 
Funktion ist!’). Das hei®Bt, es muB 


o ee ae 
pont OZ, Czy sitiihd 
positiv semidefinit sein'*) (iiberall dort, wo log dg (4, §) hinreichend differenzier- 
bar ist). Wir setzen: 
bB=arl%---2%n)3 %= B+ ty; 
Ear (% +--+ Fn); D =al¥i--- Yn)- 
Also 3 = x + ty. 
Ist nun @ ein Tubengebiet, so hingt der Abstand orp (j, 3) nur von f, 
aber nicht von » ab. Dann ist also: 
6 (—log dp (8) (—log dz, (4, 3)) 
Qzy, a2, * OL, Oxy 
Es ist dz,=dz,+ tdy,; dz,,= dz,— i dy,, dann ist 
a* (— log bp (4 §) a (— log b7_ (4,3) 
Py ®, = — ) dz,dz,= )' - ( =k : ) (dz, dx, + dy, dy,) 20 


bei beliebigem dz, . . . dz,. Bemerken wir noch, daB 57, (3, 3) = d,(r) ist, wo 








8) BREMERMANN [1], 8.54 und Lzetone [2]. Die plurisubharmonischen Funktionen 
werden von K. Oxa [2] und in BREMERMANN [1] ,,pseudokonvex“ genannt. 

1”) Vgl. BREMERMANN [2]. 

18) Diese Hermrresche Form definiert eine Metrik. Naheres, auch iiber den Zusammen- 
hang mit der Beramannschen Kernfunktion (BeremMann [1 u. 2] und der invarianten 
BercMannschen Metrik, siche BREMERMANN [2]. 
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6,(r) den euklidischen Randabstand des Punktes r vom Rande von B in 
dem reellen n-dimensionalen (2, ...2,)-Raum bezeichnet. Setzen wir alle 
dy,= 0 und lassen die dz,,...,dz,, beliebig, so erhalten wir also als notwen- 
dige Bedingung: 

n 93 ¢/ 

es - 06 Op mes dx dx,=0 __ fiir beliebige dz,,.. ., dz,. 

afin O Xp OL, — 

Diese Bedingung besagt aber, daB — log dz(r) eine konvexe Funktion ist. 
Und wie man sich leicht tiberzeugt, ist eine notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, daB ein Gebiet B konvex ist, daB die Funktion — log 4,(r) 
eine konvexe Funktion ist. Daraus folgt: B ist ein konvexes Gebiet, w.z.b.w. 

Dieser Beweis zeigt, wie die plurisubharmonischen Funktionen und pseudo- 
konvexen Gebiete, die die Theorie der Holomorphiegebiete beherrschen, im Falle 
der Tubengebiete, weil sie dort nicht vom Imagindrteil der Variablen abhéngen, 
zu konvexen Funktionen und Gebieten werden). 


4. Konstruktion der Holomorphiehiillen yon Halbtubengebieten im C?. 


4.1. Hin ,, Halbtubengebiet“ ist ein Gebiet Siiber dem C?, das folgende Gestalt hat: 
S = {(P, w)| (P, u) € B; — 0 <v< + o}, 
worin B ein beliebiges (3-dimensionales) Gebiet in einem (P, u)-Raum, dem 
kartesischen Produkt einer (konkreten) RieMannschen Fliche R (Variable P) 
mit der reellen u-Achse (der endlichen w-Ebene ), ist . 

B nennen wir wieder ,,Basis‘‘, mit ,,S,‘‘ bezeichnen wir die zur Basis B 
gehérige Halbtube. Den (P,u)-Raum {Rxu-Achse} nennen wir ,,Basis- 
raum‘‘. Offenbar sind alle Transformationen: 

W=wt+it; —wo<t<+o0 


~ 


P= Pp 
Automorphismen einer solchen Halbtube . 
4.2. Ein Halbtubengebiet , dessen Basis B die spezielle Gestalt 
B= {(P,u)| PeG; V,(P)<u<V,(P)} 
hat (G ein Gebiet auf einer (konkreten) Rremannschen Fliche) , sei Holomorphie- 
gebiet. Dann ist V,(P) in G subharmonisch und V,(P) superharmonisch*®). 


*) Vgl. Letone [3] und BremeRMANN [2]. 

2°) Subharmonische Funktionen werden iiblicherweise nur in schlichten Gebieten be- 
trachtet. Hier benétigen wir subharmonische Funktionen auch auf Rremannschen 
Flachen. Die Ausdehnung der Definition auf Rremannsche Flachen ist ohne weiteres 
mdglich, da die Eigenschaft einer Funktion, subharmonisch zu sein, eine lokale Eigenschaft 
ist, die invariant ist gegeniiber konformen Transformationen des Argumentbereiches. 
Wir definieren also: Eine reellwertige Funktion auf einer (abstrakten) Rremannschen 
Flache hei8t subharmonisch, wenn sie halbstetig nach oben ist, und wenn sie in der Um- 
gebung eines jeden Punktes in den lokalen Koordinaten subharmonisch ist. Geht man 
von einem lokalen Koordinatensystem zu einem anderen iiber, so ist der Ubergang nach 
Definition der Rremannschen Flache konform und die Subharmonizitat ist invariant 
gegeniiber konformen Transformationen. Wenn eine Funktion also in einem lokalen 
Koordinatensystem subharmonisch ist, so ist sie in allen lokalen Koordinatensystemen 
subharmonisch. —- Weitere Einzelheiten iiber subharmonische Funktionen auf RreMaNN- 
schen Flachen finden sich in BREMERMANN [1]. 
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Beweis: Es ist a): - 0 S$ V,(P)<+o und —w < V,(P)S +c, da 
alle u, die zu Punkten aus B gehéren, endlich sind. 


b) V,(P) ist nach oben, V,(P) nach unten halbstetig in G@. Das folgt 
allein daraus , daB B ein Gebiet ist. Denn wenn (Po, u,) zu B gehért, so auch 
noch eine volle Umgebung. Dann ist insbesondere V, (P) < uy< V,(P) in 
einer zweidimensionalen Umgebung von P,. Das ist aber die Halbstetigkeit! 


c) Wir beweisen die ,,Majorantenbedingung“ fiir V,(P)*"). Die Idee des 
Beweises ist die, daB wir aus der Annahme, V,(P) sei nicht subharmonisch, 
eine Verletzung des Kontinuitiatssatzes herleiten, dem jedes Holomorphie- 
gebiet (auch im Nichtschlichten) geniigen muB??). 

Nehmen wir an, V, (P) sei nicht subharmonisch in G. (V, (P) wire sub- 
harmonisch in G, falls V,(P) in jeder hinreichend kleinen Umgebung eines 
jeden Punktes aus G subharmonisch wire.) Dann gibt es also einen Punkt P, 
in G und beliebig kleine Umgebungen von P 5, in denen V, (P) nicht subhar- 
monisch ist. 

Trivialerweise ist tiberall in G: V,(P) < V,(P). Also gibt es ein e > 0, 
so daB V,(P 9) +2e= V,(P,). V,(P) ist nach b) halbstetig nach oben. 
Das heiBt, es gibt eine Umgebung U, von Py, so daB in U,: V, (P) < V, (Po) + «. 
Ebenso gibt es eine Umgebung U, von Po, in derV,(P) > V, (Py) — ¢ = V; (Po) + 
+e. Setzen wir U =,, U, U,, dann gehGren also alle Punkte 


{(P,u)| PEeu; V,(P)<u< V, (Po) + &} 
zu B. 

V, (P) ist nach Annahme in U nicht subharmonisch; da a) und b) erfiillt 
sind, muB die ,,Majorantenbedingung“ verletzt sein. Das heibt, es gibt in U 
eine Kreisscheibe KCCU und eine in K harmonische, in K + Rd K stetige 
Funktion h(P), die einerseits auf Rd K (Rand von K) gréBer oder gleich 
V, (P) ist, andererseits aber in mindestens einem Punkte aus XK kleiner als 
V, (P). 

V,(P) — A (P) nimmt in K also ein positives Maximum an, das sei in P,. 
Wir setzen: 

d = q; V,(P,) — h(P)). 
Dann ist also: h(P,)+d= V,(P,) 
h(P)+d2 V,(P) in ganz K 
und speziell: h(P)+d> V,(P) auf dem Rand von K. 


Daraus kénnen wir jetzt eine analytische Fliche konstruieren, die den 
Kontinuitatssatz verletzt. Wir bilden die zu A(P) konjugiert harmonische 
Funktion h*(P); dann ist h (P) + d + th*(P) in K holomorph und eindeutig. 
Damit bilden wir die analytische Flache F: 


F =4,{(P,w)|w=h(P)+d+ih*(P); PK}. 


2) Ravé [1], 8. 1. 
#2) BEHNKE-SOMMER [1]. 
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Sie geht durch den Randpunkt (P,,w,) von Sz (wobei wir w,=,, Ah (P;) + 
+ d+-th*(P,) gesetzt haben). 

Wir miissen jetzt noch ein Gebiet auf F finden, das (P,, w,) enthalt, dessen 
Rand aber ganz im Innern von Sz, liegt. Zu diesem Zweck wihlen wir ein 
e’> 0, so daB 

V,(P) < V,(Po) +e —& in K+ Rd K. 
Das ist méglich, weil K + Rd K abgeschlossen ist und in U liegt; und in UI ist, 
so war U gerade konstruiert, 
V,(P) < V,(Po) + €. 

Fir P, ist h(P,) +d = V,(P,), also h(P,)+d<V,(P.)+e-—e'. Wir 
kénnen nun die Menge der Punkte aus K bilden, wo h (P) + d < V,(P,) + 
+ e—e’ ist. Das ist ein Gebiet, weil A (P) stetig ist, und es ist nicht leer, 
denn es enthalt, wie wir gerade gesehen haben, P,. Wir bezeichnen dieses Ge- 
biet mit K’. 

Behauptung: Auf Rd K’ ist dann 4(P)+d>V,(P). In der Tat! Der 
Rand von K’ fallt entweder mit dem Rand von K zusammen, wo, wie wir 
oben festgestellt haben, h (P) + d > V,(P) ist; oder aber es sind die Punkte, 
wo h(P)+d=V,(P,) + €—e’ ist. Nun war in ganz K: V,(P) kleiner als 
V,(P,) + e — e’. Also ist in der Tat 

h(P)+d>V,(P) 
auf dem ganzen Rand von K’ und zugleich ist dort: 
h(P)+dsV,(P,) + €— &’, also < V,(P,) + «. 

Die Bildpunkte von P ¢ Rd K’ auf F sind daher innere Punkte von S,. 
(P,, w,) ist, wie wir schon festgestellt haben, Randpunkt von Sz. AuBerdem 
wird F durch analytische Flichen: 


Fy =a7 {(P, w) | w=h(P)+d+ 64+ th*(P); PEK} (6.0) 
approximiert, auf denen die Bildgebiete von K’ einschlieBlich Rand (fiir 
6,< e’) ganz in Sz liegen. 

Damit ist aber der Kontinuititssatz in der Fassung von BEHNKE-Som- 
MER”) verletzt, dem jedes Holomorphiegebiet geniigen muB. Die Annahme, 
V,(P) sei nicht subharmonisch, ist also falsch. —- Ganz analog verlauft der 
Beweis, daB V,(P) superharmonisch ist. 

4.3. Ein Halbtubengebiet Sp, mit einer Basis B der Gestalt 

B= {(P,u)| P€G; V,(P)<u<V,(P)} 


(G eine endliche RremMannsche Flaiche ohne Verzweigungspunkte im Innern) 
ist dann ein Holomorphiegebiet, wenn V,(P) in G sub- und V,(P) in @ super- 
harmonisch ist. 

Dieser Satz ist die Umkehrung von 4.2. Wir fiithren den Beweis hier nicht 
durch. Der Beweis erfordert schon in dem Falle, wo G schlicht ist, umfangreiche 
Mittel, und in dem Falle, wo G eine Rremannsche Fliche ist, ist der Aufwand 
tiefliegender Mittel noch erheblich gréBer. Der Beweis ist durchgefiihrt in 


BREMERMANN [1] (vgl. dazu auch BREMERMANN [3].) 
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4.4.3) Eine Halbtubengebiet Sp mit einer Basis der Gestalt: 
B= {(P,u)| P¢€G; U,(P)<u< U,(P)} 
(G eine endliche Riemannsche Fliche ohne Verzweigungspunkte im Innern) 
hat als Holomorphiehiille diejenige Halbtube Sy, deren Basis B die ,,sub-super- 
harmonische Hiille‘‘ von B ist. 

,.B ist die sub-superharmonische Hiille von B“ heiBt dabei: B hat die 

Gestalt : 
B = {(P,u)| Pe G; V,(P)<u<V,(P)}, 
und V,(P) ist die gréBte subharmonische Minorante von U,(P) und V,(P) 
ist die kleinste superharmonische Majorante von U,(P). 

Wir beweisen in dieser Arbeit ausfiihrlich nur Sy ¢H (Sz). Sp= H (Sz) 
folgt aus der letzten Ungleichung und der weiteren Ungleichung Sg2 H (Sx). 
Diese Ungleichung folgt sofort, wenn Sz Holomorphiegebiet ist, denn Sz ent- 
halt S, trivialerweise. DaB Sy Holomorphiegebiet ist, folgt aus 4.3, und damit 
gilt das dort tiber den Beweis Gesagte. Vom Standpunkt der Konstruktion 
der Holomorphiehiillen ist der wesentliche Teil dieses Satzes jedoch, daB die 
Holomorphiehiille H (S,) mindestens so groB wie Sy ist. 

Beweis von SyoOH (Sz). Spe sei die gréBte Halbtube mit einer Basis 
der Gestalt: 

Bt = {(P,u)| Pe G; W,(P)<u<W,(P)}, 
die in der Holomorphiehiille H (Sg) von Sz enthalten ist, also 
Spo SpeCH (Sp). 

Die Existenz von Spe ist trivial. Angenommen, Sg. sei nicht mit H (Sz) 
identisch; dann gibt es auf dem Rande von Sg. innere Punkte der Hiille. 
(Py, Wo) sei ein solcher Punkt. Dann hat (P,, w,) einen Abstand 6 > 0 vom 
Rand von H (Sg). Nun sind die Automorphismen eines Gebietes zugleich 
Automorphismen der Holomorphiehiille™). Also haben alle Punkte (Po, w) 
mit u (Realteil von w) = wu, ebenfalls einen Abstand = 6 vom Rande von H (Sz). 
Dann léBt sich aber Sz. noch etwas vergréBern und ist immer noch in H (Sz) 
enthalten. Sx. sollte aber schon maximal sein. Es ist also Spy.= H (Sp). 
Die Holomorphiehiille ist Holomorphiegebiet, nach 4.2 sind W,(P) und W,(P) 
dann sub- bzw. superharmonisch. Es ist also: 

W,(P) s V,(P) und W,(P) = V,(P) 
auf Grund der Definition von V,(P) und V,(P). Damit ist also Bc B*. 
Folglich: Sy ¢Sge= H (Sz), also: Sy CH (Sg), w.z.b. w. 

4.5. Wir werden jetzt die Holomorphiehiillen von beliebigen Halbtuben- 
gebieten bestimmen. (Die Gebiete diirfen allerdings keine Verzweigungs- 
punkte im Innern enthalten.) 

Wir zeigen, wie wir jede in einer beliebigen Halbtube holomorphe Funktion 
zunachst in eine Halbtube einer solchen Gestalt fortsetzen kénnen, deren Holo- 
morphiehiille nach 4.4 bekannt ist. Wenn nun aber alle in einem Gebiet holo- 

*%) Fiir schlichte Gebiete mit hinreichend glatter Berandung wurde ein ahnlicher Satz 


bereits von K. Srern bewiesen: Stern [1]. ,,Hilfssatz“, S. 562. 
*) CanTAN-THULLEN [1]. 
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morphen und eindeutigen Funktionen in einem umfassenden Gebiet noch 
holomorph und eindeutig sind, so sind die Holomorphiehiillen der beiden Gebiete 
trivialerweise identisch. Wir haben unsere Aufgabe also gelést, wenn die eben 
skizzierte Fortsetzung geleistet ist. 

Zuvor einige geometrische Uberlegungen. 

B sei ein (3-dimensionales) Gebiet im Basisraum, das keine Verzweigungs- 
punkte als innere Punkte enthalt; d.h., daB es zu jedem (Po, u,) € B in der 
den Basisraum definierenden Rremannschen Fliche R eine (in bezug auf die 
z-Ebene, der R iiberlagert ist), schlichte Umgebung U von P, gibt. 

Daher gibt es zu jedem (P,, u,) € B genau eine Umgebung U,(Po, u,), die 
folgende Eigenschaften hat: 1. 2, ist eine schlichte Kreisscheibe, 2. alle Punkte 
(P, ug) mit P € Uy( Po, uy) gehéren zu B, 3. U, kann nicht ohne Aufgabe von 1. 
oder 2. vergréBert werden. 

Betrachten wir jetzt folgende Punktmenge D: 

D =4,{(P, u) | P € Ug(Po, uo); (P, u) € B}. 
D braucht nicht zusammenhingend zu sein®). Jedenfalls aber ist (P,, u,) 
in D enthalten. Die Menge der Punkte, die in D mit (Po, u)) verbindbar sind, 
bildet diejenige Komponente von D, die (P 5, u,) enthalt; wir wollen sie mit 
K (B; Po, ug) bezeichnen. (Die Bezeichnung bringt zum Ausdruck, daB K nur 
von B und (Po, u,) abhangig ist.) 

Die nun folgende Definition ist fiir das weitere von grundlegender Wichtig- 
keit. Wir sagen: ,,B ist Normalgebiet im kleinen in bezug auf die u-Achse“ 
(kiirzer auch nur ,,Normalgebiet im kleinen“ oder ,,lokales Normalgebiet*‘), 
falls fiir jedes (Py, uy) < B: K(B; Py, u.) Normalgebiet in bezug auf die u- 
Achse ist, d. h., daB jede Parallele zur w-Achse: P = const, die K (B; Po, ug) 
schneidet, K in einem einzigen zusammenhangenden Stiick schneidet**). 

4.6. Ein Gebiet B, das Normalgebiet im kleinen ist, laBt sich darstellen: 

B= {(P,u)| P€G, U,(P) <u < U,(P)}. 
Dabei ist G eine Rremannsche Fliche®”) ohne Verzweigungspunkte im Innern 
und U,(P), U,(P) sind in G eindeutige Funktionen. 

Beweis: Jede Komponente K (B; P,, uo) ist nach Voraussetzung Normal- 
gebiet in bezug auf die u-Achse. Das heiBt, jede Gerade, die K schneidet (und 


|“? 


. B ist, anschaulich gesehen, eine ,,Spiralfeder“ oder ,,Wendeltreppe“. Nehmen 


. 1 
*) Beispiel: R: die z-Ebene; z=re'?; B=y l(e u)|1l<j|2| <2; p— 3 <% < 


7 7 


~~ 


l 
wir z>= 1,5; uy= 0. Dann ist Uy(Zo, vu») = {(2) z—1,5| <->}, und D besteht aus un- 


endlich vielen miteinander punktfremden zusammenhangenden Komponenten, die jeweils 
genau einen der Punkte z,=— 1,5; u= 2na,n=0, +1,—1, +2, ... enthalten. 

2*) Jedes Normalgebiet im groBen ist natiirlich auch Normalgebiet im kleinen, aber 
das Umgekehrte braucht nicht der Fall zu sein. So ist das Gebiet B des vorangehenden 
Beispiels zwar Normalgebiet im kleinen, nicht aber im groBen. Das kleinste Normal- 
gebiet im groBen, das dieses B umfaBt, ist: {(z, uw) |l < | z| < 2,— co <u < + oo}. 

27) @ braucht nicht mit R identisch zu sein, sondern ist im allgemeinen eine Uber- 
lagerungsflache von R. So ist in unserem Beispiel [FuBnote *)] R die schlichte z-Ebene, 
G aber die Rremannsche Flache von log z. 
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das sind genau die Geraden P = const mit P € U,(Po, u,)), schneidet K in 
einem einzigen zusammenhiangenden Stiick. Wir kénnen daher die oberen 
und unteren Randpunkte dieser Schnittstiicke je zu einer Funktion zusammen- 
fassen und K darstellen: 


K = {(P, u) | P€ Ug(Po, u), U,(P) < u < U,(P)}. 


U,(Po, Uo) ist schlicht, wir kénnen deswegen statt U, die eineindeutig zuge- 
ordnete Grundpunktmenge U, nehmen und schreiben: 

K = {(z, u) | 2z€ Uy (Po, U9), (z) < u < U,(z)}. 
Haben zwei solcher Cntsinieientin K (B; P,, uy) und K (B; P,, us) einen nicht- 
leeren Durchschnitt, so stimmen U{! (z) und U® (z); UP (z) und UY (z) 
offenbar im Durchschnitt U,(P,, u,) \ Uy(P2, ue) iteiedaiie iiberein. 

Die Funktionselemente 0, (2) und U. 2(z) verhalten sich also wie die holo- 
morphen Funktionselemente einer analytischen Funktion. Die Mannigfaltig- 
keit der reguliren Funktionselemente einer analytischen Funktion definiert 
aber eine Rremannsche Flaiche ohne Verzweigungspunkte im Innern. Wir 
kénnen daher alle Funktionselemente U,(z) und U,(z) je zu einer Funktion 
auf der durch sie definierten RreMannschen Fliche G zusammenfassen und 
erhalten die behauptete Darstellung von B. 


4.7. Zu jedem Gebiet B im Basisraum (das keine Verzweigungspunkte im 
Innern enthdlt), gibt es eindeutig ein kleinstes umfassendes Gebiet B*, das Normal- 
gebiet im kleinen ist. 


Man kénnte sagen ,,B* ist die lokal normale Hiille von BY“. Unser Satz 
steht in Analogie zu der bekannten Tatsache, daB jedes Gebiet eine konvexe 
Hiille besitzt, d. h. es gibt zu jedem Gebiet eindeutig ein kleinstes umfassendes 
konvexes Gebiet. Ebenso gibt es zu jedem schlichten Gebiet im schlichten 
(z, u)-Raum eindeutig ein kleinstes umfassendes, das (im groBen!) Normal- 
gebiet in bezug auf die u-Achse ist. 


Das letzte nutzen wir jetzt aus. Zu jedem K (B; Py, u.) von B bilden wir 
das kleinste umfassende Normalgebiet (im groBen!, in bezug auf die u-Achse) 
und bezeichnen es mit K (B; Po, Up). Wir vergréBern jetzt B, indem wir fir 
alle (Po, U9) aus B: K (B; Po, Uo) anstelle von K (B; Py, u) setzen. Dabei 
ist zu beachten, daB zwei solcher K, die zu B hinzugenommen werden, K (B; 
P,, u,) und K (B; Pz, ug), nur dann einen nichtleeren Durchschnitt haben 
sollen, wenn K (B; P,, u,) und K (B; P,, u,) einen nichtleeren Durchschnitt 
haben. Andernfalls sind die Punkte, die den Durchschnitt K (B; P,, 14) 
K (B; P,,u,) bilden wiirden, als verschiedene iiberlagerte Punkte aufzu- 
fassen. (Das hat speziell zur Folge, daB es vorkommen kann, daB man, aus- 
gehend von einem schlichten Gebiet B, zu nicht mehr schlichten Gebieten 
gelangt. In 4.8 werden wir zeigen, daB das hier geometrisch eingefiihrte Ver- 
fahren der VergréBerung von B genau der Bildung der Holomorphiehiille 
von Sz entspricht. Man sieht hier, wie nichtschlichte Holomorphiehiillen 
schlichter Gebiete zustande kommen. [vgl. 4.10, Beispiel 4].) 

Mathematische Annalen. 127. 28 
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Das so aus B entstehende Gebiet sei B,. Falls B, noch nicht lokales Normal- 
gebiet ist, wiederholen wir das Verfahren fiir B, und erhalten B,. Das ist 
méglich, weil wir bei der Bildung von B, keine Verzweigungspunkte hinein- 
bekommen haben. (Effektiv kénnen wir uns bei der Bildung von B, auf die 
zu B hinzugekommenen Punkte, also die Punkte B,— B beschrinken.) Ist 
nun B, noch nicht Normalgebiet im kleinen, so bilden wir analog B, usw. 
B,...B,;... Entweder bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten 
ab, oder aber die B; konvergieren wegen der Monotonie: B, ¢ B,,, gegen ein 
Grenzgebiet, das wir mit B* bezeichnen. 

Behauptung: B* ist das kleinste lokale Normalgebiet, das B umfaBt. 

Dazu ist dreierlei zu zeigen: 

1. B* ist eindeutig bestimmt. (Das folgt unmittelbar aus der Konstruk- 
tion.) 

2. B* ist Normalgebiet im kleinen. (Folgt ebenfalls aus der Konstruktion.) 

3. B* ist in jedem lokalen Normalgebiet N, das B umfaBt, enthalten. 

Ist B selber schon Normalgebiet, so ist B*= B und 3) ist trivial. Ist 
B + B*, so kommen bei der Bildung von B, nur solche Punkte hinzu, die 
jedes Normalgebiet, das B umfaBt, unbedingt auch enthalten muB. Also 
B,oN; ebenso B,¢ N und allgemein B;¢ N und daher schlieBlich auch 
im Limes: 

lim B,;= B*cN. 


j-+ a 


48. Hauptsatz: Sp, sei eine beliebige Halbtube. (B mége jedoch keine 
Verzweigungspunkte als innere Punkte enthalten.) Dann ist die Holomorphie- 
hiille von Sp diejenige Halbtube Sy, deren Basis B man in folgenden zwei 
Schritten aus B erhilt: 

1. Bildung des kleinsten B umfassenden lokalen Normalgebietes B* (s. 4.7); 

2. Bildung der sub-superharmonischen Hiille B von B* (s. 4.4). 

Insbesondere sind damit die Holomorphiehiiilen von allen schlichten Halib- 
tuben bestimmt. 


Beweis: Zu beweisen bleibt nur, daB jede in Sz eindeutige und holomorphe 
Funktion in Sg- noch holomorph und eindeutig ist. Denn dann sind die 
Holomorphiehiillen von Sz und Sg-.: H (Sg) und H (Sze) identisch. B* ist 
als lokales Normalgebiet in der Form: {(P,u)| P¢G, U,(P) <u < U,(P)} 
darstellbar, (wie in 4.6 bewiesen), und die Holomorphiehiille von solchen Ge- 
bieten ist die sub-superharmonische Hiille (wie in 4.4 bewiesen). Wir haben 
dann also: H (S,) = H (Sg) = Sg, w.z.b.w. 

Zeigen wir also, daB jede in Sz, eindeutige und holomorphe Funktion in 
Se noch holomorph und eindeutig ist. Zu diesem Zwecke werden wir be- 
weisen, daB jede in Sx (By; Pos tte)? (j = 0,1,2...; By=,4, B) holomorphe und 
eindeutige Funktion noch in Sz (g,; p, y,) holomorph ist. (Dann ist sie in Sx 


auch eindeutig, da K und damit auch Sz einfach zusammenhingend ist.) 
Dann ist also jede in der Vereinigung aller Sz — und das ist Sz, — eindeutige 


und holomorphe Funktion noch in der Vereinigung aller Sz — und das ist 
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ie, = holomorph und eindeutig. Jede in Sg = Sp holomorphe und ein- 


deutige Funktion ist damit fir alle 7 in Sp, holomorph und eindeutig, und damit 
auch in Sze. 


RB ist die ,,Normale Hiille“ von K. K besteht genau aus den Punkten von K 
und dazu aus den ,,Zwischenpunkten“ zwischen zwei beliebigen Punkten aus K, 
die auf einer Parallelen zur u-Achse liegen. Haben wir nun zwei Punkte (P,, u,) 
und (P,, u,) aus K (die auf einer Parallelen zur u-Achse liegen), so ist dann 
also P,= P,, und die ,,Zwischenpunkte“ sind die Punkte: P = P,,u,.S us wy 
(bzw. u,S US Us, falls u,< u,). Da nun K nach Definition (vgl. 4.5) speziell 
alle (P, u) mit P € U,(P 5, uw») enthalt, kann man die Zwischenpunkte immer 
zusammensetzen aus: {(P,u)| P= P,; ususu,} und {(P,u)| P= P,; 
Uys US 4U,}. (Falls u.< uy< u,, sonst entsprechend.) 


Unser Satz ist also bewiesen, wenn wir gezeigt haben: Jede in Sx holo- 
morphe und eindeutige Funktion ist noch holomorph in allen Punkten: 

{(P,w)|—-w<v<+o; P=P,\;u,susu} (bzw. we ua u,)}, 
wo (P,, u,) ein beliebiger Punkt aus K ist. 

Zum Beweis verbinden wir (P,, u)) mit (P,, u,) durch eine Kurve C 
={(P,u)| P = P(t), wu =u (t)}, die ganz in K verliuft. (K ist ein Gebiet, das ist 
also méglich.) Fiir t= 1 sei P(1) = P, und u(l) =u, und fiir t=0 sei 
P (0) = P, und u (0) = u,. Nehmen wir fiir das folgende jetzt an, daB uy< u,, 


fiir u,< uy verlauft der Beweis ganz genau so. Wir definieren jetzt eine Schar 
von Geradenstiicken: 


8 (t) =4,{(P, u)| P= P(t); u< u < u(t} 


(Wir kénnen, da K nach Definition (vgl. 4.5) speziell alle (P, wu.) mit P € U, 
(Po, Up) enthalt, im Falle u»< uw, die Kurve C immer so wahlen, daB u,= u (t)). 


Dieser Schar von Geradenstiicken s (¢) entspricht im vollen 4-dimensio- 
nalen Raum eine Schar von parallelen analytischen Ebenen bzw. von Gebieten 
auf analytischen Ebenen: 


G (t) = {((P, w)| P= P(t); w<u<u(t); -w<v< +0}, 


Die Ebenen stehen alle auf {(P, w)| w= u,} senkrecht, die Schnittpunkte 
bilden die Kurve: {(P,w)| P = P(t); w= u,}. Fiir ¢ nahe genug bei Null 
liegen die Gebiete G (t) samt einer Umgebung ganz in Sz (weil (P,, u») innerer 
Punkt von K ist.) 


Sind nun alle in Sx holomorphen und eindeutigen Funktionen fir t > t, 
auf G (t) holomorph, so auch fiir t = t, auf Grund unseres Kontinuitatssatzes 2.2. 
Alle Punkte von G (t,) sind damit innere Punkte der Holomorphiehiille von 
Sx. Da nun die Automorphismen von Sx zugleich Automorphismen der 
Holomorphiehiille von Sg sind, haben alle Punkte von G (f,) einen gemein- 
samen Randabstand 6 > 0 vom Rande der Holomorphiehiille von Sg. Wir 
brauchen nimlich nur die Punkte 


{(P, w)| P = P (ty); tp< wu < u (ty); v = 0} 
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herauszugreifen. Das sind dann also innere Punkte der Hiille und ihre Menge 
ist beschrinkt. Sie haben daher einen Randabstand 6 > 0 vom Rande der 
Hille. Wenden wir jetzt die Automorphismen an, so folgt: Alle Punkte 
{(P, w)| P = P (ty); u< u< u(t); —wo <v< +0} 

— und das ist gerade G (t,) — haben einen Mindestrandabstand 6. Ohne 
diesen Schlu8 mit den Automorphismen kénnten die Randabstainde mit 
v + co gegen Null gehen. 

Es sind daher alle in Sg holomorphen und eindeutigen Funktionen fiir 
t,— 6 < t auf den G (t) noch holomorph, und zwar gilt das fiir jedes t,. Damit 
kann es kein erstes ¢, geben, so daB alle in Sx eindeutigen und holomorphen 
Funktionen zwar fiir t > ¢, auf G (t) holomorph sind, fiir ¢ < t jedoch nicht. 
Sie sind also auch noch fiir ¢ = 0 auf G (t), d. h. auf @ (0), holomorph, d. h. 
in allen Punkten: 

{(P,w)| P = Py; tg< u <u; — «0 <0 < + o0},”7 w.z.b.w. 

4.9. Holomorphiehillen und Anschauung. — Jedes Gebiet im 
3-dimensionalen euklidischen Raum |a8t sich als Basis B einer Halbtube S , 
auffassen, und zu jedem B kénnen wir die Basis B der Holomorphiehiille Sy 
bilden. Natiirlich ist das Ergebnis noch davon abhingig, welche Richtung 
man zur u-Achse macht. Es bleibe der Phantasie des Lesers iiberlassen, 
irgendwelche Gegenstinde als Basis einer Halbtube aufzufassen und B zu 
bestimmen. 

Das Verfahren der Bildung von B* und B la48t sich anschaulich gut deuten. 
Bei nicht zu kompliziertem B ist es nicht schwer, B* und B exakt oder gut 
angendhert zu bestimmen. Zur Zerlegung von B in die K (B; Po, u,) braucht 
man nur dann tiberzugehen, wenn B* nicht mehr schlicht ist. Sonst erhalten 
wir B* schon allein aus unserem Kontinuititssatz 2.2. Mit einer stetigen und 
kontinuierlichen Schar von (u-Achsenparallelen) Geradenstiicken aus B nimmt 
man alle Punkte eines Grenzgeradenstiickes samt einer Umgebung hinzu, 
solange auf dem Grenzgeradenstiick’beide Endpunkte noch in B liegen. Auf 
diese Weise kann man insbesondere alle in B eingeschlossenen Komponenten 
der Komplementiarmenge von B (,,Lécher“) ,,fortschieben“. 

Der zweite Schritt der Hiillenbildung B aus B* bedeutet folgendes: Ge- 
geben sei in B* eine geschlossene Kurve C = {(z, u) | z=z (t), w= wu (t)}, deren 
Projektion C’= {(z, u) | z =z (t); u = 0} in G eine einfach geschlossene Kurve 
bildet, deren Inneres ganz zu G gehért. Lést man die Randwertaufgabe fir 
die Randwerte wu (t) lings z (t), so erhalt man eine harmonische Funktion h (z). 
Alle Punkte der Fliche: {(z, u) | u = A(z); z aus dem Innern von C’} nimmt 
man samt einer Umgebung zu B* hinzu und setzt dieses Verfahren fort, bis 
man keine neuen Punkte mehr hinzubekommt. 


4.10. Beispiele: 1. B sei ein Torus mit der Symmetrieachse parallel zur 
u-Achse. B liegt bereits in der Form: B = {(z, u) | z€G; U,(z) < u < U,(z)} 
vor. Also B = B*. Es bleibt daher nur zu untersuchen, ob U,(z) und U,(z) 
schon sub- und superharmonisch sind. Der Torus habe etwa die Darstellung: 


{(z, u) | (0 — R)®+ w®< r*}, (z = oe”), und es sei R > 2r(!). 
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Dann ist: U,(z) = + jr- (o — R)* und U,(z) = — V r? — (o — R)*. 
Pope er i ae oe ee 
4“ in Polarkoordina nist: pa + pate ag 


ee 

— g@)* —_ 

Also: 4 U,= — o - On 4 a < 0. 

Die Funktion U,(z) ist damit (in ihrem Definitionsbereich) superharmonisch. 
Ganz analog folgt, daB U,(z) subharmonisch ist. Es ist also in diesem Fall: 
B= B*= B. (Fir R=r und R nahe bei r ist U,(z) nicht mehr im ganzen 
Definitionsgebiet subharn.onisch, auf jeden Fall aber fiir R > 2 r.) 

2. B sei wiederum ein Torus, jetzt aber mit der Symmetrieachse parallel 
zur z-Ebene. Dann liefert der Kontinuititssatz: B* ist die konvexe Hiille 
von B. Liegt nun die Symmetrieachse in der Ebene u = uo, so wird fiir u < uy 
der Rand von B* durch eine konvexe Funktion U,(z) beschrieben. Jede 
konvexe Funktion (von z) ist subharmonisch. Analog ist die Funktion U,(z) 
(fiir « > wy) superharmonisch. Also B*= B. 

Die Beispiele 1 und 2 zeigen die Abhangigkeit der Hiille von der Lage des 
Ausgangsgebietes zur u-Achse. 

3. B=,,{(P, u)| P€G; V,(P) < u<V,(P)}; G die Rremannsche Fliche 


1 1 
von log z fiir 1 <|z| <2; V,(P)=a,arez— 5 ; V,(P) =gsarcz +5. 


Der Kontinuitatssatz liefert nichts hinzu: B*= B. V,(P) und V,(P) sind 
beide harmonische Funktionen. Daher: B = B*= B. 

Dieses Beispiel zeigt noch einmal, daB B schlicht sein kann, ohne daB die 
Projektion G schlicht zu sein braucht. Wir kénnen das Beispiel 3) natiirlich 


leicht so abiindern, daB auch B (bei derselben Projektion G wie oben) nicht 
mehr schlicht ist, wenn wir etwa U,(P) = are z — . a; V,(P) = arez + - % 
setzen. 


4. Betrachten wir das Gebiet: {(2, u)|1l<|2|<2; 1<|/y|<2; |ul< 


< - . Aus diesem Gebiet nehmen wir die Schnittpunkte mit der Flache 


F =,, {(z, u) | jul = x; 0< x; 0 < y} heraus. Der Rest sei B. Das Gebiet B 
ist schlicht und einfach zusammenhangend. Dort, wo die Flache F heraus- 
genommen ist, greifen ,,die beiden Enden“ von B wie ,,Keil und Kerbe“ in- 
einander; und an dieser Stelle gibt es bei der Bildung von B* iiberlagerte 


Punkte. Der zweite Schritt liefert nichts mehr hinzu, B* = B. 


Dies ist ein Beispiel eines schlichten Gebietes, das eine nichtschlichte 
Holomorphiehiille besitzt. 

4.11. Wir kénnen den Tubenbegriff von 4.1 leicht noch etwas erweitern, 
indem wir als B nicht nur Gebiete, sondern beliebige Punktmengen im Basis- 
raum zulassen. 

Es ist leicht einzusehen, daB unser Hauptsatz 4.8 auch fiir solche erwei- 
terten Halbtuben seine Giiltigkeit behalt. 

Unter diesen erweiterten Halbtubenbegriff fallen speziell auch solche Halb- 
tuben, deren Basis eine niederdimensionale Mannigfaltigkeit im Basisraum ist. 
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1. B sei z. B. eine Kurve C im Basisraum. (Im vollen vierdimensionalen 
Raum ist das also eine zweidimensionale Flache.) Dann ist die Basis B der 
Holomorphiehille von B = C im allgemeinen mit C identisch, kann aber auch 
von einer Dimension héher sein. Zum Beispiel hat der Kreis: u*+ 2? = r? als 
Holomorphiehiille die volle Kreisscheibe: u?+ 2z*< 1°. 


2. B sei eine 2-dimensionale Fliche F im Basisraum. (Dem entspricht im 
vollen R, eine 3-dimensionale Hyperflaiche.) Dann ist die Basis B der Regu- 
laritatshille im allgemeinen ein volles 3-dimensionales Gebiet. (Die subsuper- 
harmonische Hiille von B*.) Nur wenn F durch eine harmonische Funktion 
h(P) geliefert wird: F = {(P,u)| P€G; wu=h(P)}, (oder wenn jede Tan- 
gente an F zur u-Achse parallel ist) ist B = F. 


Diese Resultate iiber die Holomorphiehiillen von niederdimensionalen 
Halbtuben enthalten speziell die Resultate von K. Stern **) 
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Uber eine notwendige und hinreichende Bedingung 
der gleichgradigen Stetigkeit von Funktionenmengen. 


Von 
K. N. Besnert-Smirnov in Kéln. 


1. Vorbemerkungen. Eine in einem Gebiet GC R"(R — die Menge aller 
reellen Zahlen) definierte Menge Z von (reellen) Funktionen u(x), 2 = (2, . . ., 
z,) € G, heiBt gleichgradig stetig im Gebiet G, wenn folgendes gilt: zu jedem 
vorgegebenen e > 0 gibt es ein 6 > 0 derart, daB fiir jede Funktion u(x) aus E 
und fiir jedes Punktepaar p = (p,,..., Pn), = (G%>---» Gn) aus G, das der 
Bedingung 


o (p,q) = + V (di— Pr)? + +++ + Gn— Pa)®< 5 
geniigt, die Ungleichung 


(1) |u(q) — u(p)| <e 
erfillt ist. Die Menge E heiBt gleichgradig stetig in einem Punkt p, wenn in 
der Ungleichung (1) p fest und q = (p,+ A2,,..., P,+ Ax,) verinderlich ist. 


Ist eine Funktionenmenge Z in einem Gebiet G gleichgradig stetig, so ist 
sie in jedem Teilgebiet und in jedem einzelnen Punkt von G gleichgradig 
stetig. Ist HZ in irgendeinem Punkt des Gebietes nicht gleichgradig stetig, 
so ist sie in keinem Teilgebiet, das den Punkt enthilt, gleichgradig stetig. 

Hinreichende Bedingungen der gleichgradigen Stetigkeit von Funktionen- 
mengen spielen in der math. Physik bei Existenzbeweisen fiir die Lésungen 
von Randwertaufgaben eine wesentliche Rolle. R.Courant, K. FRiep- 
ricHs u. H. Levy") haben gezeigt: 

Eine in einem Gebiet GC R" definierte Funktionenmenge £ ist gleich- 
gradig stetig in G, wenn 

(A) jede Funktion u(x) = u(z,,...,z,) aus EH siamtliche partielle Ab- 
leitungen l-er, 2-er, . . ., n-ter Ordnung besitzt; 

(B) das Quadrat jeder der in (A) erwihnten Ableitungen ee 
i,,.. +) t= 1,..., ”, in G@ integrierbar ist und die Bedingung 

| (; —_ )de < A, dx =dz,...dz,, A = const, 
O%i, - + - Oxi, 
erfillt. Diese Bedingungen sind bei groBer Argumentenzahl n unbequem, 
weil sie dann die Existenz von zu vielen Ableitungen verlangen. 

S. L. Sopotev?) hat fiir Gebiete, deren Rand nicht allzu kompliziert ist, 
die Anzahl der erforderlichen Ableitungen wesentlich herabsetzen kénnen. 
Er hat gezeigt: 


1) Math. Ann. 100, 32—74 (1928). 
2) C.R. (Doklady) Académie des Sciences USSR, B. (X)I, 8.270 u. B. (XII) II, 
S. 107, 1936. 








Uber die gleichgradige Stetigkeit von Funktionenmengen. 


Eine in einem Gebiet GC R" definierte Funktionenmenge Z£, ist in G gleich- 
gradig stetig, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

(A,) jede Funktion aus £, besitzt simtliche partielle Ableitungen 1-er, 
eye [3 + l-er Ordnung ( >| — die gréBte ganze Zahl < 3) 

(B,) wie (B) und 

(C,) ein jeder Randpunkt des Gebietes G ist aus dem Innern des Gebietes 
mit der Spitze eines frei beweglichen, festen, runden, geniigend kleinen n-di- 
mensionalen Kegels K, mit geraden Mantellinien zu erreichen. 

KonDRASCHOV*) hat das Ergebnis Sopo.evs folgenderweise verallgemeinert: 

Eine in einem Gebiet GC R" definierte Funktionenmenge Z£, ist in G gleich- 
gradig stetig, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

(A,) bei einer vorgegebenen ganzen Zahl p, 2 < p < n, besitzt jede Funktion 





u(2,,..., %,) aus EH, simtliche partielle Ableitungen 1-er, 2-er, .. ., |; + l-er 
Ordnung ; 
: : ° , ule) 
(B,) die p-te Potenz jeder der in (A,) erwaihnten Ableitungen bz ba,, ist 
Dai, «+ « Okiy 


in G integrierbar und erfiillt folgende Ungleichung: 
" Ok ula Pp 
| Ox; -_ dx = A; 
F 1 k 
(C,) wie (C,). 
Man kann also die Anzahl der Ableitungen in (A,) und die unter dem 
Ok u(x) 
Oxi, os » Oxi, 
wissen Grenzen variieren. A. KHINTCHINE ging einen Schritt weiter und schlug 
vor, die Potenzfunktion |x|? in der Ungleichung von (B,) durch eine bei allen 
reellen x definierte und bei |z|~co geniigend schnell wachsende konvexe 
Funktion F(x) zu ersetzen. Es ist klar, da8 durch ein starkes Wachstum der 
konvexen Funktion F(z) bei |z|—oo in erster Linie ,,unangenehme“ Funk- 
tionen u(x) der Menge betroffen werden, d. h. Funktionen, deren Ableitungen 
nicht gleichmaBig beschrinkt sind. Man kénnte dann das Wachstum von F(z) 
bei |z| > co durch eine solche Bedingung nach unten einschrinken, die gerade 
noch stark genug ist, um simtliche Funktionen u(x), die die gleichgradige 
Stetigkeit der Funktionenmenge gefaihrden, aus der Menge auszuschlieBen. 


Integralzeichen in (B,) stehende Potenzfunktion |2|?, 2 = , in ge- 


Auf diese Weise kommt man zu einer Aufgabe, die im naichsten Abschnitt 
formuliert ist. 


2. Formulierung der Aufgabe. Sind n in G definierte Funktionen u, (2), . . ., 
u,(x#) gegeben, so kann man bekanntlich auf folgende Weise nachpriifen, ob 
sie partielle Ableitungen erster Ordnung einer und derselben in @ definierten 
Funktion sind bzw. sein kénnen oder nicht: 

Hinreichendes Kriterium. Sind u,(x) differenzierbar und die Relation 

o 


u;, (x) = — u,, (x) fiir ein jedes Indexpaar i,,i,= 1,...,m und jedes x 


Oxi, OXiy 


*) C.R. (Dokiady) Académie des Sciences USSR, B. XVIII, S. 235—240, 1938. 
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aus G erfiillt, so sind u,(x), ...,u,(x) partielle Ableitungen erster Ordnung 
einer und derselben in G definierten Funktion. 

Notwendiges Kriterium. Sind u,(z), ..., u,(x) partielle Ableitungen 
erster Ordnung einer und derselben in @ definierten Funktion, so existiert 
und verschwindet identisch das Linienintegral 


n 
(2) a u,(z) dz; 
i-1; 
entlang einer jeden rektifizierbaren, geschlossenen Kurve Lc G. 

S. L. Sopo.ev benutzte dieses notwendige Kriterium fiir folgende Verall- 
gemeinerung des Ableitungsbegriffes : 

n in G@ definierte Funktionen w,(z),...,u,(x), fiir welche das Linien- 
integral (2) entlang einer jeden rektifizierbaren, geschlossenen Kurve LCG 
existiert und identisch verschwindet, heiBen verallgemeinerte partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung einer in G definierten Funktion. 

Es sei mit Z, die Menge aller in G definierten Funktionen u(x) bezeichnet, 
die ‘olgende Eigenschaften besitzen : 

(A,) jede Funktion u(x) aus o besitzt verallgemeinerte partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung w, (2), . u,,(x): 


u(x) = u (2x) 4 +d Sule ) dz; ; 


(B,) fiir jede Funktion u(x) aus EZ, ist der Ausdruck >> F (u;(x)) in G 
i=1 
integrierbar und die ne 


{3) ¥ Fula) des 
i=-1¢4 
erfiillt. Dabei sind A eine positive Konstante und F(z) eine Funktion mit 


folgenden Eigenschaften : 

a) F(z) ist in R (d. h. bei allen z aus R) definiert; 

b) F(z) ist in R konvex; 

c) F(—2x) = F(x) = F(0) = 0 fiir alle x € R: 

d) F’(— «) = — o, F'(+ 0) = 

Der Grund fiir die Einfiihrung der Eigenschaften a), b) wurde in n°] an- 
gedeutet. Die Voraussetzung, daB die Funktion F(x) gerade ist: F(— 2) 
= F(z), ist nicht notwendig. Wir brauchen sie nur, um den linken und den 
rechten Zweig der konvexen Kurve y = F(x) nicht einzeln betrachten zu 
miissen. Die Bedingung, da8B das Minimum F(0) der Funktion F(z) gleich 0 
ist, sorgt dafiir, daB der linke Teil der Ungleichung (3) auch nach unten be- 
schrinkt ist: 

» {Pm (2)) da =n F(0) { dz. 


F saa 


Ist der Volumeninhalt J de des Gebietes ( endlich: J dx < oo, so ist auch die 
Bedingung F(0) = 0 nicht notwendig, weil die am Grenze n F(0) J dz 
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des linken Teils von (3) bei beliebigem F(0) endlich bleibt. Ware F(0) + 0, 
so kénnte man in (3) die Funktion F(x) durch G(x) = F(x) — F(0) und die 
Konstante A durch B = A — n F(0) J dx ersetzen, ohne daB sich die durch 


die Ungleichung (3) definierte NL E, aindert. Wenn aber der 
Volumeninhalt von G unendlich ist: f dz = 00, so ist die Bedingung F(0) = 0 
G 


wesentlich. In der Tat, bei F(0) < 0 wire dann der linke Teil von (3) nach 
unten unbeschrinkt, z. B. 


» f F(u(x))da=—« bei u(x) = const; 
i=16 


bei F(0) > 0 wire die Funktionenmenge Z, leer: 


y f Fluj(a))da=+ 0 fir alle u(x), x € G. 
i=16 
Die Bedingung F(0) = 0 enthebt uns der Notwendigkeit, iiber die Beschrinkt- 
heit des Gebietes G irgendwelche Voraussetzungen zu machen. Die Funktionen- 
menge £, ist dann sicher nicht leer, wenn A > 0 ist. 
In einer von I. G. PeTRowsk1 und dem Verfasser veréffentlichten Notiz 
hat I. G. Perrowsk1 gezeigt*) : 
Die Funktionenmenge E, ist in keinem Punkt des Gebietes G gleichgradig 
stetig, wenn die Funktion F(x) bei |x| +o 80 langsam wiichst, dap das Integral 


oo 


(4) f 2. Pine, 


a F’(z) n—1 
divergiert. Dieses Ergebnis bleibt auch fiir die Teilmenge E, aller stetig diffe- 
renzierbaren Funktionen u(x) der Menge E, giiltig. 

Das Integral (4) divergiert insbesondere dann, wenn F”’ (co) + co ist. Durch 
die Bedingung d) haben wir lediglich den uninteressanten Fall F’ (co) + co aus 
der Betrachtung ausgeschlossen, fiir welchen das Integral (4) nicht konver- 
gieren und daher die Funktionenmenge £, nicht gleichgradig stetig sein kann. 

Es soll hier gezeigt werden: 

Die Konvergenz des Integrals (4) ist fiir die gleichgradige Stetigkeit der durch 
(A;), (B,) definierten Funktionenmenge E, nicht nur notwendig, sondern auch 
hinreichend, wenn 

(C,) der Rand des Gebietes G die SopoLevsche Bedingung (C,) erfiillt. 

Hat das Gebiet G solche Randpunkte, die aus dem Innern des Gebietes 
mit der Spitze eines in (C,) beschriebenen Kegels K,, nicht erreichbar sind, 
so kann es vorkommen, daB das Integral (4) konvergiert, ohne daB die Funk- 
tionenmenge E, in diesen Randpunkten gleichgradig stetig ist. 


3. Transformation und Abschitzung der Differenz u(q) — u(p). Der erste 
Schritt des Beweises besteht in folgender Transformation der Differenz u(q) — 
— u(p) aus (1) in ein Integral iiber das Gebiet G. 


‘) Bull. Univ. Moskau, 1938, Serie A, Heft 10, S. 15—16. 
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Wir wollen zunichst iiber die Wahl der Punkte p, q in G eine Vereinbarung 
treffen. Liegt ein Punkt p innerhalb des Gebietes G, d. h. existiert eine ganz 
in G liegende 6-Umgebung op (p, x) < 6, 6 > 0, so geniigt es, um unseren Satz 
zu beweisen, die Ungleichung (1) nur fiir solche Punkte q zu betrachten, 
die in dieser Umgebung liegen: o (p, q) < 5. Wenn aber p ein Randpunkt ist, 
so existiert nach (C,) ein Kegel K,, der aus dem Inneren des Gebietes mit 
seiner Spitze den Randpunkt p erreicht. Es geniigt in diesem Fall fiir q einen 
Punkt der Kegelachse zu wihlen. 

Es seien nun p ein beliebiger 
Punkt im Innern oder am Rande des 
Gebietes G und q ein Punkt in der 
Nahe von p. Es seien ferner K,,(p) 
und K,,(q) zwei in (C,) geschilderte, 
aufeinandergestellte Kegel, deren 
Héhe die Hilfte der Entfernung 
o (p, q) betragt und deren Spitzen 
entsprechend in pund qliegen(Fig.1). 
Ist q nach der getroffenen Vereinbarung gewihlt, so liegt das Innere des Ge- 
bietes K,,(p) U K,,(q) im Innern von G. 





Fig. 1 


Nun betrachten wir in unserem ,,Doppelkegel K,,(p)U K,,(q) ein Vektor- 
feld, das folgende Eigenschaften besitzen soll: 

es hat in p eine isolierte Quelle und in q eine isolierte Senke der gleichen 
Ergiebigkeit m = 0; 

in allen ibrigen Punkten ist das Vektorfeld quellen- und senkenfrei; 

alle Stromlinien des Vektorfeldes sind rektifizierbar und verlaufen gleich- 
maBig innerhalb des ,,Doppelkegels K,,(p) UV K,(q). 

Man kann sich den ,,Doppelkegel als Hohlkérper vorstellen, bestehend 
aus zwei mit den breiten Offnungen zusammengesetzten ,,Trichtern“. FlieBt 
nun durch den Hals p des einen Trichters eine (inkompressible) Fliissigkeit 
ein, fiillt den Hohlkérper aus und flieBt durch den anderen Hals gq ab, so ist 
das Geschwindigkeitsfeld dieser Fliissigkeit ein Modell des von uns gewiinschten 
Vektorfeldes. Ein derartiges Vektorfeld wird z. B., wie der Leser selbst nach- 
priifen kann, von folgender Vektorfunktion dargestellt : 

m + (xj; — pi) 


Va) = “oo (pz) 


bei x € K,,(p); 


re -( i — 2) . 4 
Vi(x) = ee oe) bei a € K,(q) und 


Vi(xz) = 0 bei allen iibrigen x € G. 


Dabei ist c,, der n-dimensionale Kérperwinkelinhalt des Kegels (d.h. der 
Hyperflicheninhalt des im Innern des Kegels enthaltenen Teiles der (n — 1)- 
dimensionalen Einheitssphire o(p, x) = 1 bzw. o(2, q) = 1). Die Stromlinien 
der Vektorfunktion V‘(z) sind rektifizierbar: Sie sind innerhalb jedes Kegels 
geradlinig und haben auf der gemeinsamen Grundoberfliche der Kegel je 
einen Eckpunkt. Nach dem Gavussschen Integralsatz gilt dann fiir jede 
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Funktion u(x), die in G verallgemeinerte partielle Ableitungen erster Ordnung 
u,(a),..-,%_,(a) besitzt, insbesondere fiir jede Funktion der Menge £, fol- 
gende Relation: 


(5) (u(q) — u(p))-m= » ua) V(x) dx. 


i=1 


Von der Existenz des Gebietsintegrales in (5) iiberzeugt man sich z. B. da- 
durch, daB man zunichst entlang jeder Stromlinie einzeln und dann iiber die 
Menge aller Stromlinien (d. h. iiber den Kérperwinkel des Kegels) integriert. 
Die erste, 1-fache Quadratur ergibt fiir jede Stromlinie einen und denselben 
Wert, wobei die Differenz u(q) — u(p) als konstanter Faktor vorkommt. 
Die zweite, (n — 1)-fache Quadratur ist daher unabhiingig von der Wahl der 
Funktion u(x) durchfiihrbar. 

Der zweite Schritt des Beweises besteht in folgender Abschaitzung des 
Gebietsintegrals in (5). Stellt man die Schar aller Stiitzgeraden der konvexen 
Kurve y = F(x) in der (z, y)-Ebene durch die Gleichung x & = y + ®(é) 
dar, wobei der Winkelkoeffizient £ der Geraden als der willkiirliche Parameter 
der Schar auftritt, so hat man: 

wegen der Eigenschaft d) der Funktion F(x) ist die Stiitzfunktion®) ®(£) 
von F(z) bei allen reellen & definiert: & € R; 


jeder Punkt (x, F(x)) der Kurve liegt oberhalb jeder ihrer Stiitzgeraden: 


(6) xz&< F(x) + DE) fiir alle x, & € R. 
Setzt man in (6) u;(a) statt x und V‘(x) statt & ein: 


(7) u, (a) Vi (ax) s Flu, (a)) v P (V*(zx)), 


so bekommt man aus (5) und (7): 


(8) lu(q) — u(p)|-ms SX | F(u(x)) de+ ¥ | O(V“(a)) dz. 
i=1@ i=-1@ 


Wahlit man den nichtnegativen Parameter m derart, daB die Vektorfunktion 
V‘(x) bei einer positiven Konstanten B der Ungleichung 


(9) Bs | D(V'(x)) dx < B 
a ée 

geniigt, so geht (8) in 

(10) |u(q) — u(p)|-ms A+B 


iiber, und zwar fiir jede Funktion u(x) der Menge £;. 


Ehe wir zu dem dritten und letzen Schritt des Beweises iibergehen, wollen 
wir das Integral (4) so transformieren, daB in ihm nicht die konvexe Funktion 
F(x), sondern deren Stiitzfunktion ®(£) vorkommt. 


’) Der hier angewandten Stiitzfunktionenmethode wird eine spitere Untersuchung 
gewidmet. 
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Betrachtet man in der (£, )-Ebene die Geradenschar x & = F(x) + n, 
z€R, wobei der Winkelkoeffizient x der willkiirliche Parameter der Schar 
ist, so stellt man fest,: ®(£),  € R, ist die obere Einhiillende der Schar: 


(11) @(E) = sup (x & — F(x)), EER, 
zeR 


und daher in R konvex*). Die Schar xz & = F(x) + n ist dabei die Stiitz- 
geradenschar der konvexen Funktion ®(é). Jede der in R konvexen Funk- 
tionen F(x), ®(€) ist somit die Stiitzfunktion der anderen. Daraus folgt’): 

Die Relation zx & = F(x) + ®(é) von zwei reellen Veranderlichen z, & ist 
sowohl zu der Doppelungleichung Fi(x) < §< F;(x) als auch zu @j(é) < 
xz <= ®; (&) aiquivalent. 

Es gibt héchstens abzihlbar viele Argumentwerte x¢€ R bzw. &€ R, bei 
welchen F(x) bzw. ®(&) nicht differenzierbar sind*): Fj(x) < Fi(x) bzw. 
@;}(é) < O(£). Fiir alle itibrigen z, & existieren die Relationen 


Fi(z)=§& O(f)=2 


und sind in z, & (d.h. bei festen F,®) aquivalent. Man kann daher diese 
Relationen als Transformationsformeln fiir das Integral (4) benutzen. Nach 
einfacher Berechnung bekommt man: 

Folgende Ungleichungen sind aquivalent: 

ox b 
an | —4® _ < whei F'(a) >0 and { (5-1) de< x beik>0,b >0. 
a F(x)" . 0 

4. Hinlinglichkeit der Bedingung. Die Ungleichung (10) erméglicht es, 
mit Hilfe der Ergiebigkeit m einer einzigen Vektorfunktion V‘ (a) aus (9) die 
Differenz u(q) — u(p), p, q = const, aller Funktionen u(x) aus Z, (und um- 
gekehrt) abzuschatzen. Wir beweisen nun: 

Konvergiert das Integral (4), so gibt es zu jedem beliebig groBen vorgegebenen m 
ein 6 > 0 derart, daB fiir jedes Punktepaar p, q € R", fiir welches 0 (p, q) < 6 
gilt, die Vektorfunktion V‘(x) die Bedingung (9) erfiillt. 

Die Ungleichung (10) tibersetzt diesen Satz in den folgenden: 

Konvergiert das Integral (4), so ist die Funktionenmenge E, gleichgradig 
stetig in G. 

Aus der Definition (11) der Stiitzfunktion ®(£) geht hervor, daB die Eigen- 
schaft c) der Funktion F(z) auch auf deren Stiitzfunktion ®(£) iibergeht: 
®(— £) = DE) > D0) = 0. Die Abschitzung jeder Komponente des Vektors 
V‘(x) durch seinen Betrag: 


lVi(z)l< a . 0=o0(p, x) bei a ¢ K,(p), 


m 
|V*(x)| S Gont » 


*) N. Boursakt: Fonctions d’une variable réelle, Ch. I, § 4, n° 2, Prop. 3. Act. sci. et- 
ind., Nr. 1074, Paris, 1949, S. 45. 
7) Ebenda, § 4, n°3, S. 47—48. 
*) Ebenda, § 4, n°3, Prop. 6, Cor. 2, S. 47. 
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ergibt: O(V‘(x)) << @ (aon 


), und daher: 


. l 

> f OV(2z)) de< 2 ncn [or2o( — ) do. 

i=16 ¢,e"—} 
0 

Mit / ist dabei die Lange der Mantellinien der beiden Kegel K,,(p) und K,,(q) 

bezeichnet. 

Wie schon erwahnt, sind die Relationen x = F(x) + ®(&) und z = @’(é) 
bei allen £ aquivalent, bei welchen ®(&) differenzierbar ist. Nach Elimination 
von x bekommt man: & ®’(&) = F(®’(&)) + O(€). Da F(x) stets nichtnegativ 
ist, hat man auch: @(¢) < § ®’(&), woraus folgt: 


I 1 

D 4 n—1 ™m s y oy m 

2ncn fe (zor) 4 — aad | © (zorr) a. 
5 0 


Konvergiert das Integral (4), so konvergieren wegen (12) auch die beiden 
Integrale der letzten Ungleichung. Die Relation 





l 
2n Cn fea) do = B 
n 
0 


definiert dann die Mantellinienlinge / als eine implizite Funktion der Er- 
giebigkeit m. Die Funktion /(m) besitzt offensichtlich folgende Eigenschaften : 
sie ist bei allen positiven m definiert, positiv und monoton; 
Um) + 0 bei m + + oo, 


Bezeichnet man mit <= ) die Héhe des Kegels K,, dessen Mantellinien die 


Lange I(m) haben, so erfillt die Vektorfunktion V‘(a2) die Ungleichung (9) 
jedesmal, wenn 0 (p, q) < 4(m) ist. Somit ist auch gezeigt, daB die Kon- 
vergenz des Integrals (4) fiir die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen- 
familie Z, hinreichend ist. 


5. Notwendigkeit der Bedingung. AbschlieBend geben wir den PETRowskI- 
schen Satz in folgender Form wieder: 

Divergiert das Integral (4), so gibt es zu jeder beliebig groBen vorgegebenen 
Zahl N > 0 und jedem vorgegebenen Punktepaar p, q, p+ q, eine Funktion 
U(x) aus der Menge E,, die die Relation U(p) — U(q) = N befriedigt. Die 
Funktionenmenge E, ist dann in keinem einzigen Punkt aus G, geschweige 
denn im gesamten Gebiet G gleichgradig stetig. 

Es seien p und q, p + q, zwei beliebige feste Punkte des Gebietes G. Diver- 
giert das Integral (4), so kann man wegen (12) fiir eine beliebig groBe vor- 
gegebene positive Zahl N eine positive Zahl r bestimmen, die die Bedingung 

2 
| D’ (=) dg = N, k=const, 6 =o (p,q), 
r 
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erfiillt. Es soll nun in R* und daher auch in @ folgende Funktion definiert 
werden : 


U(z) =90 bei o (p, x) = 6, 
b 
U(x) = [@ ( ar) do bei r<o(p,z) <6 und 
e(p.x) 
U(x) = N bei o (p, x) <r. 


Die Funktion U(z) ist stetig, iiberall differenzierbar auBer den Punkten der 
Hyperspharen 0 (p, x) = r und 0 (p, x) = 6 und erfiillt die Bedingung U(p) — 
— U(q) = N. Da bei r < 0 (p, x) <b: 

|U(a)| < © (—*,-) und daher auch F(U,(2)) < F (® (>=). 
sonst iiberall F(U,(x)) = 0 ist, bekommt man nach der Integration iiber das 
Gebiet G: 


E [ FU, (a))de<ne, [om (0 (4) ae. 


i=1 


Dabei ist c, der Hyperflicheninhalt der (mn — 1)-dimensionalen Einheits- 
sphire 9 = 1. 

Bei allen &, bei welchen @(é) differenzierbar ist, gilt neben & ®’(&) 
= F(®’ (&)) + O(&) auch F(®’ (£)) < — O'(E), weil O(E) stets nichtnegativ ist. 
Daraus ergibt sich: 


> » 
t , k \ f , k 7 
n cn | o” F (® (Sa )) de sneqk [ ® (= ) do = nc, kN. 


Bestimmt man nun den Parameter k derart, daB nc, k N = A ist, so gehért 
die Funktion U(x) der Menge Z, an: 


n 

a F(U,(2)) dz<s A, 
i=1 
G 


d.h., die Funktionenmenge EZ, ist in keinem Punkt des Gebietes G gleich- 
gradig stetig. 


( Eingegangen am 1. Oktober 1953.) 
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Zur Theorie der Riccatischen Differentialgleichung. 
Von 
H, Wirtica in Karlsruhe. 


In der gewéhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 
(1) w’'= R (z, w) 


sei R (z, w) eine rationale Funktion von z und w. Die Forderung, daB jede 
Lésung von (1) frei von beweglichen algebraischen Verzweigungen sein soll, 
fihrt zur Riccatischen Differentialgleichung 

(2) w' = ay(z) + a,(z) w + a,(z) w. 

J. Matmquist') erkannte 1913, daB sich die Riccatische Differentialgleichung 
noch in anderer Weise charakterisieren laBt: Jede eindeutige Lésung von (1) 
ist eine rationale Funktion, sofern (1) keine Riccatische Differentialgleichung 
ist. Fiir diesen Satz gab K. Yostrpa?) 1932 einen Beweis, der wesentlich von 
der Wertverteilungslehre Gebrauch macht. Hier soll, ebenfalls mit neueren 
funktionentheoretischen Hilfsmitteln, das Resultat von J. MaLmQuisT in der 
folgenden Form bewiesen werden 


Satz: w’ = R (z,w) besitze eine in 0 < |z — a| < ¢ eindeutige analytische 
Lésung, fiir die z = a wesentliche Singularitét ist. Dann ist R (z, w) von 
der Form 


R (z, w) = ao(z) + a, (z) w + ay (z) w*. 


Es wird hier kein méglichst kurzer Beweis des Satzes angestrebt. Vielmehr 
sollen direkt aus (1) Eigenschaften der in der Umgebung von z = a eindeutigen 
Lésung hergeleitet werden, die zwangsliufig zu einem Beweis des Satzes fiihren. 
Um den Beweis ,,elementar“‘ zu machen, wurden die Hilfsmittel aus der Wert- 
verteilungslehre auf ein Minimum reduziert. Sie sind, mit Beweisandeutungen 
versehen, dem Hauptteil vorangestellt. 

1. Die Funktion w = w (z) sei in R < |z| < « eindeutig analytisch, w (z) 
+0, o auf |z| = R. Wie bei der Herleitung des ersten Hauptsatzes*) fiir in 
|z| < co meromorphe Funktionen, fiihrt der Gausssche Integralsatz, ange- 
wandt auf log |w|, zu der Formel 


2x . ‘ 
ax | log hw crets lag + [m(t,)-F-— [ m0) = 0 (og 
3 


NJ . MaLaquist: Sur les fonctions 4 un nombre fini de branches définies par les 
équations différentielles du premier ordre. Acta math. 86 (1913). 

2) K. Yosrpa: Generalisation of a Matmquist’s theorem. Jap. Journal of Math. 9 
(1932). 

*) R. Nevantinna: Eindeutige analytische Funktionen. Berlin 1936. 
Mathematische Annalen. 127. 29 














434 H. Wrrrice: 
und mit 
r F r 
: : 
W (sm) = | (0) TN (ra) = N(r, ==s)-J n(t, a), 
, 2x - 
m (r,w) = a | log |w| dq, m (r,a) = m(r, ==) 
6 


2x 
l Pas 1 oi t 4 
~ 22 J log w—a dq, log |w = log |w| — log = zu 
6 


N (r, w) + m (r, w) = T (r, w) = N (r, 1/w) + m(r, 1/w) + O (log r), R < r. 
Ersetzt man w durch w — c, so gilt der erste Hauptsatz 


y 1 1 
(a) T (r,w) = N(r, saz) +m(r, wz) +O (log r). 
Die Voraussetzung, daB z = o wesentliche Singularitat ist, bedingt 
lim inf = [es —_—_ 
og rT 


Wie im klassischen Fall gestattet die charakteristische Funktion 7' (r, w) eine 
geometrische Deutung. w = w (z) erzeugt als Bild des Kreisringes R S |z| < r 
ein Flachenstiick F (R, r), dessen in sphirischer Metrik gemessener Flachen- 
inhalt durch 

7 2x r 22x 

A Tf we ededgp =+ [ f At0g(1 + lw edod 
m m= | | (itl © @°P =| | J. og (1 + |wi*) ododp 

6 k 6 

gegeben wird. Aus dem Gavussschen Satz folgt 
22 


eo 2 
A(r)=r-5, on [61 1 + |w|* dp + n (r, ©) + O(1). 


Integration nach r von R bis r liefert 


r 


dt olf. 
wm [409 ; = a log VY 1+ |w|? dp+ N (r,0)+0(1) = T(r, w) +0 (log r), 
d 


2x 
da — [ oe V 1 + |w|* dg = m(r, w) + O (1) gilt. 
0 


Neben (a) brauchen wir noch die Tatsache, daB aus m (r, w) = O (logr) 
und 7 (r, w) = 0 (r*), 0 < 4 < «, m(r, w’) =O (logr) folgt. Das la8t sich 
aus dem Hilfssatz iiber die Schmiegungsfunktion der logarithmischen Ab- 
leitung ablesen, kann aber auch nach (b) so eingesehen werden. Es ist 


2x 22 
ie Pe \wo’|* 1 = 
2m (r,w') = =— J log a dg+ >, [tog (1 + |w|*)?dgy = J (r) +O (logr). 
6 6 
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2x 2x 


’ , 1 od w’|* L geied w’|? 
Nun ist J (r) = 53> | log (+ jw dp < log an | a+ jh dy 
5 6 


log + L (r), wobei nach (b) L (r) => “4, FAO wy) -| £0 a 
R 


T (r,w) + O (logr)=O(r*) gilt. Auf der r-Menge 4,,r>R,=R+1, 
sei A (r) > H*(r). Das logarithmische MaB von A, ist dann endlich, wie 


“d Y ae “dH l 
aus | < | “ie dr= | Ti o < ajgy <~ folgt. AuBerhalb A, ist 
- 1 
A, A, A, 
daher A (r) S H*(r) erfiillt. Entsprechend zeigt man, da8 auBerhalb einer 
2 
r-Menge A, von endlichem logarithmischem MaB L (r) < — oe richtig ist. 


= ; _ A*(r) 
AuBerhalb A = A, + A, erhailt man damit L (r) < a» also 


(c) m(r,w’) =O (log r), falls m (r, w) = O (log r) und T (r, w) = O (r’). 


2. Man darf annehmen, daB die wesentliche Singularitat a in z = oo liegt. 
Weiter ist die Annahme erlaubt, daB w (z) in der Umgebung von z = oo un- 
endlich viele Pole hat. Denn mit einer passenden Zahl k (ihre Existenz zeigt 
man ohne Picarpschen Satz mit dem Satz von Wrrerstrass-Casoratt) hat 


y (z) = ; die wieder -iner Differentialgleichung der Form (1) geniigt, 
P (z, w) 
Q (z, w) 
die Polynome P (z, w) und Q (z, w) teilerfremd sein. Mit Hilfe der Laurent- 
entwicklung fiir w(z) an einer Polstelle ¢ mit hinreichend groBem Betrag 
folgt p = q + 2, wobei p bzw. g der Grad von P (z, w) bzw. Q (z, w) in w ist. 
Danach kann man fiir (1) schreiben 


w (z) — 


unendlich viele Pole in der Umgebung von z = oo. In R (z, w) = sollen 


Pr(z,w) | 

Q (z, w) > 

der Grad h von P, (z, w) in w ist = g — 1. Da mit y (z) = a, (z) w (z) fiir y (z) 
wieder eine Differentialgleichung der Gestalt (1') herauskommt, darf man in 
(1’) a, (z) = 1 setzen. Nun laBt sich eine ganze Zahl g = 1 finden, so daB an 
allen Stellen z mit |w (z)| = |z|% (1’) die Form 


(1’) w’ = a, (z) w? + a, (z) w+ ag (z) + 


(3) w'/w*= 1+ h(z), lh (z)| < 1/2, 


hat. In passenden Umgebungen der Polstellen gilt (3) sicher. 

Mit « >g, z. B. « = 9 + 1, gelte fiir eine Stelle z, |w (z,)| => |z,|*. Ist auf 
lz — 29| S L/|z9|” |w (z)| S |z|* erfiillt, so setzen wir 0 (z,) = 1/|z,|%. Im anderen 
Falle gibt es mindestens eine Stelle z = t mit der Eigenschaft: Auf |z — z,| < 
S |t — z,| gilt |w (z)| => |z|/? und int |20 (¢)| = |t|%, d. h. (1) ist dort von der Form (3). 
Integration ergibt mit |< e >| < 1/2 


It — zl [1 leq 2495 - FE 
— ES 8>1S Toe well = ae ele’ 
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also |t — z)| 2 =_,- mit einer festen Konstanten K, wenn nur |z,| > R, R hin- 
° 
reichend gro8, ist. Wird in diesem Falle o(z,) = = gesetzt, so gibt es zu 
° 
jedem z, der angegebenen Art eine Kreisscheibe U (z9) : |z — z)| S< 0 (2), auf 
der (3) gilt. Diese Kreise sind fiir hinreichend groBes R punktfremd. Waren 
nimlich U (z,) und U (z) nicht punktfremd, so diirfte man auf der Strecke 


Zg-.-+2 (3) anwenden. Integration ergibt 
aah a 1 
%— | |l+{e,|S7o+ Te: 
29 Zo 


Dasistaber, da |z,— z | > Ts ist, bei passendem R nicht méglich. Ist z,=¢ 


0) 
eine Polstelle, so folgt aus (3) 
2 1 2 


> = Slw(z)is rs 


(4) 3 jz— z—C 
giiltig fiir z auf U (C). 

AuBerhalb der Polumgebungen U(¢) gibt es keine Stelle z,, |z,| => R, > R, 
an der |w (z,)| > |z,|* gilt. Sei niaimlich z, eine solche Stelle. Dann ist w (z) 
auf U (z,) eindeutig regular analytisch. Da auf U(z,) (3) gilt, erhailt man fiir 


alle z auf der Kreislinie |z — z)| = 0 (29) 


l : | K 1 K 
> |z-2 1 + ; = , 
w(z)| * 4 Ce w (Zp) 2 |z,/9 z/* 4\z,/? 


— 


4 |z, 
K 


wenn R, hinreichend groB ist, also |w (z)| : Nach dem Maximum- 


' g 
prinzip ist daher |w (z,)| < . 70 


, was fiir |z,| > R,, R, passend gewahlt, mit 
lz9!* < |w (z,)| nicht vertriglich ist. Damit gilt fiir |z| > R auBerhalb der Pol- 
umgebungen U(¢) 


(5) lw (z)| = C, |zI*. 


ban | 


Mit passendem C, gilt nach (4) die Abschiitzung (5) auch noch auf |z — ¢| 
= @ (0). 

3. Aus den in 2. abgeleiteten Eigenschaften lassen sich Aussagen itiber 
N (r, w) und m (r, w) gewinnen. 

Es sei r > R hinreichend groB gewahlt. Dann trifft keine Polumgebung 
U(f) mit |¢| <r den Kreis |z| = r’=r+1. |z| =r’ kann von anderen Pol- 
umgebungen mit |¢| >,r getroffen werden. Die Bégen von |z| = 7’, die in 
Bereichen U (¢) liegen, seien 6; 6’ bezeichne die Bogenmenge, die keinem U (¢) 
angehért. Der Bogen PQ gehére zu 6. P und Q zerlegen |z — C| = o (¢) in 
zwei Teile y und y’, wobei die Lange von y nicht gréBer als die Lange von y’ 
sein mége. Dann wird der Bogen PQ von |z| = r’ durch y ersetzt. Fiihrt man 
diese Konstruktion mit allen zu 6 gehérenden Bégen durch, so entsteht eine 
Kurve I", die |z| = r umschlingt und eine Linge L (I") < 8 x*r hat. Auf I gilt 
nach (5) |w (z)| < C, (r+ 2)*< C,r*. Da nach (1’) fast alle Pole von w (z) 
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L(I) 


35 C2 SC,r** oder 


r 
(6) N (r, w) S C,r**}. 


Nach Definition der Schmiegungsfunktion m(r,w) ist 22m (r, w) 


= | log |w| dy + [tog |w| dp = m,(r) + m,(r). Dabei haben 6 und 6’ fir 
3 a 


z|=r2rfy, Tf hinreichend groB, dieselbe Bedeutung wie eben fiir |z| = 7’. 
Nach (5) ist m,(r) =O (logr). Die Umgebung U (¢) enthalte die Punkte 
Ps 
z=re'?, ~, SMS Pz. Nach (4) liefert | log |w| dg zu m,(r) einen Beitrag 
~ e Fi 
9 


i = d 9 i 2 d r) Pas — Fr eS ib o< 6 
| og pas ik y= 2 | og an B, = 2 4 = re sss i 


Fi 0 


- . 
t, = (Cl. Mit ¢,=r+ findet man im Falle |o| = ete) | log |w| dp SOc, log r. 
fA 


Fiir |o| < et) ist 9>O,2>¢, und daher 

% . 6 “ - 

| log lui dp < Olog4+2 | log | __4qg<6log4+ [log >adp 
¢ 6 yi— csp 


Ps 


<6 (4 + log a) < 6c, log r. Mit c, = Max (c,,c,) erhailt man also J log |w| dp 
~ 


< 6c, log r, woraus m,(r) < 2¢,logr fiir alle r= r, folgt, da c, fiir jeden zu 6 
gehérigen Bogen verbindlich ist. Es gilt also 


(7) m (r, w) = O (log r) 
und daher nach (a) 
(8) T (r, w) = O (r**?), 


woraus weiter wegen (c) m (r, w’) = O (log r) folgt. 

Aus diesen Eigenschaften ergibt sich sofort ein Beweis des MaLMQuIST- 
schen Satzes. Wenn w (z) den Voraussetzungen des Satzes geniigt, hat fiir 
passendes R, die Funktion F(z) = Cet in R, Ss |z|< 0, wegen h 
<q-—1, jede Polstelle von w (z) zur Nullstelle. Aus F = w’— w*— a,w — ay 
ersieht man, daB jede andere Stelle z fiir F(z) Regularititsstelle ist. F(z) ist 
also in R, < |z| < co eindeutig regulir analytisch. Nach (a) ist daher 7’ (r, F) 
=m(r,F)+O(logr) und nach (7), (8) und (c) 

m (r, F) = m (r, w’ — w* — a,w — ay) = O (log r) fiir alle r auBerhalb A. 
Aus (a) folgt weiter N (r,1/F) = 7 (r, F) — m(r, 1/F) +O (logr) < T(r, F) + C,logr, 


also 


N (r, 1/F) < C,logr auBerhalb A. 
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Das ist aber unméglich, wenn g = 1 ist, weil dann F(z) unendlich viele Null- 
Pp (z,w) . 
Qiz,w) * 
eine rationale Funktion von z allein, w’= R(z,w) also eine Riccatische 
Differentialgleichung. 


stellen hat und daher N (r, 1/F)/log r nicht beschrankt sein kann. 


(1) sei keine Riccatische Differentialgleichung und w(z) eine Lésung, die 
in der in den Punkten 8,, 85, . . ., 8,, punktierten z-Ebene eindeutig analytisch 
ist. Dann kann keine der Stellen s; wesentliche Singularitat fiir w(z) sein. 
z = 8; ist also héchstens Polstelle, woraus folgt, daB w = w(z) eine rationale 
Funktion sein muB. 


4. Es sei nun w = w(z) eine eindeutige, nichtrationale Lésung von (2), 
wobei wir wieder a,(z)=1 annehmen. Die wesentlichen Singularititen von 
w(z) seien 8,, 8, DaB solche Lésungen existieren, zeigt die Differential- 


Sm: 
~3 9 
gleichung w'=(=5 iv, = ia —3 wv + w* mit dem allgemeinen Integral w/(z) 
l 2? 1 
: ((c — =) te (3 +—+0C ). Jede der wesentlichen Singularitaten s; hat die 


mele daB in einer Umgebung von s; der Wert w = o unendlich oft 

angenommen wird. Zum Beweis nehmen wir an, daB w = oo in einer Umgebung 

von 8, nur endlich oft angenommen wird, d.h., daB w(z) in 0 < |z — 8;| S 
: ‘ . ‘ ‘ ae _ - 

eindeutig regulir analytisch ist. h (t) = — t-*w (s, + =) ist dann in _* Rs 
co) 


= |t| < co regular analytisch und geniigt der Differentialgleichung de = Aot 
+ A,h + h®, Ag(t), A, (t) rationale Funktionen. Wegen N (\t|, h) = 0 und (7) 

T (\t\,h . . . , ‘ 
ist lim inf ss r be co, t= co kann daher nicht wesentliche Singularitat fiir 


t|—> co rt 
h (t) sein und damit auch z = s, nicht fiir w(z), was der Annahme widerspricht. 
Um nun die Wertverteilung fiir beliebiges k + co zu untersuchen, wird 
y(z) a w(z) — 
gleichung 
(9) y= —1—(4,+2k)y— (a+ ka+h)¥ 
das ist fiir D(z) = a,+ ka,+ k*+ 0 eine Riccarische Differentialgleichung. 
Dann nimmt aber y (z) den Wert in der Umgebung der Stellen s; unendlich 
oft an und damit w(z) den Wert k,7 = 1, 2,..., m. D(z) =0 ist fiir héchstens 


zwei endliche k-Werte k, und k, méglich. Dann erhalt man die Differential- 
gleichungen 


E gebildet. y(z) ist dann eindeutige Lésung der Differential- 


(10’) w’ = (w — ky) (key + a4 (2) + w) 

(10’’) w’ = (w — k,) (w — k,) 

(10’”) w’ = (w — k,)*. 

(10’’’) 14B8t nur die rationalen Lésungen w(z) = k, — — zu. Aus dem Ein- 


deutigkeitssatz fiir gewdhnliche Differentialgleichungen folgt, daB die nicht- 
rationalen Lésungen von (10’) den Wert k, héchstens endlich oft annehmen, 
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wihrend die Lésungen von (10’) die Werte k, und k, iiberhaupt nicht annehmen. 
Dagegen wird jeder Wert k + k,,k, unendlich oft angenommen, und zwar 
wieder in der Umgebung jeder der Singularitaten s,. 

. Diese — kann man noch etwas genauer fassen. Eine der Singu- 
laritéten liege in z = 0, Fir oes k = = c, das der Bedingung D (z) + 0 geniigt, 


erhalt man durch y (z) p=! —" = ~ | die Differentialgleichung (9), auf die sich 


die in 2. und 3. angegebenen Uberlegungen iibertragen lassen. Dann gilt fiir 
\z| 2 R und auBerhalb passender Kreisumgebungen U (z,) der c-Stellen z, 


wa)—e|= C,|z|"7, wobei a; eine endliche, fiir die Stelle s, charakteristische 


Zahl ist*). » innerhalb der U (z,) selber eine (4) entsprechende Abschitzung 


| 1 
fiir —* pm gilt, erhilt man wie in 3.m (r, - 1) = O (log r). Diese Tatsache 
besteht auch noch fir (10’) und (10’), wenn c + k,, k, ist. Sind nun a und b 
zwei beliebige, von k, und k, verschiedene komplexe Zahlen, so gilt nach (a) 
N (r, a) = N (r, 6) + O (log r), also 
n(r,a) 


Nir, 
v0) him -=], 


lim N (r, b) n (r,b) 


Durch t = — = » 0; =|z— 8,|, It] =o= e- = werden Anzahlfunktionen n, (0, c) und 
N; (0, c) erklart), die sich unmittelbar auf die Stellen s; beziehen, und zwar 
fiir eine Ausschépfung durch konzentrische Kreise um s,;. Fiir 9-+co ziehen 
sich die aussch6pfenden Kreise auf z = s; zusammen. Man erhilt mit diesen 
Anzahlfunktionen, sofern a und 6 von den Werten k; in den Fallen (10’), 
(10’) verschieden sind, 


. ni; (Q, a) _— - 9 
(11) sik "gh Ty ae 7 
- l { ' 
Wegen mi, (0, — =)= = | log dy =O (logo) gilt 


Sa 
w(s, +e") 
Q, u 


fiir die zu z = s, gehdrige Charakteristik 7’, ( . = N, (0, c) +0 (log 0). Nach 
(8) ist die s; zugeordnete Ordnung L, = lim sup - log ete — endlich fiir 7 = 1, 
ex 


2,..., m. Die ZL, sind im allgemeinen voneinander verschieden. 


Bei dem in 4. genannten Beispiel ist s,= 0, 8,= ©, 
7 20 7 o* 
N, (Q, ©) = = (1 + € (0), Ne (@, ©) = gZ (1 + € (@))- 

*) Die Zahl «; ergibt sich bei der Frage, an welchen Stellen z in der Umgebung von 
z= 8; die Riccatische Differentialgleichung auf die Form (3) gebracht werden kann. 
Hier geniigt die Tatsache, daB «; eine endliche Zahl ist. Genauere Aussagen iiber a; sind 
erforderlich, wenn die der Singularitat s; zugeordnete Wachstumsordnung L; abgeschatzt 
werden soll. 


1 1 
5) 7i;(0, c) ist gleich der Zahl der c-Stellen von w(z) auf < | z—s;| = — . Die Ab- 
0 


0 
hangigkeit der Anzahlfunktionen von der GréBe 9,= 0,(8;) ist unwesentlich und wird 
nicht besonders vermerkt. 
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Da fiir jedes k = c D (z) = 0 ist, gilt fiir beliebige c 

M, (0, ¢) — 22 (1 +e (0), (0,0) - £1 +e (0) 
und fiir die Charakteristiken 

7, (0, w) = ~* (1 + £(0)), Ts (e, w) = £ (1 +e (0). 


Die zu s, = 0, 8,= co gehérigen Ordnungen sind also Z,= 1 und L,= 2. 

6. Anstelle der beniitzten Ausschépfungen kann man nach G. ar HALt- 
strém*) Ausschépfungen des Existenzgebietes bevorzugen, die dieses voll- 
standig ausschépfen. Liegen alle s; im Endlichen, so leisten die Niveaulinien 


m m 
g(z)=A,g(z)= D mw, log — . ay Hi > Ound >’ 4; = 1, eine solche Ausschép- 
1 _ 


7 
fung, wenn A die Werte von — co bis + co durchlauft. Fiir alle A = A, zerfillt die 
A-Linie in m geschlossene Kurven, die bei groBem A wenig von den Kreisen 
iz — 8,| = 9; abweichen. Dadurch wird die Anzahlfunktion N (A, w) von 
HAListTROM in natiirlicher Weise in eine Summe von m Anzahlfunktionen 
N,(A, w) aufgespalten; die N,(A, w) lassen sich durch die N,(0, w) ausdriicken. 
to 
ox ys 
besteht. Ist lim ~et a = 1 fiir beliebige reelle o vom Betrag < o, und fiir 
eco «= N10, € 


Die Ordnung L, von N,(A, co) ist wieder endlich, da die Beziehung L, = 


* > . N;(A, 
jeden Normalwert c¢ richtig, so folgt daraus nach HALLSTROM lim ia 5 
Aaa” 7” 
= lim -21{49) 
Se ny (Ard) 
k, und k, verschieden sind. Die Annahme iiber N, (0, c) trifft z. B. zu, wenn die 
Anzahlfunktionen von regulirem Wachstum sind, also der Bedingung 


log N; (eo, > - — “eo , . , 
lim me eel - L; geniigen. Es ist wahrscheinlich, daB die eindeutigen 


= 1, wobei wieder a und 6 von dem méglichen Ausnahmewerten 


eo 

Lésungen von w’ = a,(z) + a,(z) w + a,(z) w* die Bedingung lim Ni (@ +o 
@-c0 N; (@, ¢) 

- 1 erfiillen. DaB der bei HALLSTROM erklirte Defekt 6(w) fiir alle wstets den 

Wert Null hat und nur im Falle (10’) bzw. (10’’) 6 (k,) = I baw. 6 (k,} = 6 (k,) 

= 1 gilt, ist nach den angegebenen Eigenschaften der Lésungen w (z) klar. 


( Eingegangen am 1. November 1953.) 


| 


| 


*) G. ar Hitistrém: Meromorphe Funktionen mit mehrfach zusammenhangenden | 


Existenzgebieten. Acta Acad. Aboennsis, Math. et Phys. XII, 8, 1939. 
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Benrens, E.-A. 
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Nichtassoziative Ringe. 
Von 


Ernst-Aveust BEHRENS in Frankfurt am Main. 


Einleitung. 


Beim Aufbau einer Strukturtheorie fiir Ringe kann man so vorgehen, 
da8B man zunichst in jedem Ring 0 ein Ideal als Radikal auszeichnet, dann 
nachweist, daB der Restklassenring eines Ringes nach seinem Radikal halb- 
einfach ist, d. h., daB dessen Radikal gleich dem Nuliideal ist, und da8 man 
schlieBlich versucht, die halbeinfachen Ringe als Summen einfacher gebauter 
Bestandteile darzustellen. So erhilt man z.B. WrppERBuRNs Struktur- 
theorie fiir Algebren endlichen Ranges tiber einem Grundkérper dadurch?), 
daB man als Radikal W (0) die Vereinigung aller Nilideale, d. h. aller nur aus 
nilpotenten Elementen bestehenden Ideale, nimmt. Jede W-halbeinfache 
Algebra ist direkte Summe einfacher Algebren mit Einselementen. — Falls 
die Minimalbedingung fiir Rechtsideale in 0 nicht vorausgesetzt wird, wahlt 
man, wie JACOBSON [2] gezeigt hat, das Radikal J (0) so; daB es wenigstens 
das Nilradikal W (o) enthalt, mitunter aber gréBer ist. — Auch fiir beliebige 
nichtassoziative Ringe, deren Multiplikation also nicht durchweg dem Asso- 
ziativgesetz zu gehorchen braucht, wohl aber den beiden Distributivgesetzen, 
gibt es eine Strukturtheorie, die Smmey [1] in Weiterfiihrung der Arbeiten 
von JacoBson [2] und Brown und McCoy [1] aufgestellt hat. Das Radikal 
S (0) von Smiey ist so definiert, daB die nach ihm S-halbeinfachen Ringe die 
subdirekten Summen einfacher Ringe r, mit Einselementen sind, die also auBer 
0 und r, kein Ideal besitzen. 

Bei der Entwicklung des Begriffs eines assoziativ auflésbaren Ringes und 
der Anwendung der Theorie von Smiizy darauf habe ich gezeigt?), daB jeder 
Assoziator (ab) c — a (bc) eines solchen Ringes in S (0) liegt und daher S (0) 
Idempotente enthalten kann. Kein assoziativ auflésbarer Ring, der nicht 
bereits assoziativ ist, ist demnach S-halbeinfach. Dies erweckt natiirlich den 
Wunsch, ein Radikal B (o) zu definieren, das einerseits das Nilradikal W (o) 
umfaBt und andererseits in dem Radikal S (0) von SmiLey so enthalten ist, 
da8 in ihm keine Idempotente auftreten. Ein solches Radikal habe ich in § 2 
angegeben ; es fallt in potenzassoziativen Algebren endlichen Ranges mit dem 
Nilradikal W (0) zusammen. — Dem gegeniiber S (0) kleineren Radikal B (0) 
entspricht natiirlich eine gréBere Klasse B-halbeinfacher Ringe: ais subdirekt 
irreduzible Summanden r, von 0 treten jetzt nimlich nicht nur einfache Ringe 
mit Einselementen auf, sondern, allgemeiner, solche r,, deren Minimalideal 


1) VAN DER WaERDEN [1], Kap. 16; Jacopson [1], Kap. 4, insbesondere Satz 13 
(Horxrs). 


*) Benrens [2], § 2. 











442 Ernst-Avucust BEHRENS: 
(Durchschnitt aller von Null verschiedenen Ideale von r,) von einem Idem- 
potent e,+0 erzeugt wird (§3). — Die ZweckmaBigkeit dieses Radikal- 
begriffs kann man vielleicht am Beispiel desjenigen Ringes 0 beurteilen, der 
mit Hilfe der Schnittmultiplizititen der algebraischen Kurven der Ebene 
definiert ist*). Jeder subdirekte Summand r, setzt die Schnittmultiplizitaten 
und die Vielfachheiten der Kurven beziiglich eines festen Punktes P, in Evi- 
denz (§ 4, 5.). 

Damit die Forderung W (0) ¢ B (©) sinnvoll ist, muB man noch die Existenz 
des Nilradikales W (0) als Vereinigung aller Nilideale beweisen (§ 1). Sie ist 
nicht trivial, weil ein Element eines nichtpotenzassoziativen Ringes auf ganz 
verschiedene Weise nilpotent sein kann, z. B. a - a? +a?-a = 0. 


§ 1. Das Nilradikal W (0). 


Als Ring 0 werde im folgenden eine Menge von Elementen mit zwei Kom- 
positionen, Addition und Multiplikation, bezeichnet, die beziiglich der Addition 
einen Modul! bildet und deren Multiplikation den Distributivgesetzen a (b + c) 

ab+ac, (b+c)a=ba+ca geniigt. Die Giiltigkeit des Assoziativ- 
gesetzes fiir die Multiplikation wird nicht vorausgesetzt. Ein Ideal i in 0 ist 
ein Untermodul von 0, der beziiglich Rechts- und Linksmultiplikation mit 
beliebigen Elementen aus 0 zulassig ist. Falls 0 eine Algebra itiber dem KGr- 
per K ist, soll i auch K-Modul sein. (a) bezeichne das kleinste a enthaltende 
Ideal von o. — Mit a® werde das eindeutig bestimmte Produkt a - a bezeichnet, 
dagegen gibt es zwei Méglichkeiten, die dritte Potenz von a zu bilden, nimlich 
a-a* und a*-a usw. Fiir festen Exponenten 2 = 1, 2,... gibt es aber jeweils 
nur endlich viele Bildungsarten der n-ten Potenz; sie seien irgendwie durch- 
numeriert und mit P* (a) die v-te Bildung der n-ten Potenz von a bezeichnet. 
Ein Element a sei nilpotent, wenn es mindestens ein Paar natiirlicher Zahlen 
n und » mit J” (a) = 0 gibt. Unter einem Nilideal i sei ein Ideal verstanden, 
dessen simtliche Elemente ¢ nilpotent sind, wobei m und vy noch von dem 
Element i abhangen diirfen. 

Satz 1: Miti und i’ ist auch die Idealsumme i + i’ ein Nilideal. 

Beweis durch den 

Hilfssatz 1: Zu beliebigen Elementen a und b aus 0 gibt es fiir jedes Paar n, v 
ein Element b, aus dem von b erzeugten Ideal (b) mit der Eigenschaft 3° (a + 6) 

p Ld (a) a b,. 

Beweis durch vollstandige Induktion nach n: der Fall n = 1 ist trivial: 
5, = 6. — Beim Aufbau von ° (a), n => 2, wird beim letzten Schritt vor dem 
Erreichen von 3” (a) ein Produkt J} (a) -B* (a) mit 1<lm<sn—1,l+m 
=n gebildet. Nach Induktionsannahme gilt mit passenden c, d aus (b) auf 
Grund der Distributivgesetze 


Py (a + b) = PF (a + b) - PK (a + b) = (PF (a) + c) - (PF (a) + d) 
= Pi (a) - Pe (a) + b, = Px (a) + 4, 
wobei b, in (c, d) ¢ (6) liegt. — Hieraus folgt Satz 1: Es seien ici und i’ci’ 


’) BeuRens [1] und [2], § 5. 


—————— 
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sowie PB’ (¢) = 0. Dann ist BP (i + «’) = Pr (i) + ij = i, C (i) Ci’. Wegen i’ Nil- 
ideal ist eine passende Potenz Pz (ti) = 0, also ist auch Pe. (6+ 0’) 
= DBF (Py (6 + @’)) = PE (ij) = 0. Qed. 

Mit der 

Definition 1: Das Nilradikal W (0) ist die Summe aller Nilideale von 0, 
ist daher W (0) das maximale Nilideal von 0. Wenn 0 insbesondere ein asso- 
ziativer Ring mit Minimalbedingung fiir Rechtsideale ist, dann ist nach Hop- 
Kins‘) jedes Nilideal nilpotent und damit W (o) fiir s- -+he Ringe das Radikal 
von WEDDERBURN. — Auch fiir beliebige Ringe hat W (o) die fiir alle Radikal- 
begriffe grundlegende Eigenschaft des 

Satz 2: Der Restklassenring 0/W (0) ist W-halbeinfach, d. h., sein W-Radikal 
ist gleich dem Nullideal. 

Beweis: Beim natiirlichen Homomorphismus von 0 auf 0/W(o) sei das 
Element @ aus W (o/W(o)) das Bild von a und J (4)=0. Wegen By (a) 

B* (az) = 0 liegt PB” (a) im Nilideal W (0). Also ist eine passende Potenz 
von $3 (a), und damit auch von a selbst, gleich Null, was ac W (0) und @ = 0 
nach sich zieht. Q. e. d. 

Der fiir assoziative Ringe mit Einselement und Minimalbedingung fiir 
Rechtsideale richtige Satz5), daB W (0) gleich dem Durchschnitt aller maxi- 
malen Rechtsideale von 0 ist, gilt fiir beliebige Ringe nicht mehr (s. das Gegen- 
beispiel 1. in § 4). Durch Verallgemeinerung eines Schlusses von Bakr [1] 
auf nichtassoziative Ringe laBt sich nur zeigen 

Satz 3: Wenn o ein Hinselement 1 besitzt, liegt W (0) im Durchschnitt aller 
maximalen Rechtsideale von o. 

Beweis: Lage W (o) nicht im maximalen Rechtsideal m von 0, dann wire 
l=w+m mit wc W (o) und mcm. Durch vollstindige Induktion nach n 
folgt daraus 


1 = D* (w) + mm, Cm. 

Es sei namlich B* (w) = J} (w) -PB* (w). Dann folgt 

= P} (w) + m, = D4 (w) + m5, m,;C m, also 

= PB} (w) + BH (w) + mg: PH (w) + 1+ my 

= DB (w) + m,. Aus P* (w) = 0 wiirde 1 = m,Cm folgen 
q. e. d. 

Nach den Resultaten von JAcoBson [2] fiir assoziative Ringe ohne Ketten- 

bedingungen ist nicht zu erwarten, daB W (o) sich fiir beliebige Ringe 0 als 


brauchbarer Durchschnitt irgendwie maximaler Ideale darstellen laBt. Daher 
scheint es richtig, das Radikal etwas zu vergréBern. 


§ 2. Das Radikal B (0). 


Diejenigen Radikaldefinitionen, die auf F-Regularitét beruhen, fihren 
ohne weiteres auf Radikale, die sich als Durchschnitt von in gewissem Sinne 


a Siehe ‘JACOBSON [1], Kap. 4, Satz lt. 
5) Jacosson [1], Kap. 4, Satz 18. 
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maximalen Idealen darstellen lassen. Brown und McCoy [1], sowie Smr- 
LEY [1], gehen dazu von einer Vorschrift aus, die jedem Element a aus o 
ein Ideal F (a) von 0 so zuordnet, daB fiir alle a und 6 aus 0 

(Z) F (a + b)CF (a) + (6) 

erfiillt ist. Ein Element a nennen sie F-regulir, wenn ac F (a) gilt, und ein 
Ideal hei&t F-regulair, wenn alle seine Elemente es sind. Das zu einer solchen 
Vorschrift gehérende F-Radikal R (o) besteht aus allen a, deren zugehériges 
Ideal (a) F-regulir ist. 

Satz 4°): Das F-Radikal R (0) ist der Durchschnitt D aller groBmodularen 
Ideale a von 0. Dabei heift ein Ideal a von 0 modular, wenn es ein Element c 
gibt mit F (c) Ca, aber cqa, und a ist insbesondere groBmodular, wenn jedes 
Oberideal von a das Element c enthilt. 

Beweis 1. Wenn b ¢ R (0), dann ist (6) nicht F-regular, also existiert ein c < (5) 
mit cq F(c). Folglich ist F(c) modular (bzgl. c). Nach dem Lemma von 
Zorn laBt F (c) sich vergréBern zu einem gréBten c nicht enthaltenden Ideal a, 
das damit groBmodular ist. ¢ ¢ a zieht ¢c (DM und das wieder 6 CD nach 
sich, da D Ideal ist. 2. Sei g¢D und insbesondere g nicht in dem beziiglich 
c groBmodularen Ideal a enthalten. Daraus folgt cc (g,a), etwa c=h+a 
mit hc (g), aca. Wire gC R(o), dann wire hc F (h), also auch wegen (Z) 
c—a=hCF (h) = F (c — a)CF (c) + (a)Ca und damit cca, q.e. d. 

Auch fiir jedes F-Radikal gilt 

Satz 5: R (o/R (o)) = 0. 

Beweis (Brown und McCoy): Beim natiirlichen Homomorphismus von 
o auf o/R (0) sei a aus R (0/R (o)) das Bild von a aus 0. Fiir jedes 6C (a) liegt 
das Bild 6 in (@), ist also F-regular in 0/R (0): 6c F (b) = F (6). Es gibt dem- 
nach ein { (b)C F (b) mit b=f (b) modulo R(o). Nun zieht b — f (6)C R (0) 
die F-Regularitaét von 6 — f(b) nach sich und dies, wegen der Eigenschaft (£), 
b — f (6)CF (b — f (b)) CF (6) + (f (0) CF (6), und damit bc F (5) fiir jedes 
bc (a), alsoac R(o),a=0. Q.e.d.— 

Dem Radikal S(o) von Smuivey [1]’) liegt die F-Zuordnung F (a) 
= ({ax — x+ ya — y; x, yCo}) zugrunde, wobei wieder ({ }) das von der 
Menge { } erzeugte Ideal bedeutet. Im folgenden soll ein Radikal B (o) 
definiert werden, das sich enger an das Nilradikal W (0) aus §1 anschlieBt 
als das Radikal von SmILey. 

Wenn a nilpotent ist, liegt a natiirlich in dem Ideal 

F (a) = ({P5, (a) — a; n, vy = 1, 2, . . .}), 
da dann bereits eines der Basiselemente J" (2) — a gleich —a ist. Dieser 
Ausdruck fiir F (a) ist aber noch sehr unhandlich; er laBt sich wesentlich 
vereinfachen durch das 
Lemma: ({D* (a) — a; n, v= 1, 2,...}) = (a*—- a). 


Beweis: 1. (a?— a)¢ F (a) ist wegen a?—a= Pp} (a) — a trivial. 2. Beweis 
der Umkehrung durch vollstandige Induktion nach n. Die Verankerung n = 2, 





*) Die Satze 4 und 5 stammen von Smizey [1] und Brown und McCoy [1]. 
7) Siehe auch Benrens [2], § 2. 
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y = 1 ist bereits unter 1. gezeigt. Induktionsannahme: . (a) — ac (a*— a) 
fir alle A za n—1. Den schrittweisen Aufbau von 3” (a) kann man stets 
mit dem Produkt a - a = a* beginnen und dann so viele geeignete Rechts- und 
Linksmultiplikationen mit Potenzen von a, die zu dem Operator 7'(a) zu- 
sammengefaBt seien, folgen lassen, bis a? 7'(a) = 93° (a) erreicht ist. Wendet 
man 7'(a) auf a selbst an, so ergibt sich a T'(a) = PB; , (), wobei A von 7'(a) 
und damit von m und » abhingt. Aus (a*— a) 7'(a) = DB” (a) — . (a) folgt 
PB (a) =f; , (@) modulo (a?— a) und daraus, wegen der Induktionsannahme, 
B* (a) = a modulo (a? — a), q. e. d. 

DaB F (a) = (a*— a) die Eigenschaft (2) besitzt, folgt sofort aus (a + 6)? — 
— (a+ 6) =a?—a+ab+ ba+ — DCF (a) + (6). Das zu a+F (a) = (a? —a) 
gehérende Radikal sei B (0) genannt: 

Definition 2: Das B-Radikal B(o) eines Ringes 0 besteht aus allen Ele- 
menten a aus 0 mit der Eigenschaft bc (b? — b) fiir alle b aus (a). 

Nach dem Lemma enthilt B (0) das Nilradikal W (0) aus § 1. Andererseits 
ist B (o) in dem Radikal S (0) von SmiLzy enthalten, da S (0) die Zuordnung 
a+ ({ax— x+ ya — y; x, yCo}) zugrunde liegt, die man nur durch zx = a, 
y = 0 auf a-— (a*— a) zu spezialisieren braucht. Also 

Satz 6: W (0)¢ B(o0)CS (0). 

Da fiir ein Idempotent e = e? das Ideal F (e) = 0 ist, gilt 

Satz 7: B (0) enthalt kein Idempotent e + 0. 

Diesen Satz kann man mitunter benutzen, um B (o) = 0 fiir einen Ring o 
zu zeigen (s. § 4) und auch beim Beweis von 

Satz 8: Fiir potenzassoziative Algebren®) endlichen Ranges iiber dem Grund- 
kérper K ist B(o) gleich dem Nilradikai W (0). Zu zeigen ist nur noch, daB 
aus c( W (o) folgt c{ B(o). Wenn cd W (0), dann ist (c) kein Nilideal, also 
existiert ein ac (c), das nicht nilpotent ist. Die Potenzen a, a’, a*,... er- 
zeugen eine assoziative Unteralgebra 2 von 0, da o als potenzassoziativ voraus- 
gesetzt war. Der folgende Hilfssatz 2 garantiert die Existenz eines idempo- 
tenten Elementes e + 0 in 2% ¢(c), woraus man dann nach Satz 7, da B (o) 
Ideal ist, auf c¢ B (0) schlieBt. 

Hilfssatz 2: Wenn die Potenzen eines nicht nilpotenten Elementes a eine 
assoziative Algebra X endlichen Ranges iiber dem Grundkérper K erzeugen, 
enthilt UA ein Idempotent e + 0. 

Beweis: Zwischen den Potenzen von a besteht eine lineare Abhingigkeit 


A,a"+ Anya" 1+ coe A,a’ = 0 
mit r > 1. Man kann A,+ 0 annehmen und nach a’ auflésen. So erhalt man 
a’ = (B,-,a"-"+ +--+ B,a)a’. 
Daraus folgt durch vollstandige Induktion nach k 
a’ = (B,-,a"-*+ +--+ B,a)tar. 
Insbesondere erhalt man fiir k = r, wenn 
e = (B,-,a"-"+ +--+ Ba)’ 


'*) Avperr [1]. 
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gesetzt wird, e-a’= a’, also e-at*!= a"*!,..., e-a*=a* fir alles2>r. Bei 
der Ausmultiplikation der r-ten Potenz in dem Ausdruck fiir e treten nur 
Monome in a mit Exponenten zwischen r und r (n — r) auf. Sie alle werden 
bei Multiplikation mit e reproduziert. Also ist ee = e ein Idempotent von , 
das ungleich Null ist, weil sonst a’ = e a= 0 wire. Q. e.d. 

Die Voraussetzung der Potenzassoziativitat ist fiir Satz 8 wesentlich, wie 
das Beispiel 4. in §4 zeigt. Andererseits sieht man an Ringen aus der alge- 
braischen Geometrie (§ 4, Beispiele 1., 2., 5.), daB auch nicht immer B (0) 

S (0) ist. 

Mit der Bezeichnung J (o) fiir das Radikal von JacossEn [2] gilt der 

Satz 9: In assoziativen Ringen mit Minimalbedingung fiir Rechtsideale sind 
die Radikale W (0), J (0), B (0) und S (0) einander gleich. 

Beweis: W (0) = J (0) folgt nach Jaconson [2], Satz 9, aus den Voraus- 
setzungen. —- Wegen Satz 6 geniigt der Nachweis von S (0) ¢ W (0). Nun 
zieht die Minimalbedingung fiir Rechtsideale in 0 ihre Giiltigkeit in o/W (o) 
nach sich. Wegen W (o0/W (0)) = 0 ist 0/W (0) direkte Summe einfacher Ringe 
mit Einselementen®), also S (o/W (o)) = 0%). Da das Bild S (0)/W (0) von 
S(o) beim Homomorphismus o-+0/W (0) in S(o0/W(o))=0 liegt, mub 
S (0) C W (0) gelten. Q. e. d. 

DaB fiir assoziative und kommutative Ringe schlieBlich B (0) = S (0) 
= J (o) richtig ist, wird in § 3, Satz 13, gezeigt werden. 

Nach Satz 4 ist B (o) der Durchschnitt aller groBmodularen Ideale a von o. 
Was bedeutet der Ausdruck ,,groBmodular“ bei der F-Zuordnung a- F (a) 

(a?— a)? Wenn a groBmodular ist, existiert ein c ( a mit (c?— c) Ca, wobei 
jedes Oberideal von a das Element c enthalt. Folglich ist beim natiirlichen 
Homomorphismus von 0 auf o/a das Bild = von c idempotent, und jedes Ideal 
i + 0 von o/a enthalt € +0. Wenn, umgekehrt, der Restklassenring o/a ein 
Idempotent ¢ = ¢?+ 0 besitzt, das den Durchschnitt aller von 0 verschie- 
denen Ideale erzeugt, ist a groBmodular beziiglich jedes der Urbilder c von é, 
da c?— cC a und ¢ Ca gilt und jedes echte Oberideal von a ein von 0 verschie- 
denes Ideal als Bild in o/a hat. Das kann man zusammenfassen zu dem 


Satz 10: B(o)=Na,, 


wobei a, diejenigen Ideale von 0 durchliuft, fiir die o/a,= t, ein Idempotent e, be- 
sitzt, das den Durchschnitt aller von 0 verschiedenen Ideale von t, erzeugt. 

Der Index 1 dient dabei nur zur Unterscheidung der 2%, voneinander, soll 
aber nicht deren Abzahlbarkeit andeuten. 


§ 3. Darstellung eines B-halbeinfachen Ringes als subdirekte Summe. 


Da die Zuordnungsvorschrift a F (a) = (a?— a) die Eigenschaft (#) aus 
§ 2 besitzt, gilt nach Satz 5 der 

Satz 11: Der Restklassenring von 0 nach seinem Radikal Bo) ist B-halb- 
einfach, d. h., sein B-Radikal ist Null. 


*) VAN DER WAERDEN [1], Kap. 16. 
1°) Smicey [1], Satz 8, Benrens [2], Satz 10. 
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Fiir halbeinfache Ringe la8t sich die Aussage von Satz 10 mittels des Be- 
griffes einer subdirekten Summe”) interpretieren. Aus 0 = fa, folgt, daB 
nicht nur jedem a aus o eine Restklasse a, in o/a, entspricht, sondern auch 
umgekehrt a durch diese Komponenten a, in den einzelnen t,= 0/a, oder, 
wie man sich auch ausdriicken kann, durch seine ,,.-Komponenten“ eindeutig 
bestimmt ist. Die Komponenten a, legen dabei nicht nur a fest, sondern be- 
herrschen auch das Rechnen mit den Elementen aus 0, da ja {a + 6], = a,+ 6, 
und [a- 6],= a, }, fiir alle t richtig ist. Man sagt: o ist die subdirekte Summe 
der t,, 0=@r,. Dabei braucht keine direkte Summe vorzuliegen, d.h., 
wenn zu jedem t ein Element aus r, vorgeschrieben ist, braucht noch kein 
Element a in 0 zu existieren, das in jedem r, gerade das vorgegebene Element 
zur t-Komponente hat; auch dann nicht, wenn in o Idealkettenbedingungen 
erfiillt sind (s. § 4, Beispiel 2). Dagegen entspricht es dem Begriff einer sub- 
direkten Summe, daB jedes einzelne Element aus r, mindestens einmal als 
.-Komponente eines Elementes aus 0 auftritt. Letzteres liegt daran, daB beim 
Homomorphismus 0 + 0/a,= tr, jede Restklasse mindestens ein Urbild in o 
besitzt. 

Die in Satz 10 auftretenden Ringe r, sind subdirekt irreduzibel; dabei 
heiBt ein Ring r bekanntlich subdirekt irreduzibel, wenn in jeder Darstellung 
t= OX, mindestens ein NR, isomorph zu r ist (wenn © R, also keine ,,echte“ 
Aufspaltung bedeutet). Zu dieser Definition gehért das 

Kriterium: Ein Ring t ist dann und nur dann subdirekt irreduzibel, wenn 
in ihm der Durchschnitt m aller von Null verschiedener Ideale ungleich Null ist. 

Beweis: 1. Aus t = G@ Rx folgt r/b, = R,, wobei das Ideal 6, in r aus den 
Urbildern des Nullelementes von R, beim Homomorphismus von r auf R, be- 
steht. Ferner muB f b,=0 sein, damit jedes Element aus rt durch seine 
x-Komponenten eindeutig bestimmt ist. Wenn nun m + 0 ist, zieht 1b, = 0 
die Existenz von mindestens einem 6,+ 0 und damit die Isomorphie tr = R, 
nach sich. Also ist rt subdirekt irreduzibel. — 2. Wenn der Durchschnitt m 
aller von Null verschiedener Ideale i, von 0 gleich Null ist, so gehért nach dem 
zu Anfang dieses Paragraphen Gesagten zu fi, = 0 die Darstellung r = © r/i,, 
in der kein Summand r/i, isomorph zu rt ist. Q.e.d. 

Nach Satz 10 ist daher ein B-halbeinfacher Ring 0 eine subdirekte Summe 
subdirekt irreduzibler Ringe r,, deren Minimalideale m, je von einem Idem- 
potent e,+ 0 erzeugt werden. Davon gilt nun auch die Umkehrung: 0 sei sub- 
direkte Summe solcher Ringe t,. Dann ist zunichst jedes r, B-halbeinfach, weil 
B(t,)+0 nach sich ziehen wiirde B (t,) 2m,>e,= e,2, was Satz 7 widerspricht. 
Weiter ist jede subdirekte Summe 0 B-halbeinfacher Ringe rt selbst B-halbein- 
fach. Die t-Komponente [b], eines Ideales b von o besteht naimlich aus den 
Komponenten b, aller bb. Da sich die Rechenregeln beim Homomorphismus 
von 0 auf r, iibertragen, ist [ B (o)), ein Ideal in r,, dessen simtliche Elemente 6, 
F-regulir sind, b,c (6? — b,), wobei ( _) jetzt die Idealbildung in r, be- 
zeichnet. Also ist [B(o)], ¢ B(t,) = 0 fiir alle 1, also B(o) = 0. Mit dieser 
Umkehrung ist auch bewiesen der 


“) Brown and McCoy [2]; Jacosson [2]; Benrens [2], 8. 29. 
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Satz 12: Ein Ring ist dann und nur dann B-halbeinfach, wenn er sub- 
direkte Summe subdirekt irreduzibler Ringe ist, deren Minimalideale von Idem- 
potenten erzeugt werden. 

1. Korollar: Ein subdirekt irreduzibler Ring ist dann und nur dann B-halb- 
einfach, wenn sein Minimalideal von einem Idempotent erzeugt wird. 

2. Korollar: Hin einfacher Ring © ist entweder B-halbeinfach und enthélt 
ein von Null verschiedenes Idempotent oder er ist ein B-Radikalring. 

Beweis: Entweder ist B(o) = 0, d.h. o ein B-Radikalring, oder es ist 
B (o) = 0. Da nun in einem einfachen Ring o der Durchschnitt aller von Null 
verschiedenen Ideale der Ring 0 selbst ist, ist nach dem obigen Kriterium 0 
subdirekt irreduzibel, enthalt also nach dem 1. Korollar ein Idempotent e + 0. 

Den Satz 12 kann man benutzen, um eine in §2 im AnschluB an Satz 9 
gemachte Bemerkung zu beweisen, nimlich den 

Satz 13: In assoziativen und kommutativen Ringen ist B (0) = S (0) = J (0). 

Beweis: 1. S(o) = J (0) folgt aus der Gleichheit der Zuordnungsvor- 
schriften von Jacopson [2] a F (a) = {ax — x; xC 0} und von Smmey [1] 
a F (a) = ({{ax— x+ ya— y; x, yCo}) im kommutativen und assozia- 
tiven Falle. 2. Ein subdirekt irreduzibler, kommutativer und assoziativer 
Ring rt mit B(r) = 0 ist einfach mit Einselement. Ware nimlich das das 
Minimalideal m von rt erzeugende Idempotent e nicht Einselement von r, 
so existierte in tr ein Element a mit e-a—a+0, also wire auch das von 
e-a— a erzeugte Ideal (e-a — a) + 0 und damit ec mC(e-a—a). Folglich 
wire e = eax — az, und e = e? wiirde, zusammen mit der Assoziativitaét der 
Multiplikation, e = 0 nach sich ziehen. Die B-halbeinfachen Ringe sind daher 
nach Satz 12 die subdirekten Summen einfacher Ringe mit Einselementen, 
also die S-halbeinfachen Ringe'*). Folglich ist B(o) = S(o). Q.e.d. 

Satz 14: Die \-Komponenten eines Minimalideales eines B-halbeinfachen 
Ringes 0 in der Darstellung 0 = Gt, von Satz 12 werden von Idempotenten e, 
in den t, erzeugt. 

Beweis: 6 sei ein Minimalideal in 0 und [6], seine t-Komponente in r,. 
Da o subdirekte Summe der r, ist, entspricht dem Minimalideal m, eines festen 
t, mindestens ein Ideal m“ von 0, dessen t-Komponente [m],= m, ist. 
Falls (6),+ 0, ist m,= m,q [6],= [m@ 7b], = [6],, denn [m“ -\b], + 0 zieht 
m® 7-\b + 0 nach sich, und dies wieder m“ ->\b = b, da 6 minimal ist. Nach 
Satz 12 wird m, und daher [6], von einem Idempotent e, erzeugt. Falls [6], = 0 
ist, wird [6b], von 0 = 0? erzeugt. 


§ 4. Beispiele. 


Die folgenden Beispiele zeigen die besondere Bedeutung der Idempotente 
in der Ringtheorie. Erstens namlich kann man nach Satz 7 die B-Halbeinfach- 
heit eines Ringes 0 mitunter dadurch beweisen, daB man in jedem von Null 
verschiedenen Ideal von o die Existenz eines Idempotentes e + 0 zeigt, und 
zweitens fiihrt bei B(o) = 0 jedes Idempotent e auf einen subdirekt irre- 
duziblen Summanden von 0: aus F (e) = (e®— e) = 0 folgt nimlich, daB das 


18) SMILEY {1], Satz 8, Benrens [2], Satz 10. 
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Nullideal von 0 modular ist beziiglich ¢, also ist das maximale e nicht enthal- 
tende Ideal a, groBmodular beziiglich e und damit o/a, subdirekter Summand 
r, von 0 (vgl. die Saétze 4 und 12). 

1. Ein subdirekt irreduzibler, B-halbeinfacher Ring o ist nach dem ersten 
Korollar zu Satz 12 bereits die Algebra mit der Basis C, Q und den Multi- 
plikationsregeln C?=C, Q@= Q, CQ=QC=2Q (Kurve C mit Doppel- 
punkt @ in der algebraischen Geometrie, BeHrEens [1] und [2], §5). Die 
Elemente von o sind y C+ @Q, und {oe Q} = m ist das einzige echte Ideal 
in 0, es wird von Q = Q erzeugt, denn mit yC enthilt ein Ideal a auch 
2Q=y"'Q-yC und mit yC + eQ=a aucha-C = yC +20 Q, also wieder 
Q. Das Smitey-Radikal S (o) ist dagegen m, da 9p Q= 0 Q-C — 0 Q ist. 

2. Ebenfalls B-halbeinfach ist nach Satz 7 die Algebra der y C + 0,Q,+ 
+ 02Q, mit C?= C, Q? = Q;, C-Q;= Q;-C=2 Q,, Q: O22 = Q.° O, = 0 (KurveC 
mit zwei Doppelpunkten Q,, Q,). Mit a = yC + 0,Q,+ 02Q, liegt namlich 
im Ideal a von o das Produkt a-C = yC+2 0,Q,+2 0, Q, und damit 
a:-C —a=0,Q,+ 02Q:, also auch das Idempotent (a- C — a) - 07 'Q,;= Q,, 
falls 9;+0. Wenn aber 9,= 0, = 0, also a= yC ist, enthalt a beide Q, 

Mey; 'Q,-a. Dieser Ring ist zwar B-halbeinfach, aber subdirekt reduzibel, 

weil sowohl {0,Q,} als auch {0,Q,} minimale Ideale in o sind. Das groB- 
modulare Ideal zu Q,= Q7 ist a,= {0,Q,}, weil jedes Oberideal 6 von a, ein 
y C + 0,0, + @2 Q, mit y + 0 oder 9, + 0 und damit auch Q, enthilt (s. oben). 
Analog ist a = {o,Q,} groBmodular beziiglich Q,. Wegen a,/\a, = 0 ist 
o=t,+1,, wobei r,= 0/a, ist und die Restklassen von t,= 0/a, sich durch 
y C + 02Q, bzw. die von t, = 0/a, sich durch y’C + 0, Q, reprisentieren lassen. 
Die Summe r, + ft, ist nur subdirekt und nicht etwa direkt, weil es zu y C + 
+ 0,.Q.=17, und y’C + 0,Q,= 17, kein a in o gibt, dessen r,-Komponente 
gleich r, und dessen r,-Komponente gleich r, ist, falls y + y’ vorgegeben wird. 
Auch zeigt dieses Beispiel, daB die Umkehrung von Satz 14 nicht richtig ist, 
da8 also nicht jedes Ideal in 0, dessen simtliche t-Komponenten von Idem- 
potenten e, erzeugt werden, selbst minimal zu sein braucht. {0,Q,+ 02Q3} 
ist nimlich ein Ideal mit diesen Eigenschaften und nicht minimal. — Nach 
Beurens [2] Korollar zu Satz 13, ist S (0) = {0,Q,+ 02Q,} + 0. 

3. Ein einfacher, B- aber nicht S-halbeinfacher Ring ist die von Smmey [1] 
behandelte Algebra 0 der ae + Bu mit e=e, e-u=u, u-e=0, wee, 
o ist einfach, da mit dem Element a = ae + fu im Ideal a, falls £8 + 0 ist, 
auch 6~'w-a=eund daher auch e- wu = win a liegt und da anderenfalls a mit 
a=ae auch a-'e-a=e und e-u=u enthilt. Nach dem 2. Korollar zu 
Satz 12 ist wegen e = e?Co der Ring o B-halbeinfach, aber nicht S-halb- 
einfach, da es kein Einselement gibt. 

4. In den Beispielen 1., 2. und 3. ist B (0) = W (0) und ebenso, nach Satz 8, 
in allen potenzassoziativen Algebren endlichen Ranges. Das braucht aber 
nicht immer so zu sein, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt. 0 sei die Algebra 
mit der Basis a, a?, u und den Multiplikationsregeln 


a-a=a,a-a@=a*a=—ja+ fa’, a a= —a+ 2a’, 
a-u=a,u‘a=0,au=-a+a%,u-a=0, wW=a., 
Mathematische Annalen. 127. 30 
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Auf diese Algebra bin ich folgendermaBen gefiihrt worden: Wenn man 
versucht, im Hinblick auf den zum Beweis von Satz 8 abgeleiteten Hilfssatz 2 
eine Algebra 2% zu konstruieren mit a, a? als Basis, a nicht nilpotent und % 
ohne ein echtes Idempotent, so ergibt sich durch den Ansatz e = aa + fa?® 
und Koeffizientenvergleich in e?=e als im wesentlichen einzige Méglichkeit 
die Algebra 21 mit den Multiplikationsregeln der ersten Zeile der obigen Ta- 
belle. Da8B 2 kein echtes Idempotent enthilt, kann man natiirlich auch nach- 
triiglich leicht verifizieren. — Ubrigens sieht man, daB % als einziges echtes 
Ideal m das nilpotente Ideal der {A (a? — a)} besitzt. 2 ist also subdirekt irredu- 
zibel mit W (21)+-0. — Die Hinzunahme eines weiteren Basiselementes u dient 
nun dazu, eine Algebra o zu konstruieren, die {x a+ £ a*} = a als einziges 
echtes Ideal enthalt. Dann ist o einerseits subdirekt irreduzibel, andererseits 
gibt es nach dem obigen in a kein echtes Idempotent, da a als Ring zu  iso- 
morph ist. Also ist, nach dem 1. Korollar zu Satz 12, B(o)+0. Dagegen 
ist das Nilradikal W (o) = 0, da das einzige echte Ideal a das nicht nilpotente 
Element a enthalt. — Als vielleicht etwas komplizierter bleiben nachzutragen 
die Beweise dafiir, daB 1. a nicht nilpotent und 2. a das einzige echte Ideal 
in o ist: ad 1. Der Nachweis beruht auf der Erkenntnis Br (a) = — Fa+ 
+ (€ + 1) a? fiir alle n und » und zu n, » passendem &. Fiir n = 1, 2, 3 steht 
das in der Multiplikationstabelle fiir o. Nun ist $B” (a) = PB; (a) -B* (a) mit 
1<l,m<n-— 1 (s. den Beweis des Hilfssatzes 1). Nach Induktionsannahme 
ist daher 

Pr (a) = (— a+ (F + 1) a?) -(— na+ (yn + I) a?) 
-(- > (E+ n) + L)a+(- aa +) + 2)a? 
=—fCa+(0+l1)a*, qg.e.d. 

ad 2. Wenn 6= aa+ fa*?+ yu+0 im Ideal 6 von o auftritt, fiihrt eine 
Fallunterscheidung auf b2a und damit zur Behauptung, denn jedes Ober- 
ideal von a enthilt trivialerweise u und ist daher gleich 0. Wenn y = 0, aber 
a+ B+0, ist b= aa+ Pa*q{A(a*—a)}, dem nach dem oben Gesagten 
einzigen Ideal von o, wenn man a als Ring auffaBt. Daher liegen mit einem 
solchen 6 auch a und a? in 6, also aC b. Wenn zweitens y = «+ f = 0, also 
b = a (a — a?) ist, gehdren auch b- (— a-'u) = a? und a? (— 2a) =a — 3a* 
und damit a und a? zu 6, also aCb. Wenn schlieBlich y + 0 ist, enthalt 6 
mit 6 auch y~'u - 6 = a, daher a* und somit ganz a. 

5. Die Bedeutung der Darstellung eines Ringes 0 als subdirekte Summe 
der Ringe r, aus Satz 12 sei noch am Beispiel des Ringes der algebraischen 
Kurven und Punkte in der Ebene erlautert'*). o besteht dabei aus allen 
Linearkombinationen »* y,C,+ > 0, P, von irreduziblen algebraischen Kur- 


ven C, und Punkten P,, zu je endlich vielen, mit Koeffizienten y,, 0, aus einem 
Kérper K. © ist also eine Algebra unendlichen Ranges iiber K, in der die 


Multiplikation der Basiselemente so erklart ist: 
Cr oe C. ? PY el P, re P,= 0, C, P,= C.= u (C,; P, P,) P., 


a” 


13) BenRens [2], § 5. 
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wobei yu (C,- P,, P,) die Vielfachheit des Punktes P, auf C, ist (evtl. u = 0), 


und 


C,°C,= 0, C,= XY uw (C,-C, P,) P,, 


” 
, 


wobei die P, die endlich vielen Schnittpunkte von C, mit C, und yu (Cg: C,, P,) 
deren Multiplizitaten sind. Dieser Ring 0 ist nicht assoziativ™). 

o ist B-halbeinfach; Beweis durch die Angabe mindestens eines Idem- 
potentes in jedem Ideal 6 von o (Satz 7): Wenn 

b>b= Lo, P+ 0, ist oj 1P,-b= P,= P?c b. 
Wenn aber 656 = 2 y,C_+ Lo, P, mit y, + 0, ist 
C= ¥; 1C,-b=C,+ Loa,P,cb, 
wobei entweder c = c® ein Idempotent in b oder c + c? ist. In letzterem Falle 
enthilt 6 aber auch c — c?= 2Y't,P,+0 und damit ein P,= P?. 

Aufstellung des zu dem Idempotent P, gehérenden groBmodularen 4q,: 
In die Idealbasis von a, werden aufgenommen alle Punkte P,+ P, und alle 
Kurven C,, auf denen P, nicht liegt. Nach den Multiplikationsregeln von o 
enthalt das von diesen Elementen erzeugte Ideal sicher nicht den Punkt P,, 
wie man auch addiert und multipliziert. Da8B auch keine weiteren Elemente 
in a, vorhanden sind, laBt sich so begriinden: Wiirde in a, eine Linearkom- 
bination a = X y,C,+ 2 0, P, liegen, in der eine durch den Punkt P, gehende 
Kurve, etwa C,, auftritt, so lagen in a, auch b = 2 y,C, + 0, P,; (da alle P,+ P, 
in a,) und c= y;'C,-b=C,+2,P,. Hierin wire 2,+0, weil sonst 0 
+ u(P,-C,, Py) Py= Py: Cy, Ca. Nun ist C,-¢ = C,+ 2° u (Py: C,, P;) Py, woraus 
u(P,: Cy, P) = 1 folgt, weil sonst 0 + 2, (u— 1) Py= C,-¢ —cCa,. P, wire 
also einfacher Punkt von C,. Ferner miiBte 2,= —1 sein, weil sonst 0 
+ (1+2,) Pj=c-P,Ca,. Zum Nachweis, da auch C,— P, Cc a, unméglich ist, 
mu8 man die Voraussetzung beachten, daB in 0 die Linearkombination aller 
algebraischen Kurven und Punkte der Ebene auftreten, insbesondere also 
auch die Tangente 7' an C, im Punkte P,, die C, dort von der Ordnung N 2 2 
beriihren mége. Dann wire 0 + 7' (C,— P,) = (N — 1) P, Ca, q. e. a. 

Die zu den iibrigen Punkten P, der Ebene gehérenden a, sind analog 
gebaut. Der Durchschnitt fa,, erstreckt tiber alle P,, ist natiirlich null, 
denn in jeder Linearkombination aus f) a, tritt mindestens ein ”, oder min- 
destens eine Kurve C auf, die wieder durch einen Punkt, etwa durch P. 
geht. Eine solche Linearkombination lage aber nicht in a,, erat recht also nicht 
in f\a,. Nach §3 ist daher o subdirekte Summe der subdirekt irreduziblen 
Ringe t,= o/a,. Die Struktur der r, ist schnell aufgeklirt: Jedes r, ist iso- 
morph einer Algebra %,, als deren Basiselemente c, man die Bilder der durch P , 
gehenden Kurven C, und auBerdem das Bild p, des einen Punktes P, nehmen 
kann. Ihre Multiplikation ist durch 


C=C, P= Py % P= P,¢,= u(P,C, P)p, 
C,°C,= C,°C,= fl (C,: Cy P) P, 


4) BEHRENS [1], § 5. 
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erklirt. Das minimale Ideal von %, besteht aus {9 p,} und wird von dem 
Idempotent p, erzeugt. Man kann also sagen: 

Der durch die Schnittmultiplizitaéten der irreduziblen algebraischen Kurven 
und Punkte der Ebene erklirte Ring ist B-halbeinfach. Er laBt sich als 
subdirekte Summe subdirekt irreduzibler Ringe r, darstellen, die jeweils die 
Schnittmultiplizitaten der Kurven und ihre Vielfachheiten beziiglich eines 
festen Punktes P, beschreiben. 
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Einleitung 


Eine Algebra © iiber einem K6rper A, bei der die 1. und 2. regulire Dar- 
stellung von © in A dquivalent sind, nennt man Frobeniusalgebra. Die Be- 
zeichnung erinnert an die Tatsache, das G. Frospentus die Grundlage fir 
eine Theorie derartiger Algebren gegeben hat. 

Als Ausgangspunkt fiir die neueren Untersuchungen iiber Frobenius- 
algebren kann ein Kriterium von R. Braver und C. Nessirr angesehen 
werden [1,12]. Es besagt, daB eine Algebra @/A dann und nur dann Fro- 
beniusalgebra ist, wenn ©, aufgefaBt als Vektorraum iiber A, eine Hyper- 
ebene besitzt, die kein von Null verschiedenes Rechts- oder Linksideal von G 
enthalt (d. h. eine nichtsingulire Hyperebene). Diese Bedingung erlaubt auch 
eine abbildungstheoretische Fassung, die fiir das folgende wesentlich ist. Jede 
Hyperebene von © kann als Kern einer operatorhomomorphen Abbildung 
von © auf A gedeutet werden, wobei G als Modul mit A als zweiseitigem 
Operatorenbereich zu betrachten ist. Dann besagt die Bedingung des Kri- 
teriums, daB es eine zweiseitig A-operatorhomomorphe Abbildung von © auf 
A gibt, bei der kein von Null verschiedenes Rechts- oder Linksideal von G 
auf Null abgebildet wird». Bei dieser Fassung geht nicht mehr ein, daB @/A 


1) Auf diese Fassung und die Verallgemeinerungsmiglichkeit des angegebenen Kri- 
teriums fiir den Fall eines Schiefkérpers A machte mich F. K. Scamp aufmerksam. 
Fiir das Interesse am Fortgang dieser Arleit und einige Hinweise méchte ich ihm sowie 
T. Nakayama, der eine erste Fassung der Arbeit durchsah, vielmals danken. 
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eine Algebra ist. Es liegt dann nahe, beliebige Ringe G zu untersuchen, die 
einen derartigen Operatorhomomorphismus auf einen Unterring A besitzen. 
Solche Ringerweiterungen G@/A sollen hier als Frobeniuserweiterungen bezeich- 
net werden, falls A noch gewissen Voraussetzungen geniigt*). Das Ziel 
dieser Arbeit ist es, die Grundlagen fiir eine Theorie der Frobeniuserweite- 
rungen zu geben. 

Mit Hilfe der abbildungstheoretischen Fassung des Kriteriums lassen sich 
eine Reihe von Sitzen itiber Frobeniusalgebren fast unmittelbar auf den Fall 
ausdehnen, daB © eine Frobeniuserweiterung eines Schiefkérpers A ist. Das 
beruht auf der Tatsache, daB dann @/A, ebenso wie bei einem kommutativen 
Skalarenkérper, einen Vektorraum im iiblichen Sinne darstellt. Hier soll die 
Theorie ohne diese Beschrinkung entwickelt werden und dies ist unter sehr 
allgemeinen Voraussetzungen iiber A méglich. Es wird nur gefordert, daB der 
Ring A ein 1-Element besitze, der Minimalbedingung fiir Links- und Rechts- 
ideale geniige und daB der Rechtsannullator A,(3,), bzw. der Linksannullator 
A,(3,) eines jeden echt in A enthaltenen Linksideals 3, bzw. Rechtsideals 5, 
von Null verschieden sei: 

A,(3,) +0, A,(5,) + 0. 
Diese Voraussetzungen sind z. B. bei halbeinfachen Ringen oder — allge- 
meiner — bei quasi-Frobeniusringen erfillt. Der Rang von @/A wird nicht 
als endlich vorausgesetzt, doch wird auf den endlichen Fall das Hauptgewicht 
gelegt. Die Eigenschaften von Frobeniuserweiterungen unendlichen Ranges 
werden hier nur soweit beriicksichtigt, als sie sich mit den fiir den endlichen 
Fall entwickelten Methoden herleiten lassen. 

Wir beginnen im ersten Kapitel damit, eine Theorie der skalaren Produkte 
in Vektorriumen iiber derartigen Skalarenringen A zu entwickeln. Dies er- 
folgt im AnschluB an E. Wrrr und F. K. Scumrpr [14, 13], wo entsprechende 
Uberlegungen fiir Skalarenkérper bzw. Schiefkérper durchgefiihrt werden. 
Hier wird gezeigt, daB ein Links- und ein Rechtsvektorraum iiber A, die 
durch ein ,,regulires‘‘ skalares Produkt miteinander verkniipft sind, stets 
zueinander orthogonale Basen enthalten. Dieses Ergebnis und die daraus 
flieBenden Folgerungen bilden die Grundlage fiir alle weiteren Uberlegungen. 

Darauf aufbauend kénnen im zweiten Kapitel die Eigenschaften von 
Frobeniuserweiterungen untersucht werden. Wir wollen hier nur auf einige 
der dabei gewonnenen Ergebnisse hinweisen. Wesentlich ist die Tatsache, 
daB auch jetzt ein Kriterium besteht, welches dem anfangs angegebenen fiir 
Frobeniusalgebren entspricht. Auf Grund dieses Kriteriums kann u.a. ge- 
zeigt werden, daB eine Ringerweiterung endlichen Ranges @/A dann und nur 
dann Frobeniuserweiterung ist, wenn der Endomorphismenring des als 
A-Linksmodul betrachteten Ringes G Frobeniuserweiterung von @” ist). 


*) Davon sind Frobeniusringe und quasi-Frobeniusringe zu unterscheiden, die von 
T. Nakayama eingefiihrt und bisher vielfach untersucht worden sind. Im Falle einer 
Algebra G/A fallen die Begriffe Frobeniusalgebra, Frobeniusring und Frobeniuserweite- 
rung zusammen. 

*) S" bezeichne den durch die Elemente von © als Rechtsmultiplikatoren von © er- 
zeugten Endomorphismenring. 
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Dieses Ergebnis erméglicht es, eine Beziehung zwischen Frobeniuserweite- 
rungen und galoisschen Erweiterungen sehr allgemeiner Art herzustellen. 
Darunter fallen z. B. alle galoisschen Erweiterungen endlichen Ranges bei 
Schiefkérpern. So kann gezeigt werden, daB der Endomorphismenring einer 
galoisschen Erweiterung @/A Frobeniuserweiterung iiber G* ist, und nach dem 
vorher erwahnten Ergebnis ist dann auch @/A Frobeniuserweiterung. Dies 
schlieBt z. B. ein, daB die beiden reguliren Darstellungen von © in A Aqui- 
valent sind *). 

Im dritten Kapitel werden schlieBlich die Eigenschaften von Frobenius- 
erweiterungen herangezogen, um einen Reduzibilitaitssatz zu beweisen, der 
eine allgemeine Fassung des Satzes von Mascukz iiber die vollstandige Redu- 
zibilitat eines Gruppenrings darstellt. Es handelt sich um eine Weiterfiihrung 
der Uberlegungen von W. Gascuiitz aus [3]. Die Grundlage hierfiir bildet 
eine neue Definition der von W. GascuiiTz in [3] eingefiihrten reguldren Fr- 
weiterungen. Diese Definition erméglicht es, die wesentlichen Eigenschaften 
der Frobeniuserweiterungen in sehr iibersichtlicher Weise heranzuziehen und 
fihrt auch in dem von W. GascuttTz behandelten Fall zu einer Vereinfachung 
des Beweises. 


I. Skalare Produkte. 


1. Voraussetzungen. 


Es sei A ein Ring mit 1-Element und Minimalbedingung fiir Links- und 
Rechtsideale. Ist 3 eine Menge von Elementen aus A, so bezeichne A,(3) 
bzw. A,;(3) den Rechts- bzw. Linksannullator von 3 in A. Gilt fiir jedes echt 
in A enthaltene Linksideal 3, und jedes echt in A enthaltene Rechtsideal 3, 
(1) A,(3,) + 0, A,(3,) + 0, 
so nennen wir A einen S-Ring*). 

Wir weisen darauf hin, daB selbstverstiindlich nicht jeder Ring mit 1-Ele- 
ment und Minimalbedingung S-Ring ist*). 

Geniigt jedes Linksideal 3, und jedes Rechtsideal 3, von A einer Gleichung 


(2) A A,(3;)) = 3, A(Ai(5,)) = 3,, 


*) Von T. Nakayama wurde ein Zusammenhang zwischen Frobeniusringen und galois- 
schen Erweiterungen vermutet. In dem KongreBbericht [10] “On two topics in the 
structural theory of rings (Galois theory of rings and Frobenius algebras)“ schreibt T. Na- 
KAYAMA zu Beginn: “The topics are rather different from each other’, schlieBt dann aber 
mit den Worten: “It seems to the writer that our topics possess a somewhat deeper con- 
nection with each other than was said in the beginning.”’ Diese Vermutung hat durch 
unser Ergebnis ihre volle Bestatigung gefunden. 

’) Diese Bezeichnung erfolgt im Hinblick auf die spitere Verwendung der S-Ringe 
als Skalarenringe. ’ 


a0) . 
*) Zum Beispiel ist der Ring M aller Matrizen (} -) mit Elementen a, b, c aus einem 


0 
festen Kérper kein S-Ring. Das Rechtsideal 9, = (; 0) ist echt in M enthalten und geniigt 
der Gleichung A;(3,) = 0. 
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so heiBt A quasi-Frobeniusring [8]. Offensichtlich folgt (1) aus (2), d. h. jeder 
quasi-Frobeniusring ist S-Ring. Wir bemerken ferner, daB jeder halbeinfache 
Ring quasi-Frobeniusring ist. 

Eine additive, abelsche Gruppe 2 mit einem Ring A als Linksmultiplika- 
torenbereich bezeichnen wir als Linksvektorraum 2/A, wenn 2/A eine abzahl- 
bare Basis besitzt und das 1-Element von A Einheitsoperator von & ist. Fiir 
die Basis verlangen wir wie iiblich eindeutige Darstellbarkeit eines jeden 
Elements mit Koeffizienten aus A. Der Ring A soll dann auch als Skalaren- 
ring von 2 bezeichnet werden. Fiir die Dimension von 2/A wird (2: A), 
geschrieben. Jeder in 2 enthaltene Linksvektorraum 2'/A heiBt Unterraum 
von &. 

Hilfssatz 1: Die Dimension (2: A), ist unabhingig von der Basis eindeutig 
bestimmt. Ist 2’ ein endlichdimensionaler, echter Unterraum von 2, so gilt 
(2’: A), < (2: A). 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Remak-Krullschen Satz’). 
Die zweite Behauptung besagt in matrizentheoretischer Fassung, daB es im 
Ring aller quadratischen n-zeiligen Matrizen mit Matrixelementen aus A 
nur Nullteiler oder Einheiten gibt. Daraus entnimmt man auch sofort die 
folgende bekannte Tatsache: Ist (2: A),= n < oo, so ist jedes Erzeugenden. 
system der Lange n von 2/A eine Basis von 2/A. 


Die Vektoren [,, [,,..., € 2 heiBen linear unabhingig iiber A, wenn aus 
>» al,= 0, a,€ A 
a, = 4,= +--+ = 0 folgt. (Lin. unabh. also im strengen, nicht im modulth. Sinne.) 


Ist 2’ ein Unterraum von 2 und ist 2’ Summand in einer direkten Zer- 
legung von & als A-Linksmodul, so bezeichnen wir 2’ als direkten Unterraum 
von 2, 

Hilfssatz 2: Ist in der Zerlegung von 2 als A-Linksmodul 

L= Lor” 
2’ ein endlichdimensionaler direkter Unterraum von &, so ist auch 2’’ Unter- 
raum von &. 

Sei p,,..., 0, eine Basis von 2’/A und |,,1,,... eine Basis von 2/A. Be- 
zeichnet man mit 2, den durch |,,..., 1, aufgespannten Unterraum, so sind 
auf Grund der Zuordnung p,+>l,, (i = 1,...,) die Unterriume 2’ und &,, 
isomorph. Zufolge des Remak-Krullschen Satzes sind dann auch 2” und der 
durch 1,,4;, (+9, ... aufgespannte Unterraum operatorisomorph und daher ist 
2” Unterraum. 

Alles, was bisher fiir Linksvektorriume ausgefiihrt wurde, gilt sinngema8 
auch fiir Rechtsvektorraume %/A. 


2. Orthogonalisierungsverfahren. 


a) Seien nun 2/A ein Links- und &/A ein Rechtsvektorraum und es gebe 
eine Abbildung der Menge aller Paare |, r mit { ¢ 2 und r €Rin A 


Lr dred 
") Vgl. [2]. 
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mit folgenden Eigenschaften: 
+ l,0) =, + da), nt t)> = n> + Ur), 
{al.r=add»y, ira =Udopa, aca. 

Eine solche Abbildung nennen wir ein skalares Produkt von 2 und & in A. 

Diejenigen Vektoren [ € 2, fiir die <1, = 0 ist, d.h. die auf ganz RN 
senkrecht stehen, bilden einen A-Untermodul von 2, das Radikal 2*. Je 
nachdem, ob 2*= 0 ist oder nicht, heiBe das skalare Produkt linksreguldr 
oder linkssingulér. Ist das skalare Produkt linksregulir, so folgt also aus 
(l, R> = 0 die Gleichung {= 0. Ein skalares Produkt, das sowohl links- als 
auch rechtsregular ist, nennen wir reguldr. 

Ein einfaches Beispiel fiir regulire skalare Produkte erhilt man folgender- 
maBen: Seien 2 ein Links- und N ein Rechtsvektorraum gleicher Dimension 


iiber einem Ring A mit 1-Element. Es bezeichne |,, |,, . . . eine Basis von 2/A 
und f,, tf, ... eine Basis von R/A. Dann setze man 

: 0 fiiri +) > 4 

(3) (lists) = 85 =|) ging aj? I= 1,2,--.), 


d.h., man fasse die gegebenen Basen als Orthogonalbasen auf*). Die Regu- 
laritét des so definierten skalaren Produktes ist unmittelbar einzusehen. 

Grundlegend fiir das weitere ist die Tatsache, daB es umgekehrt zu jedem 
reguliren skalaren Produkt zweier Vektorriume iiber einem S-Ring als 
Skalarenring derartige Orthogonalbasen gibt. 

Satz 1: Hs seien 2 ein Links- und R ein Rechtsvektorraum iiber dem S-Ring A 
und <1, t) ein linksregulires skalares Produkt. Ist 2’ ein beliebiger Unterraum 
von 2, so gibt es einen Unterraum R’ von R, so daB in L’ und R’ zueinander 
orthogonale Basen existieren; dann ist (2’: A),= (R’: A),. 

Beweis: Es seien 0,,0,,... eine feste Basis von 2’/A. Dann gilt fir 
jedes v,: 
{0;, RN) = A. 

Jedenfalls ist <v;,R)> = 5, Rechtsideal von A. Nimmt man an, daB 9, ein 
echtes Rechtsideal von A sei, so Yibt es wegen (1) ein Element 0+a€ A 
mit a 3,= 0, also gilt auch 

a (v,,R> = (a v,,R) = 0. 
Daraus folgt a v;= 0 und dies ist fiir ein Basiselement pv, nur mit a = 0 méglich. 

Wir kénnen den Beweis nun in iiblicher Weise durch vollstandige Induktion 
fiihren. Den durch die Elemente p,, . . ., »,, aufgespannten Unterraum von 2’ 
bezeichnen wir mit 23. Wegen <v,,R) = A gibt os einen Vektor w,¢R mit 
{v,, ©,>) = 1. Wir nehmen nun an, da8 wir bereits eine Basis pv, = 0}, D9, . . ., 


D,—; von 2), besitzen mégen, zu der es Elemente w, = wij, W9, . . ., W),_; mit 
(4) (vj, w}> = b;, (f= 1,....2—-1) 
gibt. Sei 
, , ; ’ 
D,= D,— (P,; > _: mimes tae (Pn, Wp—1> Dn-1> 


*) Die Bezeichnung ,,Orthogonalbasen“ bedeute auch im folgenden stets, daB die 
Basen beziiglich eines gegebenen skalaren Produktes orthogonal seien. Wird diese Be- 
zeichnung bei Ringen benutzt, so bezieht sie sich also nicht auf die im Ring gegebene 
Multiplikation. 
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dann bilden pj, . . ., 0, eine Basis von 2). Ist (p,, w,) = 1, so gilt mit 
Wy, = D,— Wj <0}, W,) Me Wp—1 (Pp-1, w,) 
Gleichung (4) fiir i,j =1,...,”. Die Elemente wj,...,w, sind offenbar 


(rechts) linear unabhiangig tiber A und spannen daher einen Unterraum der 
Dimension n von R auf. Damit ist Satz 1 bewiesen. 

Ist 2’ eine Menge von Elementen aus &, so sei S,(2’) der zu 2’ senkrechte 
A-Untermodul von %. Entsprechend werde der zu einer Menge von Elementen 
aus ® senkrechte Untermodul von 2 bezeichnet. 

Man erhalt aus Satz 1 eine Reihe von Folgerungen: 

Folgerung 1°): Voraussetzungen wie in Satz 1. Ist 2’ ein endlichdimen- 
sionaler Unterraum von &, so gilt: 

(5) L = LOS (R’), R=ROS,(L’); 
(6) (2: A), + (S,(%’): A)p= (2: A),, (R’: A), + (S,(L’): A), = (R: A),; 
(7) 8,(S,(2’)) = 2. 


Beweis: Seien jetzt v,, ..., », und m,, . . ., w, die zueinander orthogonalen 
Basen von 2’ und ®’. Dann besteht fiir jedes | ¢ 2 die direkte Zerlegung 


t= 1+" 


mit 


n 
= > <I, w, v,¢ 2, (’=1-Ve 8,(R’). 
i=1 
Eine entsprechende Zerlegung existiert fiir die Elemente aus R. Damit ist 
(5) bewiesen. Da nach (5) 2’ direkter Unterraum von Q ist, ist nach Hilfs- 
satz 2 auch S,(R%’) Unterraum von 2 und dann folgt (6) aus (5). Sei nun 


f='+"¢ 8,(S,(2’)), 
so folgt (’’« S,(S,(2’)). AuBerdem ist aber { orthogonal zu Q’ und somit 
nach (5) zu ganz XR. Da nach Voraussetzung das skalare Produkt linksregular 
ist, folgt {’’ = 0, also gilt (7). Damit ist Folgerung 1 bewiesen. 

Sei jetzt 2 ein beliebiger Linksvektorraum iiber einem S-Ring A. Ver- 
steht man unter RN einen Rechts-Vektorraum gleicher Dimension itiber A, 
so kann man durch (3) ein linksregulires skalares Produkt zwischen 2 und R 
definieren. Ist nun 2’ ein endlichdimensionaler Unterraum von &, so ist, wie 
eben festgestellt, 2’ Summand in einer direkten Zerlegung 2 in zwei Unter- 
riume. Dieses Ergebnis, das auch an sich von Interesse ist, bezeichnen wir als 

Folgerung 2: Jst 2 ein Vektorraum iiber einem S-Ring A, so ist jeder endlich- 
dimensionale Unterraum 2’ von 2 Summand in einer direkten Zerlegung von 2 
in zwei Unterriiume: 


2 = L’@l”’, L”’ Unterraum. 


*) Diese Folgerung kann als Verallgemeinerung eines Satzes von E. Wirt ([14], Satz 1) 
aufgefaBt werden. Dieser Satz folgt aus unserem Ergebnis fast unmittelbar, wenn man 
sich auf den dort behandelten Fall beschrankt, daB namlich 2 = R ein endlichdimen- 
sionaler Vektorraum iiber einem Koérper ist. 








— 
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Mit anderen Worten: Jede Folge von endlich vielen, iiber A linearen unabhingigen 
Elementen aus 2 kann zu einer Basis von 2/A verlingert werden). 
Wir erwahnen schlieBlich 


Folgerung 3: Es seien 2 und R Vektorriiume iiber einem S-Ring A und es 
sei (2: A),< co. Dann und nur dann ist jedes linksregulire skalare Produkt 
von 2 und R in A auch rechtsregulir (also reguliir), wenn (2: A),= (R: A), gilt. 

Beweis: Existiert ein linksregulires skalares Produkt von 2 und &, so 
hat man nach Satz 1 (2: A); < (RN: A),. Ist das skalare Produkt auch rechts- 
regulir, so gilt auch die umgekehrte Ungleichung und folglich ist (2: A), 
=(R:A),. Sei nun (LQ: A),;,= (NR: A),< co und das skalare Produkt links- 
regular, so gibt es einen in R enthaltenen Unterraum %’ mit (R’: A),= (RN: A), 
und dann folgt nach Hilfssatz 1 R’= R. In L und & gibt es also zueinander 
orthogonale Basen und das bedingt, daB das skalare Produkt auch rechts- 
regular ist. 

Man wird sich fragen, ob auch in Vektorriumen nicht notwendig endlicher 
Dimension, die ein regulires skalares Produkt besitzen, stets orthogonale 
Basen existieren. DaB dies tatsichlich der Fall ist, wird im folgenden Satz 
behauptet. 

Satz 2: Hs seien 2 ein Links- und R ein Rechtsvektorraum iiber dem S-Ring A 
und es existiere ein regulires skalares Produkt von 2 undR. Dann gibt es in 2 
und R orthogonale Basen. 

Zum Beweis dieses Satzes entnehmen wir zunichst dem Beweis von Satz 1 
die folgende Tatsache: Bereits zueinander orthogonale Elemente werden bei 
der Weiterfiihrung des Orthogonalisierungsverfahrens nicht geandert. 


Es seien nun |,, [,,... eine feste Basis von 2/A und tf, f,,... eine solche 
von R/A. Dabei kénnen wir (2: A),;,= (R: A),= co annehmen. Den durch 
[,,...,l, bzw. t,,..., t, aufgespannten Unterraum bezeichnen wir wieder mit 


2, bzw. R,. Der Beweis wird nun dadurch gefiihrt, daB das Orthogonali- 
sierungsverfahren abwechselnd auf gewisse Elemente von 2 und ® ausgeiibt 
wird, derart, da8B alle Basiselemente dabei erfaBt werden. Seien nach dem 


m-ten Schritt bereits zueinander orthogonale Vektoren |}, . . ., {{ und rj, . . ., rj 
so bestimmt, daB in dem durch [j, . . ., {} bzw. rj, . . ., t, aufgespannten Unter- 
raum der Unterraum &,, bzw. %,, enthalten ist. Dann bezeichne 2’ den 
kleinsten der Unterriume 2; mit i > m, der lj, . . ., { enthalt. Nach Folgerung 2 
gibt es eine Basis von 2’, die mit lj,..., 1; beginnt. Auf diese Basis iiben 
wir nun das Orthogonalisierungsverfahren aus, wobei lj, ..., 1; und rj, .. ., t; 
fest bleiben. Das Verfahren liefert dann eine Basis lj, . . ., lj, U4,,..., & von 2’ 
und dazu orthogonale Elemente rj, . . ., tj, tyi,,---, t% aus R. Sei nun RN’ der 
kleinste der Unterriume X,; mit i > m, der rj, .. ., rj enthalt. Jetzt schlieBen 
wir entsprechend wie vorher und erhalten so eine Basis rj, . .., t, von R’ und 


1°) Bei beliebigen Skalarenringen A mit 1-Element und Minimalbedingung ist selbst- 
verstandlich nicht notwendig jeder Unterraum eines Vektorraums direkter Unterraum. 
Betrachtet man z. B. einen Vektorraum der Dimension 2 mit den Basisvektoren x und y 


10 00 
iiber dem in FuBnote *) angegebenen Ring Jf, so spannt der Vektor z = (( 0) z+ (; 0) y 


einen eindimensionalen Unterraum auf, der nicht direkt ist. 
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dazu orthogonale Elemente [j,...,[; aus 2. In den durch diese Elemente 
aufgespannten Unterriumen sind offenbar 2,,,, bzw. X,,,, enthalten. Dieser 
SchluB ist auch fiir m = 0 giiltig, wenn man 2,= N,= 0 setzt. Durch voll- 
standige Induktion erhalt man damit je einen Unterraum von 2 und X mit 
zueinander orthogonalen Baseu. Da nach Konstruktion jedes Basiselement 
von 2 bzw. R darin enthalten ist, stimmen sie mit 2 und & iiberein. 

b) Es seien wieder 2 ein Links- und ® ein Rechtsvektorraum iiber dem 
Ring A. Zusitzlich sei nun noch ein gemeinsamer Operatorenring 2 von 2 undR 
gegeben, der folgende Eigenschaften besitzen mége: Es sei 2 Rechtsoperatoren- 
ring von 2 und Linksoperatorenring von R und die Operatoren aus (2 seien 
lineare Abbildungen von 2/A und ®/A, d. h. es gelte 


(al)w = a(lw), w(ta) = (wr)a, a€ A, WE Q. 


Wir nennen dann Q einen zuléssigen Operatorenring von 2 und &%. Ist ein 
skalares Produkt <I, r) von 2 und ® gegeben, so wird auBerdem vorausgesetzt, 
daB die Operatoren aus 22 selbstadjungiert in bezug auf dieses skalare Produkt 
seien : 

lw, rt) = (Lawn, w€ Q. 

Existieren in 2/A eine Links- und in R/A eine Rechtsbasis, so daB die 
durch diese Basen erzeugten Darstellungen von 2 in A gleich sind, so be- 
zeichnen wir 2, XR als Frobeniuspaar beziiglich Q. 

Bemerkung: Definiert man im Falle (2 : A),;< co ein Frobeniuspaar dadurch, 
daB man verlangt, daB die Darstellungen von 2 mittels 2/A und R/A aqui- 
valent sind, so ist dies mit unserer Definition gleichbedeutend, da man dann 
durch eine geeignete Basistransformation zu gleichen Darstellungen iibergehen 
kann. Unsere Definition stimmt also im Falle, daB 2 = RN = Q eine Algebra 
endlichen Ranges iiber einem Kérper A ist, mit der bekannten Definition fiir 
Frobeniusalgebren iiberein. 

Unmittelbar einzusehen ist jetzt 

Hilfssatz 3: Dann und nur dann ist 2,R ein Frobeniuspaar iiber A beziiglich 
2, wenn ein reguliéres skalares Produkt von 2 und R in A existiert, zu dem es 
orthogonale Basen von 2/A und R/A gibt. 

Daraus folgt zusammen mit den Satzen 1 und 2 

Satz 3: Sind 2 ein Links- und R ein Rechtsvektorraum iiber dem S-Ring A 
mit dem zulissigen Operatorenring 2, so ist 2,R dann und nur dann Frobenius- 
paar iiber A beziiglich Q, wenn ein regulires skalares Produkt von 2 und R in A 
existiert. 

¢) Es soll nun eine von T. Nakayama aufgestellte Verallgemeinerung eines 
Satzes von M. Hatt formuliert werden™). Dazu haben wir zuerst eine Be- 
zeichnung einzufiihren. Sei A ein Ring mit Minimalbedingung fiir Links- und 
Rechtsideale und M ein einfacher A-Linksmodul, dann bezeichne d,(IM) den 
Rang von MM iiber seinem Automorphismenschiefkérper. Ist M nicht einfach 
und ist 


M = M,>M,>...>M,=0 
: 11) Siehe [4], theorem 5.2; [8], theorem 12. 
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eine Kompositionsreihe von M, so sei 
. 

dy(M) = ¥) dy(M,-/M,). 
é& 


Fiir einen A-Rechtsmodul gelte die entsprechende Bezeichnung. 
Ein quasi-Frobeniusring A, bei dem jedes Linksideal 3, und jedes Rechts- 
ideal 3, der Bedingung 
d,(3,) = d,(A/A,(3,)) baw. d,(3,) = d,(A/A,(5,)) 
geniigt, heiBt Frobeniusring [8]. 


Seien jetzt |, [,,... eine feste Basis von 2/A und t,, t,,... eine solche 
von ®/A, so bezeichnen wir mit (l, r) das durch 
cl, t;) = 6:5 


definierte spezielle skalare Produkt. Dann besagt der Satz von M. Hatt in 
der Fassung von T. NAKAYAMA: 


Ist (2: A),= (R: A),< ~, sind DB bzw. W A-Untermoduln von LQ bzw. R 
und ist A ein quasi-F robeniusring, dann gilt in bezug auf das skalare Produkt (I,t) 
S,(S,(B)) =B, S,(S,()) = BW. 

‘st A Frobeniusring, so gilt auBerdem 
d,(B) = d,(R/S,(B)), d,(W) = d(L/S,(B)). 

Auf Grund von Satz 1 erhalt man die 

Folgerung: Der Satz von M. Ha. gilt bei jedem reguliiren skalaren Produkt 
von 2 und R. 

II. Frobeniuserweiterungen. 

1. Definition. Wir betrachten jetzt einen Ring © mit 1-Element, der gleich- 
zeitig Links- und Rechtsvektorraum iiber dem Ring A ist. Ist {,, 8.) ein skalares 
Produkt von 6,@ in A mit © selbst als zulassigem Operatorenbereich, so 


wird durch 
$ > (8, 1) = <1, 8) 

ein Operatorhomomorphismus von © auf A mit A als zweiseitigem Operatoren- 
bereich gegeben. Ist das skalare Produkt regular, so bedeutet dies wegen 

(s,S> = (1,8) und (6, s) = (Gs, ]), 
da8 kein von Null verschiedenes Rechts- oder Linksideal auf Null abgebildet 
wird. Ist umgekehrt ein Operatorhomomorphismus von © auf A mit A als 
zweiseitigem Operatorenbereich gegeben: 


$+ <s)¢A 


a (8) = (as), (8) a= a), 


so stellt die Zuordnung 


mit 


$1, Sg > (5; 52) 
ein skalares Produkt von G, © in A mit © als zulissigem Operatorenbereich 
dar. Wird bei dem Homomorphismus kein von Null verschiedenes Links- 
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und Rechtsideal auf Null abgebildet, dann ist das so erklirte skalare Produkt 
regular. Die reguléren skalaren Produkte und die zweiseitigen Aoperatorhomo- 
morphen Abbildungen von © auf A, bei denen kein von Null verschiedenes Ideal 
im Kern enthalten ist, bedingen sich also gegenseitig. 

Einen solchen Homomorphismus bezeichnen wir als Frobeniushomomor- 
phismus. 

Besitzt G einen Frobeniushomomorphismus in A und ist A S-Ring, so 
nennen wir @/A eine Frobeniuserweiterung. In diese Definition nehmen wir 
also die Voraussetzung mit hinein, daB A S-Ring ist. Dies erfolgt in Hinblick 
auf die weiteren Uberlegungen, wo diese Voraussetzung doch stets heran- 
gezogen werden mu. Nicht vorausgesetzt wird, daB die Dimension von @/A 
endlich sei?*). 

Liegen alle Kommutatoren $,$, — $,5, von Elementen aus © im Kern des 
Frobeniushomomorphismus, so heiBe die Frobeniuserweiterung in Analogie 
zu den symmetrischen Frobeniusalgebren ebenfails symmetrisch. 

2. Charakterisierung. Der folgende Satz, der sich unmittelbar aus Satz 3 
ergibt, stelit eine Verallgemeinerung des anfangs angegebenen Kriteriums fiir 
Frobeniusalgebren dar. 

Satz 4: Der Ring © besiize ein 1-Element und es sei © zweiseitiger Vektor- 
raum iiber einem S-Ring A. Unter diesen Voraussetzungen ist ©,G dann und 
nur dann Frobeniuspaar iiber A beziiglich © als zuliissigem Operatorenbereich, 
wenn ©/A Frobeniuserweiterung ist. 

Daraus erhalt man unmittelbar die 

Folgerung 1: Ist G/A Frobeniuserweiterung, so gibt es gleiche reguliire Links- 
und Rechtsdarstellungen von © in A. 

Nach Voraussetzung besitzt S ein 1-Element. Folgerung 2 von Satz 1 
besagt dann, daB es eine Linksbasis und eine Rechtsbasis von @/A gibt, die 
beide mit dem 1-Element beginnen. Sei etwa |, = 1, |,, . . . eine solche Links- 
basis. Beginnt man das Orthogonalisierungsverfahren von Satz 2 mit 1|,, so 
erhalt man orthogonale Basen, wobei das erste Element der Linksbasis wieder 
gleich |,= 1 ist. Seien also bereits [,= 1, l,,... und tr, t,,... orthogonale 
Basen, so folgt 

«)>=1, <«) =0 fir i> 1. 
Das bedeutet aber, daB auch jetzt, wie im Falle von Frobeniusalgebren, der 
Kern des Frobeniushomomorphismus ein zweiseitig A-zulissiger Rechts- 
unterraum der Dimension n — 1 (mit m = (6: A)) tiber A ist. Das gleiche 
gilt auch fiir die linke Seite. Man hat daher 

Folgerung 2: Der Kern des Frobeniushomomorphismus von © auf A ist ein 
zweiseitig A-zulissiger, zweiseitiger Unterraum der Dimension n — 1. 

An diesen Sachverhalt kann man die Frage kniipfen, unter welchen Vor- 
aussetzungen der Kern einer Frobeniuserweiterung direkter zweiseitiger 
A-Unterraum ist. Darauf soll hier jedoch nicht eingegangen werden. 


12) Bei einer Frobeniuserweiterung sind nach Satz 1 bzw. 2 die links- und rechtsseitige 
Dimension gleich. Wir schreiben dafiir im folgenden (6: A) und sprechen dann auch 
vom Rang von @/A. 
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Ist G@/A eine symmetrische Frobeniuserweiterung, so gilt fiir die nach 


Satz 4 existierenden Orthogonalbasen |, [,,... und t,, t),... <ljt;> = <t,lp 

- 6,;. Daraus folgt, daB die Elemente |,, [,, . . . auch rechts und die Elemente 
t,, T,,--- auch links linear unabhingig iiber A sind. Im Falle (G: A) < 
erhalt man dann nach Hilfssatz 1, daB |, [,, . . . eine Rechtsbasis und f,, to, . . . 


eine dazu srthogonale Linksbasis von @/A bilden 


3. Beispiele. a) Sei A jetzt ein beliebiger Ring mit 1-Element und © eine 
Gruppe. © bezeichne den Gruppenring von © in A, d. h. die Gesamtheit aller 
endlichen Summen 

> a,G, mit a,¢ A, G,€6. 
Dann existiert ein Frobeniushomomorphismus von © auf A. Man erhalt ihn 
durch die Abbildung 
I +1, G0 fir G+ IJ = Einselement von G. 

Ist X a;G; irgendein Element aus © und ist etwa a,+ 0, so ist das Bild von 
(X a;G,) Gz bei dieser Abbildung gleich a,, d. h. diese Abbildung ist ein rechts- 
regularer Homomorphismus von © auf A. Analog gilt dies fiir die linke Seite, 
es handelt sich also um einen Frobeniushomomorphismus. Ist A ein kommu- 
tativer Ring, so ist dieser Frobeniushomomorphismus symmetrisch. 

b) Es seien jetzt A und K S-Ringe, G/K sei eine Frobeniuserweiterung und 
K im Zentrum von A und © enthalten. Dann ist das iiber K gebildete direkte 
Produkt G x A Frobeniuserweiterung iiber A. Zum Beweis seien wieder |,, 
{,,... und ft), t,,... zwei nach Satz 4 existierende orthogonale Basen bei dem 
Frobeniushomomorphismus 

$—> <s) €k 
von © auf K. Diese Basen sind dann auch Basen von @ x A/A. Den ange- 
gebenen Frobeniushomomorphismus setzen wir durch 


2'$,a; > 2 <8) a;, $;€6, a,€ A 


zu einem zweiseitig A-zulissigen Homomorphismus von @xA auf A fort. 
Um festzustellen, daB dieser Homomorphismus regular ist, stellen wir die 
Elemente von @ x A mittels der gegebenen Basen dar. Nimmt man an, dab 
das durch ein Element 2 a,l,; erzeugte Rechtsideal auf Null abgebildet wird, 
so muB wegen der Orthogonalitét der Basen 


((X a,l,) (2 t,b;))> = La,b,= 0 


fiir beliebige b,¢ A gelten. Da A ein 1-Element besitzt, ist dies nur fiir a,= a, 
=+++=( méglich. Ebenso sieht man ein, daB der Homomorphismus auch 
links regular ist. 

¢) Es sei © ein einfacher Ring und A ein galoisscher Unterring von ©. 
Darunter verstehen wir hier einen Unterring von ©, der im Sinne von T. Na- 
KAYAMA [9] Fixring einer halbreguliren (semi-regular) Automorphismen- 
gruppe von © ist. Wir bemerken dazu, daB damit eine recht allgemeine Klasse 
von galoisschen Erweiterungen erfaBt wird, konnte doch die galoissche 
Theorie im Sinne einer reinen Automorphismentheorie bisher nur fir regulire 
Automorphismengruppen in befriedigender Weise entwickelt werden [9]. 
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FaBt man © als Linksvektorraum iiber A auf, so werde mit € der Ring 
aller linearen Abbildungen von @/A bezeichnet. Die Abbildungen aus € 
denken wir uns durch Multiplikation von rechts auf die Elemente von © 
ausgetibt. Ist 6" der Ring der Rechtsmultiplikatoren s’ mit s €G, so ist 6" 
in € enthalten und ebenso der Ring 7, wenn 7 der Zentralisator von A in S 
ist. S* ist zu isomorph und 7" zu T inversisomorph. 7" ist nach Voraussetzung 
eine halbeinfache Algebra iiber dem Zentrum Z (= Z") von © und daher Fro- 
beniuserweiterung von Z, d. h. es gibt einen Frobeniushomomorphismus ¢¢") von 
T* auf Z. Diesen Frobeniushomomorphismus setzen wir nun zu einem solchen 
von € auf @’ fort. Dazu benutzen wir eine zweiseitige Basis von €/G" der Gestalt 

4G, (5 7B) Gad, der", 
wobei die G; ein Repriasentantensystem der Galoisgruppe © von @/A nach 
der Untergruppe der inneren Automorphismen durchlauft und ¢/, . . ., t,, eine 
Basis von T"/Z ist. Eine solche Basis von €/@’ existiert nach [6]. Wir de- 
finieren nun fiir diese Basiselemente 
. 0 firj>1 
(4, G;) = {é) fir j= 1- 
DaB dieser Homomorphismus zweiseitig 6’-zulissig ist, folgt aus der Ver- 
tauschungsregel 
s tiG, = te G, = UG, (6 G,)’. 

Um zu beweisen, daB dieser Homomorphismus zweiseitig regular ist, ge- 
niigt es, wegen der Ranggleichheit fiir beide Seiten von €/6" nach Folgerung 3 
aus Satz 1 zu zeigen, daB kein von Null verschiedenes Rechtsideal auf Null 
abgebildet wird. Angenommen, es wire 3 +0 ein solches Rechtsideal, so 
wiirde auch der durch 3 erzeugte @’-Linksmodul G°S auf Null abgebildet. 
©'3 ist insbesondere ein zweiseitiger G*-Modul. Jeder zweiseitige G*-Modul 
aus € wird aber nach [6] iiber G* durch Abbildungen der Gestalt t'G, (t'¢€ 7", 
G@ €G) erzeugt. Dann liegt auch t'G, und damit t'7'G, in @*3. Das Rechts- 
ideal ¢'7* wird aber nach Voraussetzung bei dem angegebenen Homomor- 
phismus nicht auf Null abgebildet und damit ist die Annahme zum Wider- 
spruch gefiihrt. € ist tatsichlich Frobeniuserweiterung von ©’. Wir weisen 
darauf hin, daB diese Uberlegung bei sonst gleichen Voraussetzungen richtig 
bleibt, wenn der Zentralisator 7’ von A in © nicht notwendig eine halbeinfache 
Algebra, sondern nur Frobeniuserweiterung endlicher Dimension iiber Z ist. 

4. Der Endomorphismenring einer Frobeniuserweiterung. Es sei jetzt © 
ein Ring mit 1-Element von endlichem Links- und Rechtsrang iiber dem Ring A. 
Wir betrachten © zuniichst als Linksvektorraum iiber A und bezeichnen wieder 
mit € den Ring aller linearen Abbildungen von @/A. In € ist dann der Ring 
dem Rechtsmultiplikatoren G’ enthalten. Ist |,,...,1, eine feste Linksbasis 
von @/A, so sei d,, die Abbildung, die |, auf {, und alle anderen Basiselemente 
auf Null abbildet. Unter d; verstehen wir die Abbildung, die |, auf 1 und alle 
anderen Basiselemente auf Null abbildet. Dann ist offenbar 

€=d4,6"+---+d,S" 
eine Basisdarstellung von €/@’. 
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Satz 5: Der S-Ring © sei Rechts- und Linksvektorraum gleicher endlicher 
Dimension iiber dem S-Ring A. Dann und nur dann ist /A Frobeniuserweite- 
rung, wenn €/S" Frobeniuserweiterung ist. 

Zum Beweis des Satzes sei zunichst €/6" Frobeniuserweiterung und |,,...,[ 


n 
eine beliebige Linksbasis von @/A. Sind rf, ..., t% die Bilder von d,, . . ., d, 
bei dem Frobeniushomomorphismus von € auf @’, so soll gezeigt werden, 
daB r,,...,t, eine Rechtsbasis von G/A ist, die eine zu der durch |, .. ., [, 
erzeugten reguliren Linksdarstellung gleiche Rechtsdarstellung von © liefert. 
n 
Dab die letzte Behauptung richtig ist, daB also mit [6 = 3’ 8,1, auch $ r, 
j=l 
n 
= )' rt, 8, gilt, folgt unmittelbar aus der Gleichung 
i=1 
n 
e'd, = Sd; 8;;, 


wenn man beriicksichtigt, da8 der Frobeniushomomorphismus zweiseitig 
G’-zulissig ist. Es bleibt zu iiberlegen, daB r,, . . ., t,, eine Rechtsbasis bilden. 
Fiir beliebiges e € € ist 
n 
ed,= 2 d, ai mit a,c A. 
i=1 
Daraus folgt bei dem Frobeniushomomorphismus <) von € auf G* 
u 
<ed,) =) tial, a,¢€ A. 
i=1 
Da bei dem Frobeniushomomorphismus kein Linksideal auf Null abgebildet 
wird, d, rechts linear unabhiangig iiber A’ ist und @ S-Ring ist, gilt ferner 
<E d,)> = S". 

Daraus ergibt sich bereits, daB r,,...,t, ein Rechtserzeugendensystem von 
G/A ist. Wegen (G: A),= n folgt dann aus der im AnschluB in Hilfssatz 1 
gemachten Bemerkung, daB r,, . . ., t, eine Rechtsbasis von @/A bilden. Nach 
Satz 4 ist dann also @/A Frobeniuserweiterung. 

Sei nun umgekehrt @/A Frobeniuserweiterung. Es bezeichne rt, = 1, 
to, ...,t, eine Rechtsbasis und [,,...,1, eine dazu orthogonale Linksbasis 
von @/A. Man erhalt dann durch die Zuordnung 


(8) C= dS tot dys, > ht tes, 
einen zweiseitigen @’-Operatorhomomorphismus von € auf G’. Zunichst ist 
n 
diese Abbildung rechtsseitig G*-operatorhomomorph. Ist [,;6 = 3’ s,,l;, so gilt 
j=1 
n 
nach Voraussetzung $ t;= 3’ r,s,; und folglich 


i- 


n 
s'd,= )’ d,8;; . 
i= 


Daher ist die Abbildung (8) auch linksseitig G’-operatorhomomorph. Ist in 
n 
e= )' dst etwa sf + 0, so ist das Pild von dye = d,s}, gleich 15 9, = 9; + 0. 
i=1 
Mathematische Annalen. 127. 31 
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Also wird bei (8) kein von Null verschiedenes Linksideal auf Null abgebildet. 


n 
Um dies auch fiir die Rechtsideale zu zeigen, sei wieder ¢ = 5’ dst mits* +0. 
i=1 
Besitzt 5; die Basisdarstellung 
— ey (a) ¢ 
$,= 8)" 1+ + 1, si A, 


(k) 


+ O annehmen. Nun ist 


so kénnen wir wegen $,+ 0 etwa s 


bed : 
e d,, ~ d, (s\*)r 
| 
und dieses Element geht bei (8) in (t,8+---+r84---+ 42, 8™)r+0 
iiber. Also wird bei (8) auch kein Rechtsideal + 0 auf Null abgebildet. Damit 
ist der Beweis vollstandig. 


Im zuvor angegebenen letzten Beispiel fiir Frobeniuserweiterungen hatten 
wir festgestellt, daB der Endomorphismenring € einer galoisschen Erweiterung 
G@/A Frobeniuserweiterung iiber G@* ist. Es folgt dann aus Satz 5 unter Be- 
ricksichtigung von Satz 4 unmittelbar 


Satz 6: Ist G ein einfacher Ring und A ein galoisscher Unterring von © 
(im zuvor angegebenen Sinne), so ist @/A Frobeniuserweiterung. Folglich sind 
die reguliren Links- und Rechtsdarstellungen von © in A dquivalent und der 
Kern des Frobeniushomomorphismus von © auf A ist ein zweiseitig A-zuléssiger, 
zweiseilig (n — 1)-dimensionaler Unterraum von © (n = (G: A)). 


5. Vektorielle Ideale. a) Wir setzen jetzt voraus, daB (6: A)< oo sei. 
Ein Linksideal 3, aus einer Frobeniuserweiterung @/A nennen wir vektoriell, 
kurz v-Linksideal, wenn 9, ein Linksunterraum von @/A ist. Entsprechend 
werden vektorielle Rechts- und .zweiseitige Ideale erklirt. Ist z.B. A ein 
Schiefkorper, so ist offenbar jedes Ideal aus © v-Ideal. 

Wenn man sich auf v-Ideale beschrinkt, lassen sich eine Reihe von Er- 
gebnissen, die von T. Nakayama in [7,8] aufgestellt wurden, auch unter 
unseren Voraussetzungen beweisen. 


Wir iibernehmen zuniichst einen Hilfssatz aus [7], der noch fiir beliebige 
Ideale giiltig ist**). 

Hilfssatz 4: Es sei G/A Frobeniuserweiterung. Dann geniigt jedes Links- 
ideal 3, bzw. jedes Rechtsideal 3, aus G der Gleichung 


A,(3,) = S,(3,) bzw. A,(3,) = S8,(5,). 


Der kurze Beweis, der unmittelbar aus [7] iibernommen werden kann, sei 
der Vollstaindigkeit halber angegeben. Offenbar gilt A,(3,)¢ S,(3,). Sei nun 
6 € S,(5,), also (3,8) = 0 bei dem Frobeniushomomorphismus von © auf A. 
Da nach Voraussetzung kein von Null verschiedenes Rechtsideal auf Null 
abgebildet wird, folgt 3,5 = 0, also s € A,(3,). Entsprechend beweist man die 
zweite Gleichung. 


18) Siehe [7], lemma 4. 
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Satz 7: Ist ©/A Frobeniuserweiterung, sind 3, ein v-Links- und 3, ein 

v-Rechtsideal aus G, dann gilt 

A,(A,(3,)) = i (3,:A), + (A, (3,):A),= (© : A), 

A,(A,(3,)) : Ge. (3,:A),+ (A, (3,) : A), - (S ° A)"™). 
Auf Grund von Hilfssatz 4 ergeben sich diese Behauptungen sofort aus der 
Folgerung 1 von Satz 1. 

Satz 8: Sei G/A Frobeniuserweiterung und s €S ein Element, so dap Gs 
ein v-Linksideal ist. Dann ist $© v-Rechtsideal und es gilt (Gs : A), = ($@ : A),"5). 

Beweis: Offenbar gilt 

G/A, (Gs) =sS 
als @-Rechtsmoduln und auf Grund von Hilfssatz 4 folgt daraus 
S/S,(6 8) =sS. 
Auf Grund der ersten Folgerung aus Satz 1 gilt ferner 
S =R’@ S,(Ss) 
mit einem Rechtsunterraum ®’ von ©, also auch 
G/S,(S $)= R’ 
und folglich ist auch s @ Rechtsunterraum gleicher Dimension wie © s. 

b) Es soll jetzt untersucht werden, unter welchen Voraussetzungen der 
Restklassenring einer Frobeniuserweiterung @/A wieder Frobeniuserweiterung 
iiber A ist. 

Im AnschluB an T. Nakayama beweisen wir zunichst einen Hilfssatz?*). 

Hilfssaiz 5: Sei v ein beliebiges Element aus ©. In S,(t) ist das Rechts- 
ideal S,(G t) enthalten und dies ist das gréfte Rechtsideal, welches in S,(t) ent- 
halten ist. 


Beweis: Unmittelbar sieht man ein, daB S,(G r) ein Rechtsideal ist und 
daB S,(G r)¢ S,(r) gilt. Ist 3, ein beliebiges Rechtsideal aus S,(t), so gilt 


(3,S t) = (3,t) = 0, 
also 
3,¢ S,(S t) . 


Beim Beweis des folgenden Satzes haben wir den Satz von Hatt heran- 
zuziehen. Wir miissen daher jetzt die Voraussetzung machen, daB A quasi- 
Frobeniusring ist. 

Satz 9: Es sei G Frobeniuserweiterung iiber dem quasi-Frobeniusring A 
und 3 ein zweiseitiges v-Ideal aus©. Dann und nur dann ist G@'= G/3 Frobenius- 
erweiterung iiber A, wenn A,(3) = Gt A gilt mit einem Element t, das iiber A 
rechts linear unabhiingig ist und der Gleichung S,(t) = S,(t A) geniigt*’). 


4) Vgl. [7], theorem 1; [8], theorem 6. 

5) Vgl. [7], theorem 4; [8], theorem 8. 

*) Vgl. [7], lemma 5. 

7) Vgl. [7], theorem 9; [8], theorem 15. 
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Beweis: Sei zunichst ©’ Frobeniuserweiterung mit dem Frobeniushomo- 
morphismus $’-> (s’>. Betrachtet man © als A-Linksmodul, so gilt nach Vor- 
aussetzung © = 6* @3 und folglich 6/3 = G*. Wie wir wissen, gibt es eine 
Linksbasis fj, . . ., |}, von G’/A mit 

(> =1, >) =0 far i>1. 

Dann ist R’= Al, +---+ Al,der Kern bei dem Frobeniushomomorphis- 
mus von @’ auf A. Es sei |,,...,1,, ein festes Repriisentantensystem von 
;,..., 4, in 6@*. Dann bilden diese Elemente eine Linksbasis von 6*/A. 
Die Urbildmenge von &’ bei der Abbildung @ > ©’ ist der Linksunterraum R 
von ©, der durch I,, . . ., |, und 3 aufgespannt wird. Es gibt daher eine Rechts- 
basis t,, . . ., tf, von @/A, so daB mit r,= r die Gleichung S,(r) = & gilt, wobei 
sich jetzt die Orthogonalitét auf den Frobeniushomomorphismus von © auf A 
bezieht. Nach Hilfssatz 5 ist S,(6 r) das gréBte in R enthaltene Rechtsideal. 
Andererseits muB8 aber 3 das gréBte in R enthaltene Rechtsideal sein, da sonst 
&’ ein von Null verschiedenes Rechtsideal enthalten wiirde. Folglich ist 
3 = S,(G r) und nach Hilfssatz 4 folgt daraus 


S,(3) - A,(3) ~ S,(S,(S t)) . 


Nun ist S,(6 r) = S,(6 r A) und auf Grund der Folgerung aus dem Satz von 
Hatt erhalt man dann 





A,(3) = 8,(S(S r A)) = S rA . 


Nach Voraussetzung sind R’ und damit auch R A-Rechtsmoduin. Daraus 
folgt schlieBlich S,(t) = S,(t.A). Damit ist der erste Teil des Satzes be- 
wiesen. Die Umkehrung folgt leicht, wenn man diese Uberlegung in umge- 
kehrter Richtung durchlauft. 

6. Frobeniuserweiterungen von Frobeniusringen. Es kann jetzt die Frage 
beantwortet werden, ob eine Frobeniuserweiterung eines quasi-Frobenius- 
oder Frobeniusringes wieder einen solchen Ring liefert. 

Auf Grund von Hilfssatz 4 und der Folgerung aus dem Satz von M. Hati 
gilt 

Satz 10: Ist A ein quasi-Frobenius- bzw. ein Frobeniusring und © eine 
Frobeniuserweiterung endlichen Ranges iiber A, so ist auch © ein quasi-Fro- 
benius- bzw. Frobeniusring. 


Ill. Regulire Modulerweiterungen. 


1. Definition und Eigenschaften. a) Unter einem A-2-Modul M verstehen 
wir einen beliebigen Modul IR mit einem Linksoperatorenring A und einem 
Rechtsoperatorenbereich 2. Es wird vorausgesetzt, daB A ein Einselement 
besitzt, welches zugleich Einheitsoperator von M sei und daB die Anwendung 
der Operatoren aus A und 2 auf M miteinander vertauschbar sei: | 





a(mq@) = (am)w; a€A, MEM, we Q. 


Zu einem beliebigen Unterring B von A definieren wir nun einen A-2-Modul | 
Mz in folgender Weise: Mz, bestehe aus allen Summen 


2a,Om,, 
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summiert tiber endlich viele der formal gebildeten Symbole 


aOom mit a€A, MEM, 
fiir die die Anwendung der Operatoren durch 
a(La;Om,) = Laa;Om, 
(Ya,;,Om,) wo = La,Om,w 
erklart sei und die folgenden Rechenregeln geniigen mégen: 
abom=aobm fir be B, 
(a,+ a)Om=a,0m+a,0Om, 
aO(m,+ m,) = @aO0m,+ aOm,. 
Den so gebildeten A-2-Modul My, nennen wir die reguldére Modulerweiterung 


des A-22-Moduls M beziiglich B. (M. a. W.: Mz, ist das dir. Modulprodukt von 
A und QM iiber B.) 


M, kann offenbar durch die Zuordnung 
2a;om, > 2am; 


A-Q-operatorhomomorph auf M abgebildet werden und fiir B = A ist diese 
Abbildung ein Isomorphismus. Bezeichnet I, den Kern dieses Homomor- 
phismus, so ist Mz ein A-Q-Untermodul von M, und es gilt die A-Q-Operator- 
isomorphie 

Mp/M's =M. 
Der B-2-Untermodul 

1OM = Mz 


von Mp, wird bei dem angegebenen Isomorphismus B-Q2-isomorph auf M 
abgebildet. Betrachtet man M, als B-{2-Modul, so besteht folglich die direkte 
Zerlegung 

Ma= Met Ms , 
wobei also IM’, ein A-Q-Modul und Mz ein zu M B-Q-isomorpher B-2Q-Modul 
ist. Von dieser Zerlegung machen wir spiter noch Gebrauch. 

b) Wir nehmen nun die Voraussetzung hinzu, daB A/B Frobeniuserweite- 
rung endlichen Ranges ist und bezeichnen mit q,, . . ., g, und 7, . . ., 7, ortho- 
gonale Basen bei dem Frobeniushomomorphismus (a) von A auf B, d.h. es 
gelte 


(9) its) = 9:3 
und 
n n 
(10) qit = DS d459;,  ary= Dd) 1,bj;. 
j=1 i=1 


Auf Grund der Rechengesetze von IM, kann man die Elemente von Mz, 
eindeutig in der Form 
n 
Dd r,Om,, meM 
i=1 
darstellen, man kann also r,,...,7, auch als Rechtsbasis von Mp tiber M 
(beziigl. der Multiplikation ©) betrachten. 
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Unter diesen Voraussetzungen besitzt M,z einen zu M A-Q-operator- 
isomorphen Untermodul. Um dies einzusehen, betrachtet man die Zuordnung 


(11) m—> 2Jr,Oqm. 
n 
Damit das Element 3° r;0 g,;m verschwindet, muB 
i=1 
(12) qm = 0, (§=1,..., 2) 


gelten. Da q,, ...,q, eine Linksbasis von A/B ist, gibt es Elemente },, . . . b 
mit 


b+ +++ 5.q,= 1. 
Dann folgt aus (12) 
n n 

» 5:(9:m) = (d' b.g,) m= m=. 

i=1 i=1 
Damit haben wir bisher erhalten, daB (11) eine Q-operatorisomorphe Abbil- 
dung des Moduls MR auf einen Q-Untermodul M% von Mz, definiert. Auf 
Grund von (10) gilt schlieBlich 

n n 
am>)'r,Oq,am = ¥ 1,0 5,;(q; m) 


—- 


i=1 ij=1 
n n 
= 2) 7, b;,0¢;m - aS'r,Oqm, 
i,j=1 i=1 


also ist der Isomorphismus (11) auch A-zulassig. 
Wir betrachten nun die B-{2-operatorhomomorphe Abbildung 
n n 


(13) yir,om, > J <r) m, 


— 


i=1 i=1 
von M, auf M. Den Kern dieses Homomorphismus bezeichnen wir mit 


n 
m%*. Aus der Gleichung » b,q;= 1 folgt wegen (9) 
j=1 


<r) - i b; (4; ri) - b; . 
i=l 


Betrachten wir nun das Bild eines Elementes aus I% bei der Abbildung (13), 
so folgt damit 


n n n 
Lr0qm > <r) qm = (Y 6.q,)m =m 
i=l i=] i=1 


d. h. diese Abbildung stellt fiir M@% einen Isomorphismus dar. Dann besteht 
die direkte Zerlegung von Mz, als B-{22-Modul 
Mez= ME + MF, 

wobei also M¥ ein zu M A-Q-isomorpher A-Q-Modul und M} ein B-Q-Modul 
ist. Die bisherigen Uberlegungen fassen wir in folgendem Satz zusammen: 

Satz 11: Es sei M ein A-Q-Modul und A/B eine Frobeniuserweiterung end- 
lichen Ranges. Betrachtet man die reguliire Modulerweiterung Mp von M als 
B-Q-Modul, so bestehen die beiden direkten Zerlegungen 

Mea= Mei MZ, Mea= MF+ MF*, 

wobei Mp und MF soger A-Q-Moduln sind, MW, zu M B-Q-isomorph wnd 
ME zu M A-LQ-isomorph sind. 
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¢) Die Abbildung (13) ist ein B-Q-Homomorphismus von M, auf M. 
Sie kann offenbar auch als B-Q-homomorphe Abbildung von Mz, in sich 
gedeutet werden, wenn man 


n n n 
(14) arom 7) om,;= 10 <r) m,; 
i=1 i=1 i=1 
setzt. Diese Abbildung soll im folgenden mit h bezeichnet werden. Die An- 
wendung von hf auf Mz, schreiben wir als Multiplikation von links. Die Ele- 
mente aus A als Operatoren von Mz, stellen ebenso wie h Endomorphismen 
von Mp, dar und kénnen in diesem Sinne mit A multipliziert werden. Wir 


n 
iiben nun den Endomorphismus »' r,;hq; auf ein beliebiges Element aus M, 
i=1 
aus und beriicksichtigen dabei (9) 


n n n n 
(S) r,hq;) (37,0 m;) = Dr; (qr) Om, = J r;Om,, 
i=1 j=1 ij=1 j=1 
n 
folglich ist )* r,hq,; der identische Endomorphismus von Mx . 
i=1 

2. M,- und M,-Moduln. a) Auf Grund unserer Ergebnisse iiber regulire 
Modulerweiterungen kann nun ein Satz bewiesen werden, durch den ein Er- 
gebnis von W. Gascnitrz verallgemeinert wird ({3], Satz 1). Eine Verall- 
gemeinerung auf Frobeniusalgebren wurde bereits von M. Ikepa [5] gegeben. 
Dort wird die SchluBweise von GascutTz unmittelbar iibertragen, was unter 
unseren allgemeinen Voraussetzungen nicht méglich ist. Die Abweichung 
gegeniiber GascnuUrz und Ikepa besteht hier in der allgemeingiiltigen Ein- 
fiihrung der reguliren Erweiterung, waihrend der dort benutzte Begriff der 
reguliren Erweiterung nur fiir Algebren sinnvoll ist. 

In diesem Zusammenhang mu noch auf eine Arbeit von T. NAKAYAMA 
und H. Nagao hingewiesen werden [11], in der ebenfalls M,- und M,-Moduln 
untersucht werden. Sie werden dort jedoch in einer Weise gekennzeichnet, 
die mit unseren Uberlegungen keinen unmittelbaren Zusammenhang besitzt. 

b) Im AnschluB an Gascutrz fiihren wir M,- und M,-Moduln ein. Es 
sei dabei B zunichst ein beliebiger Unterring von A. Ist N ein A-2Q-Modul 
und besitzt 2 — jetzt nur als B-22-Modul betrachtet — eine direkte Zerlegung 
in zwei B-Q-Moduln M’ und M’’, so schreiben wir dafiir wie bisher das normale 
Summenzeichen 


N= M’+ M’”’ 
Fiir eine direkte Zerlegung von N in zwei A-Q-Moduln M* und M** benutzen 
wir die Schreibweise 

N= M* oe M**. 
SchlieBlich bedeute 


M* = M, 


daB die Moduln M* und M als A-{2-Moduln operatorisomorph sind. 
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Ein A-Q-Modul M heiBe nun M,-Modul, wenn fiir jeden A-Q-Modul %, 
der einen A-Q-Untermodul QM’ mit 


N/M’ = M 
besitzt, die Existenz einer Zerlegung 
N= M’' + M”’ 
auch eine Zerlegung 
N= Mon’ 


zur Folge hat. 

Bemerkung: Dann ist offenbar N’ = M. 

Entsprechend heiBt M ein M,-Modul, wenn fiir jeden A-Q-Modul N, der 
eine Zerlegung 

N= M*+ M** mit M*= M 
besitzt, auch eine Zerlegung 
N= M*oxn* 
existiert. 

Es folgt jetzt der angekiindigte Satz. 

Satz 12: Es sei A/B eine Frobeniuserweiterung endlichen Ranges und es 
SCIEN Gi, - ++» Qn UNd T,,...,%,_ zueinander orthogonale Links- und Rechtsbasen 
von A/B. Unter dieser Voraussetzung ist ein A-Q-Modul M dann und nur dann 
M,- oder M,-Modul, wenn ein B-Q-Endomorphismus g von M existiert, so dag 


n 
» 19% 


i=1 
der identische Endomorphismus von M ist. 
Wir beweisen zuerst, daB die Behauptung notwendig ist. Sei also M M,- 
oder M,-Modul. Auf Grund der Definition der M,- und M,-Moduln folgt 
aus Satz 11, daB in jedem Fall eine Zerlegung 


mit 
(16) M, = M 


existiert. Mit Hilfe des durch (14) gegebenen Endomorphismus A von Mp, 
laB8t sich nun sofort der gewiinschte Endomorphismus g von M konstruieren. 
Es sei 

m=km+(l1—k)m 


die (15) entsprechende Komponentenzerlegung von M,. Dann stellt die Ein- 
schrankung von kh auf M, offenbar einen B-Q-Endomorphismus g, von M, 


n 
dar, fiir den 3’ r,; 9,9; die identische Abbildung von IM, ist und wegen (16) 
i=1 


gibt es dann auch einen B-Q-Endomorphismus g von I mit den gewiinschten 
Eigenschaften. 

Es soll nun gezeigt werden, daB die Bedingung des Satzes hinreichend ist. 
Der Beweis dieses Teils stellt eine naheliegende Verallgemeinerung des Be- 
weises von Gascutrz dar, doch soll er der Vollstandigkeit halber ausgefiihrt 
werden. 
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Es sei N ein A-Q-Modul und es bestehe die direkte Zerlegung von % als 
B-Q-Modul 
N= M’'+ M”’, 
wobei WM’ A-Q-Modul sei und 
WM’= M. 
Dann sind 9R’’ und M als B-Q-Moduln isomorph. Folglich kann der Endo- 
morphismus g von I auch als B-Q-Endomorphismus g’ von N/M’ betrachtet 
und durch 
g fir M”’ 
g*= (0 far ae 


n 
auf N fortgesetzt werden. Dann gilt mit der Bezeichnung )’ r,g*q,;= I*: 
i=1 


I*n =n mod M’, (n € N) 

und, da M’ A-Q-Modul ist, 

I*m’ = 0, (m’€ M’). 
Bezeichnet man mit J den identischen Endomorphismus, so folgt 

(I —JI*)m’=m’, (eM) = (I—1*)n eM, (neN) 

also auch 

(J — I*?= J — I*. 
Dann ist 
(17) N= (J—1*)N+-lFN=M' 4+ NR 
eine direkte Zerlegung von N als Q-Modul. Da g* ein B-Q-Endomorphismus 
ist, gilt schlieBlich 


n n n n 
aS r39* qj = 3 ribs 9* 15 = DL 119" bis 9; = (L19* G) @- 
j=1 ij=1 ij=1 i=1 
Folglich ist (17) bereits eine direkte Zerlegung von N als A-2-Modul. Damit 
ist gezeigt, daB M tatsichlich M,-Modul ist. Der Nachweis, daB M auch 
M_,-Modul ist, kann ganz entsprechend gefiihrt werden. 


¢) Unter den Voraussetzungen von Satz 12 ist jeder M,-Modul auch 
M,,-Modul und umgekehrt. Man kann daher (im Anschlu8 an GascutrTz [3]) 
einfach von Maschke-Moduln sprechen. Bei gleichen Voraussetzungen iiber 
A und Q als Operatorenbereiche wie in Satz 12 erhalt man die 

Folgerungen : 

1. Sind die A-Q-Moduln M' und M’'’ Maschke-Moduln, so auch 
(18) N= M' SM” 
Ist der A-Q-Modul N Maschke-Modul und besteht eine direkte Zerlegung (18), 
8o sind auch M’ und M’’ Maschke-Moduln. 

2. Der A-Q-Modul M ist dann und nur dann Maschke-Modul, wenn ein 


zu IM A-Q-isomorpher direkter A-Q-Summand des reguliren Erweiterungs- 
moduls Mz existiert. 
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3. Der Rang von A/B sei n. Ist die Abbildung 
m—->nam 


ein Automorphismus des A-2-Moduls M, so ist I Maschke-Modul. 

4. Betrachtet man A selbst als A-B-Modul, so ist A Maschke-Modul. 

Durch die drei ersten Folgerungen werden Ergebnisse aus [3] verallge- 
meinert. Die einfachen Beweise kénnen unmittelbar aus [3] iibernommen 
werden. Zum Beweis der letzten Folgerung hat man einen B-B-Endomor- 
phismus anzugeben, wie er in Satz 12 vorausgesetzt wird. Man iiberzeugt 
sich sofort, daB der Frobeniushomomorphismus von A auf B die verlangte 
Eigenschaft besitzt. 
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